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BRAMI  DI  LETTERA 

DEL  MG.  PROF,  «*  HAlNJfcflDI 

AL  COMPILATORE 


Sig.  Professore 

1.  Alcooi  stadi  mi  hanno  incidentemente  condotto  ad  esami* 
nare  un  vecchia  argomento)  importante  per  se  ,  celebre  pei 
lavori  di  Enlcro  ,  Laplace  e  Lagrabge ,  tante  volte  e  sotto 
varie  forme  riprodotto,  che  è  la  integratone  delle  equazioni 
a  differenze  fui  te  lineari  a  coefficienti  costanti ,  che  i  pochi 
inventori  e  gli  innnmerahili  commentatori,  riducono  al  pro- 
blema della  risoluzione  di  una  equazione  algebrica.  Certo  é 
che  tanto  basta  per  lo  svolgimento  di  una  questione  nume- 
rica :  ma  sembra  che  i  matematici  amino  meglio  avere  dei 
problemi  algebrici  risoluzioni  puramente  algebriche  :  tale  si 
è  quella  del  tema  in  discorso  che  io  trasmetto  al  giudizio 
della  Sa    Va.  chiarissima. 

La  equazione  a  differenze  finite  sia 


Vr+*  *  A,  yr+n-i  -f-  A*  yr+/i-a  •+•  A3  yr4./i-3  • 
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(6) 
dove  y  è  la  funzione  ignota;  At ,  A2  .  .  .  sono    coefficienti 
costanti.  Suppongo  dati  y0 ,  y, .  . .  y*-i  ed  immagino  la  fun- 
zione 

(2)         i.à.3...<  <-.2(A«*+à»*'  -  +A<*T=P« 


i/=i 


r 

Il  segno    ds=0  indica  la  derivata  dell'ordine  r  rispetto  a  z 

neHa  quale  si  ponga  z  =  0.  La  funzione  Pr  ,  all'atto  prati- 
co, si  potrà  desumere  dal  monomio  simbolico 

1.2.3....  m «      a-         5 

1.2..a  X  1-2.-/3  X   ..  X  1.2...*      «      *  ""     ' 

coll'attribuire  ai  numeri  positivi  interi  o  nulli  m,  a,  /3  ....  5 
tutti  i  valori  compatibili  colle  equazioni 

(3)        a  -+-  2/3  .  .  .  ■+•  tò  =?  t ,    a  -4-  /3  . . .  -4-  $  =  m 

poi  falla  la  somma  dei  risultali  si  avrà  la  funzione  Pr  :  la 
quale,  per  insegnamenti  dell'illustre  Geometra  Sig.  Cauchy , 
sappiamo  trasformare  in  un  integrale  definito. 

Da  una  lunga  serie  di  particolari  dedazioni ,  col  soccorso 
di  alcune  forinole  che  ho  scritte  in  un  opuscolo  sulla  dottri- 
na delle  equazioni  stampato  in  Pavia  nel  1833  (pag.  35),  de- 
sumo essere  l'i  integrale  della  (1) 

J/fl+r  =  *  r+i  V«-i  "+■  (Pr-M  """"  Ai  *  r-M/  Vn-2 
■+■  (Pr^-3   —  A,  Pr+a  —  A2  Pr+i)y/i-3  -h  •   .    . 

(4)  )      M 
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Se  al  secondo  membro  della  equazione  (1)  aggiungiamo  una 
funzione  nota  Mr,  variabile  col  numero  intero  r,  complete- 


(1  ) 

remo  l'integrale  (4)    coll'aggrcgare  al  valore  di  yn+r  il  poli- 
nomio 


i=r 


Mo  Pr  +  Mf  Pr-,  +M2Prl...+  Mr  =^Pr-/  •  M, 


/=, 


A  sanzionare  questo  genere  di  ricerche  basta  il  ricordare  una 
Memoria  dell'illustre  Sig.  Binet  stampata  nel  Tomo  19  del 
R.  Istituto  di  Francia  per  l'anno  1839,  Se  i  coefficienti  della* 
equazione  (1)  sono  variabili  l'integrale  assume  una  forma 
complessa,  ebe  qui  non  trascrìvo:  se  però  là  funzione  A,  del- 
l'intero f,  ò  tale  che  il  risultato  della  integrazione  finita  e 
della  derivazione  indicata  nella  forinola  (2)  possano  aversi 
sotto  semplice  forma,  lo  che  succede  in  moltissimi  casi,  si 
ottengono  notabili  risultamene,  lo  sviluppo  dei  quali  può  es- 
sere di  utile  esercizio.  Se  dalla  equazione  (1)  si  desume,  eòi 
metodi  di  Laplace  ,  la  equazione  a  differenze  infinitesime , 
l'integrale  (4)  conduce  a  risultati  analoghi  a  quelli  trovati 
dal  Sig.  Cauchy  nella  profonda  Memoria  sul  Calcolo  Integrale 
che  si  legge  nel  Tomo  23  del  R.  Istituto  di  Francia  per 
l'anno  1850. 

Le  mie  formole  poi  si  possono  non  difficilmente  verificare 
notando  la  proprietà  caratteristica  della  funzione  Pr  ,  quale 
si  desume  dalla  identità  del  risultato  che  si  ottiene  sostituendo 
nella  equazione  (1)  il  proprio  integrale  (4). 

2.  La  recente  Memoria  del  Sig.  Cauchy  sur  Ics  elefs  alge- 
briques  mi  ha  richiamata  alla  mente  una  breve  dimostrazione 
di  alcuni  Teoremi  sulle  linee  del  secondo  ordine  che  ho  enun- 
ciali in  una  collezione  di  Memorie  stampata  in  Pavia  nel 
1831;  pag.  69.  Sebbene  per  me  preferisca  uno  slancio  della 
mente  ad  un  tratto  di  penna,  pure  veda,  chiarisse  Signore, 
come  io  tragga  la  prova  di  quei  teoremi  dai  più  elementari 
principii  della  teorìa  dei  determinanti. 

Una  linea  del  secondo  ordine  sia  riferita  a  due  assi  orto- 


(8) 
gnnali  Ox,  Oy,  coll'origine  nella  curva  :    chiamo  a  la  lun- 
ghezza della  corda  che  cade  nell'asse   Ox  :  e  le  equazione 
sarà  della  forma 

(oc)         x(a  —  x)  H-  Aya  -|-B#y  -4-  Cy  =  0. 

La  funzione 

xja  —  ar)  _  Y 

y 

è  V  ordinata  del  punto  in  cui  concorrono  le  perpendicolari 
condotte  ai  lati  dai  vertici  del  triangolo  rettilineo  determi* 
nato  dalla  base  a  e  dal  ponto  xy  y.  Scritte  nella  equazione 
(a)  le  coordinate  di  quattro  punti  della  curva  ,  cavatone  il 
valore  del  parametro  A,  ovvero  eliminati  tutti  i  parametri , 
sì  ottengono  una  singolare  equazione  della  linea  ed  i  seguenti 
Teoremi, 

Le  aree  di  due  triangoli,  l'uno  inscritto  nella  curva.  Tal* 
tro  avente  i  vertici  nei  tre  punti  in  cui  si  incontrano  le  per- 
pendicolari di  ciascun  triangolo  che  ha  per  base  la  corda  a, 
ed  ba  un  vertice  comune  col  primo  triangolo  ,  quelle  aree 
hanno  ragione  geometrica  eostante  >  qualunque  &ia  il  trian- 
golo inscritto. 

Se  la  corda  forma  angoli  semirotti  cogfi  assi  della  curva 
il  rapporto  é  di  eguaglianza. 

Variando  la  corda  in  direzione  parallela  e  conservando  in- 
variati i  tre  punti  presi  nella  curva,  i  triangoli  determinati 
dai  punti  di  concorso  delle  perpendicolari,  di  cui  sopra,  sono 
fra  di  loro  equivalenti. 

Se  la  linea  é  una  parabola,  e  la  corda  normale  all'  asse , 
i  punti  in  cui  convengono  te  perpendicolari  dei  triangoli  in* 
Bistenti  alla  slessa  corda  é  una  retta  parallella  a  questa  base 
comune,  e  la  loro  distanza  è  il  parametro  principale  della 
curva.  Né  di  questi  Teoremi,  nò  di  altri  curiosi,  trovati  in 


(  9) 
quelle  mie  Memorie,  ho  saputo  conoscerne   analoghi  per  le 
superficie  del  secondo  ordine. 

3.  Nel  Tomo  I.  pag.  25.  Anno  1850  degli  Atti  di  adu- 
nanza dell'I.  R.  Istituto  Veneto,  che  testé  mi  vennero  gen- 
tilmente donali  da  quel  dottissimo  Corpo  Accademico,  ho  ve- 
duto promessa  dal  chiarissimo  Prof.  Sig.  Minich  una  Memo- 
ria «  il  soggetto  della  quale  (sono  parole  dell'  Autore  )  é  la 
»  determinazione  della  intera  classe  di  superficie,  i  cui  ele- 
menti sono  egualmente  illuminati  da  un  centro  raggiante.  Ella 
facilmente  vedrà  che  la  cercata  superficie,  riferita  a  coordi- 
nate polari  aventi  il  polo  nel  punto  raggiante,  é  data  dalla 
equazione 

send  1 

r= —  costante 

A 


ove  r  è  il  raggio,  9  l'angolo  che  desso  fa  con  un  asse  arbi- 
trario, a  l'angolo  che  la  projezione  di  r  su  di  un  piano  per- 
pendicolare a  queir  asse  comprende  con  una  retta  fissa  nel 
piano  :  il  che  facilmente  si  deduce  da  considerazioni  geome- 
triche immediate.  Quella  equazione  che  è 

/ir  \2         _         ,        .        /dr  \a  sen20 

assoggettata  al  metodo  di  Pfafs  dà  subito  una   equazione  a 

variabili  separate,  ehe  sono  -j^,  la  sua  totale  derivata  rispetto 

d9 

ad  r,  ed  una  frazione  formata  colla  r  istessa,  onde  per  que- 
sta via  il  problema  é  facilmente  risoluto  :  e  la  superficie  sfe- 
rica, figura  dell'integrale  singolare,  è  data  dalle  equazropi 


(10) 

Desidero  però  di  conoscere  la  promessa  Memoria,  la  qua- 
le, come  tant'altre  di  quel  chiarisse  Professore,  sarà  pregie- 
vole  lavoro. 

4.  Mi  permetto  di  far  osservare  alla  Sig.  Y.  quaod'  Ella 
dod  mi  abbia  prevenuto  ,  che  la  forinola  da  me  enunciata 
nel  Tomo  IV,  pag.  336  de'suoi  Annali;  dalla  quale  discen- 
dono, quali  casi  particolari,  alcune  eleganti  relazioni  trovate 
dagl'illustri  Geometri  Sigg.  Liouville,  Bertrand  ed  O.  Bon- 
net,  é  una  trasformata,  di  facile  veriGcazione  ,  della  celebre 
equazione  di  Gauss,  tante  volte  riprodotta,  e  che  si  legge  a 
pag.  523  dell'opera  di  Monge  Application  de  V  analyse  a  la 
Geometrie  pubblicata  ed  annotata  dal  Sig.  Liouville  :  per  il 
che  ne  ho  omessa  la  dimostrazione. 

Se  male  rispondo  ai  cortesissimi  inviti  di  Lei,  chiarissimo 
Amico,  lo  ascriva  a  difetto  d'ingegno,  non  di  volontà,  perché 
non  omnes  possumus  omnia. 


UN  TEOREMA  SULLA  RISOLUZIONE 
ANALITICA  DELLE  EQUAZIONI  ALGEBRICHE 

DEL   SIG.  DOTT.  ENRICO  BETTI 

Professore  di  Matematiche  nel  Liceo  Forteguerri  di  Pistoja. 


Due  sono  i  problemi  prìncipi!  dell'Algebra.  Il  primo  con* 
siste  nella  determinazione  dei  valori  numerici  approssimati 
delle  radici  di  una  equazione,  quando  sono  dati  quelli  dei 
coefficienti  ,  e  consti tuisce  la  risoluzione  numerica  delle  equa- 
zioni :  il  secondo  Dell'esprimere  le  radici  per  funzioni  anali- 
tiche dei  coefficienti,  delle  quali  si  conoscano  e  il  modo  di 
determinarle  numericamente  allorché  è  dato  il  valore  dell'ar- 
gomento, e  tali  proprietà  che  ci  permettano  d'inlrodurle  nei 
calcoli  analitici  anche  quando  i  coefficienti  siano  lettere,  e 
debbano  ritenersi  in  tnlta  la  loro  generalità  ;  ciò  che  può 
chiamarsi  la  risoluzione  analitica  delle  equazioni.  La  soluzione 
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del  primo  problema  si  ottiene  in  vari  modi  ;  quella  del  se* 
condo  non  si  é  potata  avere  altro  che  per  i  primi  quattro 
gradi  e  per  certe  classi  di  equazioni  che  hanno  determinate 
relazioni  tra  le  loro  radici.  Ma  essa  fa  tentata  finora  soltanto 
con  alcune  delle  note  funzioni  analitiche,  cioè  coi  radicali  e 
colle  funzioni  circolari  e  iperboliche  ,  che  sono  insufficienti 
allo  scopo.  Anzi  Ruffini  che  il  primo  dimostrò  questa  insuf- 
ficenza,  credette  impossibile  eseguire  la  risoluzione  analitica 
anche  con  qualunque  altra  specie  di  trascendenti,  ma  la  di- 
mostrazione che  volle  dare  della  sua  opinione  non  ha  valido 
appoggio»  Allora  però  non  erano  cognite  nell'Analisi  molte 
altra  funzioni  dotale  di  nuove  e  singolari  proprietà.  Con  una 
specie  di  queste  ,  cioè  colle  inverse  de  gì'  integrali  ultra-el- 
littici che  si  debbono  all'  Abel,  io  ho  trovata  la  risoluzione 
analitica  effettiva  di  qualunque  equazione  algebrica  generale. 
Queste  funzioni  sono  quelle  stesse  delle  quali  Jacobi  scuoprl 
una  singoiar  proprietà  che  dà  loro  un  aspetto  d' indetermi- 
natezza che  lo  indusse  a  trascurarle,  e  a  introdurre  invece 
nell'Analisi  le  funzioni  inverse  a  più  argomenti  (*).  Egli  trovò 
che  gl'integrali  ultra-ellittici  hanno  per  i  medesimi  limiti  un 
numero  infinito  di  valori  differenti  tra  loro  tanto  poco  quanto 
si  vuole;  ma  questi  valori  dipendono,  come  il  primo  ha  os- 
servato Cauchy  (**),  dalla  linea  percorsa  nella  integrazione  dal 
punto  che  rappresenta  in  un  piano  il  valore  complesso  della 
variabile.  Laonde,  sebbene,  finché  questa  linea  rimane  inde- 
terminata, un  limite,  ossia  la  funzione  inversa  può  non  variare 
col  variare  in  un  modo  qualunque  del  valore  dell'  integrale , 
e  quindi  non  può  riguardarsi  come  una  vera  funzione  del 
medesimo;  pure  quando  è  determinata  la  linea  percorsa  nella 
integrazione  ,  funzione    inversa  ritorna  a  variare    col  valore 

O  JDefunctionibus  duarum  variabilium  quadruptteiter  periodici*  ec. 
auct.  C.  G.  J.  Jacobi.  Creile,  V.  13. 

(**)  Memoirt  sur  Us  integrane  des  /Ime*  priset  entre  des  limite*  ima- 
ginaires  par.  A  Cauchy.  Paris.  1825. 
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dell'integrale,  ed  ò  una  vera  è  propria  funzione  analitica  del 
medesimo.  Ora  negl'integrali  che  compariscono  nelle  formule 
dalle  quali  fa  dipendere  la  risoluzione  analitica  delle  equa- 
zioni, le  linee  essenzialmente  distinte  percorse  nella  integra- 
zione dal  punto  corrispondente  al  valor  complesso  della  varia- 
bile si  riducono  in  ogni  caso  a  un  numero  eguale  al  grado 
della  equazione,  onde  risultano  tutte  le  radici  completamente 
determinate.  Mi  limiterò  ora  ad  esporre  it  teorema  fondamen- 
tale da  cui  dipende  questa  risoluzione  ;  lo  viluppo  e  la  di- 
scussione delle  formule,  e  ciò  che  ho  trovato  intorno  alla  de- 
terminatone delle  specie  di  trascendenti  che  occorrono  per  le 
equazioni  dei  differenti  gradi,  e  per  quelle  classi  di  equazioni, 
che  indipendentemente  dal  loro  grado  richiedono  le  funzioni 
Abeliane  più  semplici,  lo  riserverò  ad  altri  articoti  che  pub- 
blicherò nei  prossimi  fascicoli  di  questi  Annali. 

Le  raditi  di  ogni  equazione  algebrica,  se  et  riguardano  i  coef- 
ficienti di  essa,  come  funzioni  lineari  intiere  di  una  variatile  y, 
sodisfanno  sempre  una  equazhn  di/ferenxiak  della  forma 

dy  9(x)ix 


dote  <p(y)  è  la  funzione  che  deve  annullarsi  affinchè  la  propòsta 
abbia  radici  eguali,  e  9(x)  e  ty(x)  sono  funzioni  razionali,  ed 
intiere  di  x,  che  non  contengono  y. 
Sia  la  equazione  data 

(2)  <p(y)  =  0. 

la  equazione  finale  risultante  dalla  eliminazione  di  x  tra  la 
(1)  e  la  sua  derivata.  Ambedue  abbiano  il  coefficiente  della 
più  alta  potenza  della  incognita  eguale  alla  unità.  Sia  m  il 
grado  della  (1),  n  quello  della  (2).  Indichiamo  con 

(3)  yi ,  ya ,  y*  >  •  •  •  >  y* 
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le  radici  delle  (2),  cioè  tutti  i  valori  di  y  per  i  quali  la  (1) 
ha  radici  eguali.  Per  y  =  yf  la  (1)  abbia  *',  radici  eguali  a 
*'/>  *"*  ugnali  a  xnf  ec;  avremo 

(4)  F(x)  H-  Vif(x)  =  X,(x)  (*-*'/'  (*  -  *"/< 


Se  deriviamo  la  (1) ,  considerandovi  y  come  funzione  di  x , 
otteniamo 

(5)      ^*(v)  «  F'(*l/W  -F(x)/'(x). 

Ora  poiché  i  valori  xt     *»*  allato  la  (4);  e  le  sue  tt   —  1 
derivale,  annulleranno  anche 

F(*)/<*)  -  F{x)f(x)  =f(x)(¥{*)  -+-  y(J\x)) 

■ 

F  W(*H  F(*)/"(*)  =A*)(f(*)  -4-  y^)) 
^  -^*)(F"(*H-  y,/»(*)) 

F<''     ">(*)/{*) -F(*)/<'<    ")(*) 

=*/'        '  W*H-y,yWM*)lF(  '       >  (*)-*-*/'        (x)) 

e  viceversa  a  ogni  valore    xt   che  annulla  i   primi    membri 
delle  (6)  corrisponde  un  valore 

y         A**) 
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per  coi  da  xt  sono  annullale  la  (1)   e  le    sue  t\v) —  1  deri- 
vate. Onde,  chiamando  p  il  grado  à\  J\x)  e  a  il  coefficiente 
della  più  alta  potenza  di  x  nella  medesima,  avremo 

[s) 

(7)    ^/\*)a=  «(m-ji)nA  (  *  -  */'>  V  ~l  » 

QX  i     i 

indicando  col  segno  II  il  prodotto,  come  si  suole,  di  tatti  i 
fattori  che  si  ottengono  dando  all'indice  delle  quantità  sotto 
il  segno  tatti  i  valori  numerici  compresi  tra  i  limiti. 
Quando  x  è  una  radice  qualunque  della  (1),  abbiamo 

F(*)  -+■  x/W =F(*)  -*-  9<A*)  -+■  (y  -  yd A»)  =  °> 

onde 

F(«)  ■+■  »//*)  =  —  &  —  »')/W  » 
e  anche  * 

f(F(*)  h-  sr</W)  =  (-  *)*/*  (*A  (y  -  *) 

Sostituendo  i  valori  dati  dalla  (4)  ,  ponendo 

n 


A{x)  =  n,  x,  (*) , 


e  osservando  che 


n 


n<  (y  —  y<)  =  ?(y), 


avremo 


A(*)ll,n,  («  -  */')  /'"U  (-!)»/■(«)  ?(y)j 


I      I 


e  ricavando  dalla  (7)  il  valore  del  doppio  prodotto, 
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n  v 


r('U 


•>-j>)»(-l)"  9(y)/»-4  (jsJII,  JI,  (*-*,(')) 

I        1 


e  quindi 


7        n     v 


w 


(8) 


iy 


/  M*)  H,  n,(*-*,W)    %    ** 


I      I 


a(ro— p)|/  [(— l)«p(y)J 


1/  A(*) 


Moltiplicando  il  numeratore  e  il  denominatore  del  secondo 
membro  per  i  fattori  irrazionali  che  possono  comparire  nel 
numeratore  si  ottiene  la  equazione  differenziale  della  forma 
Qbc  volevasi  dimostrare. 

La  equazione  (8)  si  potrebbe  anche  ottenere  eliminando 
x  tra  la  (1)  e  la  sua  derivata  presa  considerandovi  y  come 
funzione  di  x,  e   riducendo    convenientemente  la  equazione 

Gnale  risultante  per  mezzo  dei  valori  di  y  e  —      espressi 

per  x.  Con  questo  metodo  che  in  generale  è  assai  laborioso 
pervenne  Christmann  alla  equazióne  differenziale  in  alcuni  po- 
chi casi  particolari  (*)• 

La  funzione  <p(y)  ha  varie  proprietà  degne  di  esser  notate. 

1.°  Essa  è  eguale  al  prodotto  dei  quadrali  di  tutte  le  dif- 
ferenze delle  radici  della  (1). 

2.°  Se  s'indica  con  st  la  somma  delle  potenza  tetime  delle 
medesime  radici,  essa  è  eguale  al  determinante 

*0    *■    **    •    *     •    **»-i 

$1    $2    ^3    •    •    •    &m 
•    .     $    •    •       •    •     •    • 


'//*-!  &m  &m+,\  •••   *2iw-: 


(*)  Cabbala  Algebraica,  auctore  G.  L.  Chrislmann  ,  Stuttgardiae. 
1827.  Opuscolo  assai  raro  la  conoscenza  del  quale  la  debbo  alla  ami- 
cizia del  Prof.  6.  Torto  lini. 


(  16  ) 

3.°  E  una  invariante  della  funzione  omogenea  che  si   de- 
li 
duce  dalla  (1)  ponendovi  x=  — ,  e  moltiplicandola  per  vm 

4.°  Tutte  le  funzioni  razionali  delle  radici  che  hanno  due 
soli  valori  sono  della  forma  A  -f-  Bj/py ,  dove  A  e  B  sono 
funzioni  razionali  dei  coefficienti. 

5.°  La  sua  radice  quadrata  é  la  prima  irrazionale  che  bi- 
sogna aggiungere,  se  si  vuole  ridurre  il  Gruppo  delta  equa- 
zione e  risolverla  per  radicali.  Infatti,  o  il  Gruppo  non  con- 
terrà altre  sostituzioni  che  quelle  che  risultano  dal  prodotto 
di  un  numero  pari  di  trasposizioni,  e  l/?(y)  che  per  queste 
è  invariabile,  sarà  esprimibile  razionalmente  per  i  coefficien- 
ti, <p{y)  sarà  un  quadrato  perfetto;  ovvero  il  Gruppo  potrà 
decomporsi  in  due  eguali  che  non  contengano  altre  sostitu- 
zioni che  quelle  che  risultano  dal  prodotto  di  un  numero 
pari  di  trasposizioni,  e  che  siano  derivati  uno  dall'altro  per 
mezzo  di  una  delle  sostituzioni  che  risultano  da  un  numero 
dispari  di  trasposizioni;  per  ridurrò  il  Gruppo  sarà  necessa- 
rio e  sufficiente  aggiungere  una  funzione  razionale  delle  ra- 
dici che  abbia  due  soli  valori  ,  cioè  |/p(y)  o  una  funzione 
razionala  di  l/*9(y). 

Il  grado  di  y(y)  non  potrà  essere  maggiore  di  m[m  —  1); 
potrà  però  ottenersi  =  m  —  1  ,  riguardando  nella  (1)  tutti 
i  coefficienti,  tranne  quello  di  x°y  indipendenti  da  y. 

ESEMPIO.  Le  radici  di  una  equazione  algebrica  generale 
di  5°  grado  possono  esprimersi  algebricamente  in  funzione 
di  quelle  di  una  equazione  trinomia  dello  stesso  grado.  La 
risoluzione  analitica  di  queste  equazioni  dipende  dunque  da 
quella  di  una  trinomia,  e  che  può  prendersi   della  forma 

x5  -*-  5j?3  =  y  . 
Avremo  in  questo  caso 

F(j?)  =  x5  -f-  5x3 
f\x)  =  1 

?(y)  —  y(y2  + 108) 
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quindi  m  =  5  ,  n  =  3.  I  valori  (3)  saranno 

y,  =  0,  y ,  ^=  6i  1^3  ,  y3  =  —  6t  |^3. 

Le  radici  eguali  corrispondenti  a  questi 

x\  =  0 ,  x\  =  i\fZ  ,  <r'3  =,  »|/3 
i  numeri  delle  medesime 

l\  =3,    1^=2,    1*3=2. 
Per  mezzo  di  questi  valori  si  ottiene  facilmente 

v  '-a 

II,  &,  (x— *,(*))        =  a* , 

1     I 

À(*)  =  (a*  -h  4*4  —  8sa  -+-  12)(x*  +•  5)  ; 
onde  la  (8)  diviene 

dy  x*dx 


fyylf  -4- 108)     |/>a  -+-  5)( j6  -+-  Ax*  —  8**  ^- 12)  ' 
Moltiplicando  il  numeratore  e  il  denominatore    del    secondo 

membro  per  x*  ,  e  moltiplicando  il  primo  membro  per  |/*y, 
il  secondo  per  |/"(x5  -f-  5x3),  si  ba 

dy  x*Ax 

5j/(ya  -+•  108)  °  |/-(*<*  h-  4a*^8a*  -f-  12)    : 

ponendo 

si  ottiene  finalmente 

2dy zàz # 

5|/"(y*  -*-  108)  ~  l/>4  4.  4s3  —  8*a  -+-  12*)    J 

la  quale  s'integra  con  funzioni  ellittiche  di  3.°  specie  a  pa- 
rametro logaritmico. 

Pistoja  li  3  Gennajo  1854. 

Annali  di  Scienze  Mal.  eFis.  T.  V.  gennaio  1854.  2 
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(  18) 

UN  PENDOLO  E  UN  CRONOMETRO. 

DEL  SIC;.  PRO*.  GIT SEPPE  BIANCHI 

L'esatta  cognizione,  e  misura  del  tempo  è  una  metà  della 
pratica  astronomica,  in  quanto  le  posizioni  e  i  movimenti  de* 
corpi  celesti  si  riferiscono  sempre  a  istanti  dati  e  a  quan- 
tità successive  di  tempo;  o  in  linguaggio  d'analisi,  per  essere 
le  dette  posizioni  e  1  loro  cangiamenti  altrettanto  determinate 
funzioni  di  quella  sola  variabile,  uniforme  e  indipendente  , 
che  è  il  tempo.  Di  qui  l'importanza,  dirò  meglio  la  necessità 
di  eccellenti  orologi  nelle  Specole,  e  di  tenerveli  continua- 
mente ben  regolati  colle  osservazioni.  Di  essi  ve  n*  ha  dye 
specie;  l'una  di  orologi  6ssi,  e  che  vengono  stabilmente  col- 
locati e  messi  in  moto  presso  i  grandi  strumenti  che  ne  ri- 
chieggon  l'uso  allo  scopo  della  scienza,  l'altra  di  orologi  tra- 
sportabili, che  fanno  anche  l'ufficio  de'primi  e  sono  indispen- 
sabili ogni  volta  che  occorra  di  trasportar  il  tempo,  con  si- 
curezza e  inalterato,  a  stazioni  fuori  e  lontane  dall'Osserva- 
torio. Mossi  quelli  da  un  peso  che  discende,  libero  e  impe- 
dito alternamente  dalle  oscillazioni  isocrone,  e  costanti  di  un 
pendolo,  da  cui  prendono  il  nome,  e  questi,  che  diconsi  cro- 
nometri, similmente  mossi  dallo  svolgersi  di  una  molla  equa- 
bilmente regolato  da  un  artifìcio  meccanico  detto  lo  scappa- 
mento, competendo  propriamente,  e  del  pari  agli  uni  e  agli 
altri  la  denominazion  di  cronometri,  l'essenzial  pregio  >  che 
pur  indistintamente  si  ricerca  in  essi ,  ò  appunto  che  siano 
di  valor  costante,  a  qualunque  temperatura  di  stagione  e  eli* 
ma,  le  oscillazioni  del  pendolo  nei  primi,  e  quelle  del  bilan- 
ciere nei  secondi.  A  questo  fine  di  correggere  o  compensar 
in  essi  gli  effetti  dei  cangiamenti  di  temperatura  per  le  di- 
latazioni metalliche,  l'arte  soprattutto  de' fabbricatori  inglesi 
d'orologi  raggiunse  il  sommo  della  perfezione  sperimentate, 
si  che  a  ragione  son  vantati  oggi  per  migliori  i  pendoli  e 
cronometri  di  Arnold,  di  Molineux  e  di  Dent.  Una  specola 
provveduta  così  di  un  pendolo  e  di  un  cronometro,  provati 


(1*; 
ed  asciti  dalle  dette  inglesi  fabbricazioni ,  ha  quanto   basta 

per  ben  accertare  e  indicar  ne'fenomeni  celesti  l'elemento  del 
tempo. 

Da  ormai  non  pochi  anni  questa  R.  Specola  trovasi  cor- 
redata di  tre  orologi  o  pendoli  a  compensazione  ,  de'  quali 
nno  presso  lo  strumento  degassaggi  è  lavoro  del  meccanico 
di  Milano  Sig.  Carlo  Grindel,  collocato  il  secondo  presso  il 
Circolo  meridiano,  é  opera  di  Molynenx,  e  fa  sperimentato 
innanzi  di  spedirmelo  da  Sir  John  Herschel ,  e  il  terzo  fis- 
sato nella  sala  inferiore  delle  osservazioni  venne  eseguito,  a 
norma  di  quello  di  Molynenx,  dal  defunto  mio  macchinista 
Sgarbi-  Li  due  primi  sopo  da  aie  regolati  sul  teujpp  sidera- 
le, e  l'ultimo  è  stalo  ridotto  non  ha  guari  a  segnar  imme- 
diatamente il  tempo  medio  solare;  ma  per  la  costruzion  più 
antica,  e  per  qualche  difetto  del  pendolo  di  Grindel,  io  mi 
attengo  solo  e  sempre  ai  due  di  Molyneux,  e  di  Sgarbi,  affi- 
dando ad  essi  le  due  specie  mentovate  di  tempo.  Fino  ad 
ora  però  io  non  aveva  un  vero  e  buon  cronometro  per  trarne 
profitto  alle  occorrenze,  quando  |a  generosa  cortesia  e  splen- 
didezza di  un  egregio  e  culto  nostro  Cavaliere,  il  Sig.  Mar- 
chese Raimondo  Montecuccoli  Ciambellano  di  S.  M.  I.  R.  A., 
amatore  de'nobili  studi,  e  che  di  frequente  recandosi  a  Pa- 
rigi, e  a  Londra  vi  fece  acquisto  per  sé  medesimo  di  pre- 
ziosi ed  esatti  orologi,  volle  obbligarmepe  del  ricco  dono  di 
uno,  ordinato  appositamente  per  me  a  Dent,  della  più  re- 
cente sua  costruzione,  marcato  col  pumero  2370,  e  che  fatto 
a  somiglianza  di  quelli  di  marina,  ossia  impernato  e  mobile, 
come  la  bussola  entro  due  cercbj,  fece  un  viaggio  all'Avana 
prima  di  essermi  rimesso.  Appena  io  fui  lieto  di  riceverlo  in 
su  i  primi  dello  scorso  Novembre  ,  tosto  impresi  a  raffron- 
tarlo coi  due  migliori  pendoli  della  Specola  Molynenx  e  Sgarbi, 
tenendolo  per  un  intero  mese  qella  mia  casa,  e  con  imme- 
diati accordi  che  U  prossimità  della  Specola  stessa  mi  con- 
sente di  prendere.  In  seguito  I'  ho  portato  e  lo  custudisco 
nella  sala  inferiore  delL'Ojsser  va  torio,  e    proseguo    cosi  a  ri- 
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conoscerne  l'andamento  che  é  stato  determinato  sopra  il  tem- 
po medio  solare.  Avendo  cura  di  prendere  tali  accordi  ne' 
successivi  giorni  sempre  alla  stessa  ora  e  allo  stesso  minato 
primo  di  ano  degli  orologi  a  tempo  medio,  e  supponendone 
in  questi  per  gl'intervalli  equabile  il  moto,  qual  é  sensibil- 
mente, ne  viene  a  vista  la  differenza  dei  due  orologi  para- 
gonati in  un  giorno,  ossia  per  24  ore  precise  di  tempo  me- 
dio. Di  tal  guisa  mi  sono  risultati  ,  dal  12  dello  scorso 
Novembre  al  giorno  12  del  corrente  Gennajo  inclasivamente 
i  seguenti  valori  : 

DIFFERENZE 

fra  U  cronometro  Dent  [DJ  e  ciascuno  dei  pendoli, 
Molyneux  [M]  e  Sgorbi  [S]  in  24  ore  di  tempo  medio. 


£M]  -  [D3 

[S]  —  [D] 

H-  3'.  56"  55 

—  1",05 

3.  56,  90 

0,  00 

3.  56,  95 

H-0,  20 

3.  57,  10 

■4-  0,  05 

3.  56,  75 

—  1,  70 

3.  57,  20 

■+-  0,  35 

3.  57,  00 

■+•  0,  25 

3.  56,  90 

—  0,  87 

3.  57,  05 

—  1,  55 

•   3.  57,  05 

—  0,  60 

3.  56,  90 

—  0,  30 

3.  57,  00 

—  0,  70 

3.  56,  60 

—  2,  47 

3.  56,  67 

—  2,  60 

3.  56,  47 

—  2,  50 

3.  56,  98 

—  0,  74 

3.  56,  40 

—  1,  50 

3.  56,  20 

—  2,  10 

3.  56,  20 

—  5,  20 

3.  56,  60 

—  8,  15 

3.  56,  40 

—  7,  30 

3.  56,  45 

—  3,  05 

3.  55,  85 

—  3,  85 

-4-  3.  56,  20 

—  3,  00 
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Consideriamo  ì  numeri  o  valori  della  colonna  M— D,  che 
sono  quantità  di  tempo  sidereo,  al  quale  fu  regolato  l'ulti* 
ma  volta,  da  ormai  10  anni,  il  pendolo  M,  che  poscia  non 
é  stalo  mai  toccalo  né  arrestato  uà  istante;  neppure  durante 
un  forte  ristauro  all'intero  tetto  della  mia  Specola ,  che  mi 
obbligò  ,  non  ha  guari  ,  a  ricoprirlo  per  tre  mesi  con  una 
tenda,  e  difenderlo  cosi  dagli  urti  e  dal  vortice  di  polve 
della  fabbrica.  La  nota  e  costante  differenza  fra  il  tempo  si* 
dereo  e  il  tempo  medio,  in  assoluto  e  per  1  giorno  preciso 
del  secondo,  é  di  3'.  56",  56.  Dunque  il  pendolo  Molyneux,  e 
il  cronometro  Dent  concordano  a  meraviglia  fra  loro,  segnan- 
do ciascuno  con  esattezza  sensibile  la  rispettiva  specie  di 
tempo,  o  a  dir  più  giusto  non  hanno  essi  presentato  in  due 
mesi  di  confronto  del  loro  andamento  diurno  una  variazione 
o  diversità  maggiore  di  pochi  decimi  di  minuto  secondo  dal- 
l'uno all'altro;  sebbene  la  temperatura  atmosferica  abbia  can- 
giato nell'intervallo  più  di  16  gradi  per  l'intenso  freddo  nei 
primi  giorni  del  corrente  Gennajo.  Quindi  anche  se  sappiasi 
con  osservazione  celeste  che  uno  dei  due  segna  con  precisione 
il  proprio  tempo,  sia  medio  o  sidereo,  al  meridiano  del  luo- 
go, ovvero  se  ne  conosca  la  precisa  equazione  a  un'  istante 
dato,  se  ne  avrà  con  sicurezza  la  precisa  equazione  dell'al- 
tro allo  stesso  meridiano  e  istante;  ed  ecco  perché  io  asse- 
riva  bastare  un  buon  pendolo  e  un  buon  cronometro  a  tutti 
i  bisogni  e  usi  astronomici  del  tempo  in'  un  Osservatorio. 

Alla  prova  del  cronometro  Dent  l'altro  pendolo  Sgarbi  ha 
palesato  invece  qualche  forte  e  irregolare  variazione  di  moto, 
siccome  dimostran  i  valori  della  colonna  S — D  che  sono 
quantità  di  tempo  medio.  Il  detto  pendolo  venoe  da  me  re- 
golato sul  tempo  medio  preciso  di  Modena  col  principio  dei- 
Panno  civile  testé  caduto,  e  all'assiduo  confronto  col  pendolo 
M  ha  sempre  manifestato  fino  all'ultimo  Settembre  (epoca  in 
cui  si  cominciarono  i  lavori  di  ristaurazione  a  questa  Specola) 
un  piccolo  acceleramento  diurno,  che  ora  si  é  cangiato  in  ri- 
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tat-do,  e  eoo  salti  innanzi  non  osservati.  Però  l'ultimo  e  più 
notevol  di  questi,  fino  a  5,  a  7  e  8  minati  secondi  ,  corri- 
sponde ai  primi  del  corrente  mese,  ai  giorni  cioè  nei  quali 
si  é  provato  anche  qui  un  insolito  freddo  ,  circa  di  7  in  8 
gradi  di  Reaamur  al  di  sotto  dello  zero.  Ciò  indicherebbe 
che  la  compensazione  del  pendolo  S,  che  è  a  mercurio  come 
quella  di  M,  non  è  abbastanza  esatta;  ma  potrebbe  par  es- 
ser derivato  da  qualche  altra  cagione,  e  mi  giova  attendere 
la  calda  stagione  prima  di  risolvermi  a  cangiar  il  centro  del- 
l'oscillazione.  Frattanto*  egli  ò  anche  da  riflettere  alla  mag- 
gior perfezione  raggiunta  nella  costruzion  interna  degli  oro- 
logi e  cronometri  dagl'inglesi  fabbricatori  pie  distinti,  e  che 
richiede  studi  e  mezzi  non  sempre  conceduti  alle  nostre  in- 
digene lavorazioni  di  tal  fatta,  per  omogeneità  di  materia , 
e  per  finezza  e  precisione  di  strumenti  adoperati. 

Ora  vediam  il  tempo  astronomico  (medie  per  S  e  D  ,  si- 
dereo per  M)  che  ho  potuto  determinare  al  mio  meridiano* 
il  di  5  corrente  col  passaggio  meridiano  di  oc  Auriga  >  e  il 
successivo  10  con  quello  di  a  Gigno,  combinando  le  osser- 
vazioni cogli  accordi  degli  orologi  a  mezzodì. 


1S5T 

(Senti.  5 
10 


mezzodì  vero 

19.  32,.35w,92 
1».  54. 26v  60 


equaz. 
del  pendolo 


-1-28'.  0",03 
-(-27.59,  41 


mezzodì  vero 
D 


0.  4  41, 98 
0.  6.  51, 55 


equaz. 
del  cronom. 


-0'.  59",55 
— 0.  58,  15 


1854 
Genn.  5 
10 


mezzodì  vero 

S 


* 


equaz. 
del  pend. 


0.    9".  5'V  84 -4-3'.  24".  32 
0. 10.  58,  071-4-3.    8.  37 


L'orologio  M,  che  in  quasi  10  anni  ha  camolato  un  avan- 
zamento sol  tempo  sidereo  di  solo  28  minati  primi,  offre  qai 
il  tónno  ritardo  diarno  di  0",  12;  il  cronometro  D,  che  re- 
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sta  indietro  dal  toro  pò  medio  a  Modena  di  arca  1',  ha  l'ac- 
celeramento diurno  di  0",  28;  e  l'orologio  S,  che  avanza  sai 
tempo  medio  di  3',  ne  ha  ora  un  diamo  ritardo  di  3",  19 , 
e  forse  tende  a  rimettersi  in  acceleramento,  come  si  pad  de* 
darre  anche  dalla  serie  dei  semplici  accordi* 

RECENTI  FENOMENI  METEOROLOGICI 

2.° 

NelPioterrompimento  dette  osservazioni  astronomiche,  ira- 
postomi  dorante  Centanno  dai  l'istauri  necessarj  della  Spe- 
cola, e  poscia  dall'inverno  sopravvenuto  rigido  e  inclemente, 
come  ho  creduto  non  del  tutto  inutile  trattenermi  alquanto 
aopra  i  miei  orologi,  cosi  mi  sembra  di  non  gettar  affitto 
l'opera  e  il  tempo,  trattenendomi  in  secondo  luogo  a  ragio- 
nar di  recenti  pieteore.  E  primamente  dirò  di  nn  fenomeno 
accadalo  qal  la  sera  del  4  corrente ,  poco  dopo  il  massimo 
vigore  del  freddo  che  avvenne  per  noi  la  mattina  del  gior- 
no 2,  e  che  aveva  indurita  in  ghiaccio  la  neve  ond'eran  co- 
perti, benché  a  non  grande  altezza,  i  tetti  e  il  snolo.  Per- 
tanto la  sera  del  4  calando  e  distendendosi  una  fitta  nebbia 
o  «ube  di  temperatura  notabilmente  più  elevata  di  quella 
dei  suolo,  non  tanto  formos9ene  quell'arborizzamento  di  mi- 
nate stille  pendale,  e  agghiacciate  ,  che  qui  si  denomina  la 
yatotrna,  quanto  e  più  se  ne  fasciarono  di  compatto  e  dia- 
fano gelo  le  superficie  tutte  dei  corpi,  e  riuscì  del  più  vago 
spettacolo  il  veder  la  sera  del  di  appresso,  a  cielo  rassere- 
nato e  con  un  bel  chiaro  di  luna,  V  aperta  campagna  dive- 
nuta un  cristallo  riverberar  da  tante  faccio  i  raggi  lunari , 
quanti  erano  intorno  alberi  e  rami.  Più  tardi  nella  notte  dei 
4  pioveva  dirottamente  dall'alto,  ma  la  pioggia  non  appena 
toccava  i  corpi  al  suolo,  che  n'era  mutata  in  gelo,  e  il  piano 
terra  ne  divenne  una  generale  invetriata.  La  mattina  seguente 
recatomi  a  visitar  il  pluviometro,  io  ne  trovai  la  parete  con- 


cava  o  interna  dell'imbuto  raccoglitore  (che  è  di  rame)  rive- 
stita o  fasciata  dalla  parte,  ov'era  portata  la  nebbia  o  cadeva 
obbliquamente  la  pioggia,  di  una  lastra  di  gelo,  diafana,  le- 
vigata, dell'uniforme  grossezza  di  1  i  millimetro,  e  di  frat- 
tura Incida,  come  se  fosse  di  vetro.  Ecco  dunque  un  caso  in 
cui  l'acqua  direbbesi  passare  immediatamente  dallo  stato  ae- 
riforme allo  stato  solido,  senza  che  appaja  il  suo  passaggio, 
che  pur  deve  avvenir  momentaneamente,  e  a  sottili  strali 
successivi,  per  lo  stato  liquido  intermedio,  poiché  sembra  ve- 
rosimile che  la  detta  lastra  vitrea  ,  aderente  alla  superici* 
conica  e  poco  divergente  dall'asse  verticale  del  pluviometro, 
siasi  formata  per  deposizione  di  nebbia,  convertita  in  gelo  , 
prima  di  scorrer  liquida  e  inegualmente  a  gocce  o  a  strisce 
lunghesso  la  parete  del  vaso.  Un  tal  fenomeno  è  l'inverno  di 
quello  da  me  avvertito  in  altra  circostanza  (V.  Memorie  della 
Soc.  it.  dello  scienze;  T.  XXIII  parte  matemat.  pag.  336)  , 
dell'acqua  cioè  che  dallo  slato  solido  direbbesi  passare  im- 
mediatamente all'aeriforme  o  elastico. 

Proseguendo  a  parlare  di  meteore  acquose,  che  pur  sono 
l'oggetto  più  frequente  del  nostro  cielo  a  questi  giorni,  e  da 
lunga  succession  poco  interrotta,  piacerai  di  richiamar  un  fe- 
nomeno avvenuto  la  mattina  del  10  ottobre  prossimo  scorso. 
Una  prima  e  folta  nebbia  autunnale  era  discesa  di  boon'ora 
e  avvolgeva  i  bassi  piani;  ma  in  breve  deponendosene  a  con- 
tatto de'corpi  gran  parte  dell'umidità  e  apparendone  ovunque 
per  le  campagne  le  visibili,  e  spesse  tele  dei  ragnalelli,  que- 
ste ne  davano  il  più  probabil  indizio  che  non  sarebbe  pio- 
vuto so  non  al  terzo  giorno,  come  ho  spiegato  diffusamente 
al  §.  25  della  mia  Memoria  sopra  l'annua  pioggia  ,  inserita 
ma  non  ancor  uscita  col  T.  XXV.  parte  II  degli  Atti  della 
Società  italiana.  E  di  vero  la  nube  non  mancò  di  diradarsi 
poco  stante  ai  raggi  solari  e  di  sollevarsene.  Però  questa 
volta  chi  si  fosse  affidato  al  pronostico  dei  ragni  campestri, 
mettendosi  pedone  e  sprovvisto  di  ombrello  per    lunga  via , 
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ne  avrebbe  toccata  aQ'aspersiooe  compiata  e  solenne.  Di  fat- 
to, incominciato  il  tuono  a  muggir  da  lontano  ,  guari  non 
andò  che  le  nubi  temporalesche,  raggruppate  e  sospinte  dal 
lato  australe  degli  Appennini  su  questa  nostra  pianura  vi  ri- 
versarono fra  lampi  e  tuoni  uno  scroscio  continuato  di  piog- 
gia. Ma  ò  distinguere  che  la  pioggia  fu  in  questo  caso  un 
effetto  rapido  di  svolgimento  e  disequilibrio  di  atmosferica 
elettricità,  e  quindi  non  da  confondere  con  quella  che  sol- 
tanto proviene  dalle  successive  disposizioni  igrometriche  e 
di  temperatura  dell'atmosfera  in  un  dato  luogo,  e  per  la  for- 
mazion  e  caduta  della  quale  al  terzo  giorno  delle  nebbie  au- 
tunnali non  suol  di  ordinario  fallire  il  presagio  e  la  ragion 
fisica  dei  ragnatela  Comunque  sia  io  applicherò  ai  fenomeni 
della  pioggia'  le  belle  riflessioni  di  Biot  ad  altro  proposito 
(V.  lournal  des  Savants,  1831,  pag.  665)  «  Gombien  d  autres 
»  modifications  de  ces  forces  (nel  nostro  caso  il  calore  e  la 
a  elettricità),  combien  mème  de  forces  absolumment  nouvel- 
»  les  nous  sont  probablement  inconnucs  ,  et  produisent  ou 
j>  déterminent  la  multitude  infinte  des  phènoménes  que  npus 
»  ne  savons  pas  expliquer,  ou  que  nous  n'avons  pas  eu  le 
»  temps  de  voir  !  Malgrè  celle  convinction  de  notre  igno- 
»  rance,  notre  esprit  se  porte  toujours  à  soumettre  tous  les 
»  phènoménes  de  ce  monde  au  petit  nombre  de  forces  pby- 
»  siques  que  nous  avons  pu  jusqu'ici  découvrir,  en  modifiant 
»  seulement,  au  besoin,  les  formes  de  leur  action  pous  re- 
fe prèsenter  tes  résultats  observès.  Celle  marche  lente  mais 
»  sùrement  progrésive,,  est  la  seulc  qui  convienne  à  la  foi- 
»  blesse  de  nos  lumières  propres,  et  au  peu  de  distance  de 
»  nous,  ou  nous  pouvons  découvrir  les  veritès  inconnues.  » 
Da  ultimo  io  qui  raccolgo  e  presento  la  quantità  della 
pioggia  caduta  in  Modena  durante  il  triennio  compiutosi  coi- 
ranno testé  decorso,  formandone  seguito  alla  precitata  mia 
Memoria,  in  cui  trattai  della  pioggia  nei  ventun'anni  antece- 
denti, dal  1830  al  1850;  Tali  quantità  posteriormente  misu- 
rate col  mio  pluviometro  risultarono  come  segue  ; 
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Altezza  della  pioggia  io  millimetri. 

Mesi 

1851 

i 

1852 

1853 

mm 

mm 

mm 

Gennajo 

55, 

396 

23, 

,     607 

39,     096 

Febbrajo 

52, 

898 

29, 

,     705 

86, 

,     329 

Marzo 

57, 

603 

23, 

,     925 

156, 

,     945 

Aprile 

84, 

407 

136, 

,     701 

44, 

,     189 

Maggio 

102, 

362 

29, 

.     341 

170, 

,     236 

Giugno 

24, 

850 

30, 

,     027 

94, 

,     558 

Luglio 

50, 

430 

85, 

,     343 

0, 

,     032 

Agosto 

64, 

461 

31, 

,     926 

29, 

,     132 

Settembre 

76, 

847 

94, 

,     307 

93, 

,     150 

Ottobre 

122, 

831 

100, 

,     321 

142, 

,     404 

- 

Novembre 

143, 

265 

63, 

,     353 

81, 

,     544 

Dicembre 

0, 

092 

27, 

,     181 

52, 

,     958 

annua  pioggia 

835, 

442 

67, 

5,     737 

990,     573 

Sommando  di  tre  in  tre  mesi,  a  cominciar  coiranno  civile , 
le  quantità  di  questo  prospetto/  se  ne  ottiene  la  pioggia  di 
ciascuna  stagione,  che  perciò  é  la  seguente 


Anni 


inverno 


!       mm 


■*_** 


1851  165, 

1852  77, 

1853  282, 


897 
237 
370 


inedie  175,     168 


primavera 


mm 


211, 
196, 
308, 


619 
069 
983 


238,     890 


àaassam 


estate 


mm 


191, 
211, 
122, 


738 
576 
314 


175,     209 


autunno 


mm 


266, 
190, 
276, 


188 
855 
906 


244,     649 


asn 
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Osserviamo  di  qui  :  1.°  che  nel  triennio  il  1853  è  stato 
Tanno  maggiormente  piovoso  ,  e  da  noverarsi  cogli  anni  di 
massittta  pioggia  complessiva  :  2.°  che  nelle  medie  pioggie 
triennali  di  stagione  troviamo  ancora  fra  loro  eguali  quelle 
dell'inverno  e  dell'estate,  non  che  quelle  di  primavera  e  di 
autunno*  stando  le  prime  alle  seconde  prossimamente  nella 
ragione  di  2  ;  3  ;  siccome  io  aveva  rimarcato  nelle  medie 
dei  sette  triennj  precedenti*  e  al  §.  11  della  ridetta  mia  Me- 
moria :  3.°  che  la  nota  caratteristica  e  complessiva  che  di- 
stingue in  riguardo  alla  pioggia  V  ultimo  decorso  anno ,  di 
trista  ricordanza  per  la  generale  scarsezza  dei  raccolti  cam- 
pestri di  prima  necessità  ,  è  stata  la  piccola  quantità  della 
pioggia  estiva,  in  confronto  delle  simili  quantità,  grandissime 
in  ciascuna  delle  tre  altre  stagioni.  E  invero  si  spiega  facil- 
mente come  alle  protangfete  pioggie,  e  umidità  della  prima- 
vera debba  averne  sofferto  pregiudizio  la  vegetazione  del 
frumento,  e  come  alla  susseguita  siccità  dell'estate  debba  es- 
serne stata  danneggiata  non  meno  quella  del  grano  tyrco,  la 
quale  dov'è  riuscita  nel  ricolto  bastevole  al  bisogno,  se  non 
copiosa  ,  ben  a  ragione  si  è  ritenuta  quasi  prodigio  ,  e  di 
certo,  special  favore  del  cielo.  Speriamo  nella  divina  Provvi- 
denza che  non  ripetasi  alle  prossime  primavera  ed  estate  la 
medesima  successione  degli  estremi  della  pioggia,  cagion,  na- 
turale di  tanta  pubblica  miseria  che  ora  ne  afflige. 

Richiamando  finalmente  le  medie  annue  della  pioggia  dei 
sette  precorsi  triennj  e  aggiungendovi  quella  dell'ottavo  ter- 
minato poc'anzi,  ne  ho  la  seguente  serie  di  valori 

triennj  J  annua  pioggia 

I 


mtn 


1.» 

643, 

78332 

a. 

741, 

39299 

3. 

663, 

99556 

4. 

794, 

40502 

5. 

774, 

10247 

6. 

823, 

68648 

7. 

771, 

00979 

8. 

833, 

91733 
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Abbiamo  sia  qui  un'alternativa  costante  di  annue  medie 
triennali,  minori  e  maggiori.  La  media  totale  annua  delle  pri- 
me ò  di  713—,  22279,  quella  delle  seconde  798""",  35646; 
la  differenza  di  85"",  12767.  Se  in  ciò  abbiavi  una  legge  di 
natura,  generale  o  locale  ,  progressivamente  continua  o  pe- 
riodica, io  noi  so  e  domanderei  ai  Fisici  :  qual  può  essere 
la  cagione  più  verosimile  di  cotale  alternativa  e  differenza  , 
non  trascurabile,  e  che  pur  sembra  degna  di  attenzione  ? 

Modena,  18  gennajo  1854. 

SUGLI  SPERIMENTI  ELETTROSTATICI 

Eseguiti 
DAL  PIIOV.  P.  VOLPICELI! 


Già 'pel  primo  il  Sig.  Prof.  Paolo  Volpiceli!  aveva  nel  mag- 
gio dello  scorso  1853,  prodotto  lo  sviluppo  della  elettricità,  me- 
diante il  solo  avvicinarsi  od  allontanarsi  dei  corpi  fra  loro 
nel  vuoto.  Il  medesimo  nei  giorni  22,  23, 25  e  26  del  novembre 
testé  decorso,  riprodusse  nel  gabinetto  fisico  della  università 
romana  siffatto  sviluppo,  ed  in  loll'altra  guisa. 

Egli  si  valse  di  una  grande  campana  di  cristallo  ,  e  fece 
che  i  corpi  nella  medesima  si  potessero  avvicinare  od  allon- 
tanare, ma  restando  sempre  il  meglio  possibile  isolali,  e  non 
incontrando  essi  attrito  di  sorta.  Ogni  corpo,  mediante  un  filo 
di  rame,  che  senza  essere  coperto  da  coibente  veruno  tra- 
versava isolato  la  campana  ,  veniva  in  comunicazione  col- 
T  elettrometro  condensatore  del  Volta.  I  corpi  consistevano 
in  due  dischi  di  rame  ,  ed  uno  di  zinco  ,  ciascuno  avente 
il  raggio  di  0",05,  e  la  grossezza  di  0",  022,  dei  qua- 
li uno  fisso  ed  isolato  stava  sul  piatto  della  macchina  pneu- 
matica ,    r  altro    pure    isol  ilo  ,    facevasi    a    quello    avvici 
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Dare,  o  da  quello  allontanare  con  moto  verticalmente  diretto. 
Il  risaltameoto  di  questa  sperienza  ,  ripetuta  sempre  eoa 
egual  successo  nei  quattro  gioivi  sopra  indicati,  e  più  Tolte 
in  ciascun  giorno,  fu  :  1.°  che  nel  vuoto,  l'avvicinamento  e 
l'allontanamento  dei  corpi  fra  loro,  é  seguito  sempre  da  svi- 
luppo di  elettricità  (lo  stesso  dicasi  nel  pieno)  :  2.°  che  nel 
vuoto,  quando  il  moto  abbia  direzione  verticale ,  la  elettri* 
cita  sviluppata  é  negativa  per  gli  avvicinamenti,  ed  è  positiva 
per  gli  allontanamenti  :  3.°  che  questi  sviluppi  elettrici  sì  ve- 
rificano tanto  col  contatto,  quanto  senza  esso  fra  i  dischi, 
ed  in  ognuno  dei  medesimi  :  4.°  che  le  manifestazioni  elet- 
triche si  ebbero  più  intense  nella  campana  vuota,  che  nella 
medesima  piena  d'aria  :  5.°  che  nel  caso  di  due  dischi,  uno 
di  rame  l'altro  di  zinco,  e  col  contatto  fra  essi,  gli  effetti  del 
così  detto  elettrotismo,  fondamento  della  elettricità  voltaica,  non 
s'incontrarono:  cioè  lo  zinco  fu  sempre  negativo  negli  avvicina- 
menti, e  positivo  negli  allontanamenti  con  contattò,  e  così  fa  pure 
del  rame  (Io  stesso  dicasi  nel  pieno  in  quanto  all'elettrotismo). 

Sembra  certo  adunque  ,  che  i  corpi ,  avvicinandosi  od 
allontanandosi  fra  loro  ,  sia  nel  vuoto  sia  nell'  aria,  quando 
uno  almeno  dei  medesimi,  quello  mobile,  sia  isolato,  svilup- 
pino elettricità  ;  la  quale  non  è  ^affatto  dovuta,  nò  alVindu- 
zione  elettrostatica,  nò  alla  maggiore  o  minore  libertà  della 
superficie  loro ,  né  riconosce  per  sua  cagione  la  così  detta 
elettricità  atmosferica.  Perciò  sembra  che  l'esperienza  riferi  ta  di- 
venga decisiva,  poiché  gli  allontanamenti  e  gli  avvicinamenti  dei 
corpi  fra  loro  si  fecero  nel  vuoto,  senza  attrito,  e  tanto  in- 
cludendo, quanto  escludendo  il  contatto  fra  i  medesimi. 

Qui  è  da  osservare  che  la  natura  di  questo  elettrico  svi- 
luppo siegue  diverse  fasi,  non  ancora  completamente  deter- 
minate; delle  quali  ben  presto  il  Prof.  Volpiceli!  renderà 
conto  :  così  per  e.  nell'aria,  quando  due  dischi  metallici,  bene 
isolati  mediante  sostegni  di  vetro  asciutti,  si  muovono;  allo- 
ra ,  qualunque  sia  la  direzione  del  moto ,  purché  rettilineo, 
la  elettricità  sviluppata  dai  medesimi  negli   allontanamenti 
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fra  loro  è  negativa;  mentre  quella  sviluppata  negli  avvicina* 
menti  fra  essi  è  positiva.  Inoltre  questo  elettrico  sviluppo  é 
massimo  quando  la  direzione  del  noto  sia  orizzontale;  minimo 
quando  sia  verticale.  In  ciò  abbiamo  ufi'  altra  prova,  oltre 
quella  data  nei  4.°  per  concludere  ,  ohe  lo  sviluppo  di  cui 
parliamo  non  ha  per  sua  cagione  la  elettricità  atmosferica. 

Le  fasi  relative  alla  natura  dell'elettrico  svolto  in  queste 
sperienze,  aeppure  dipendono  menomamente  da  meteoriche 
vicende  :  queste,  per  la  umidità  maggiore  «  minore  ohe  le 
accompagna,  possouo  affievolire,  od  anche  annullare  le  indi- 
cate manifestazioni  elettriche;  possono  anohe  ridurle  sempre 
negative,  rendendo  insufficiente  V  isolamento  dei  corpi  ;  ma 
non  valgono  a  rovesciare  le  fasi  che  appartengono  alla  na- 
tura della  elettricità  sviluppata  negli  allontanamenti  e  negli 
avvicinamene  le  quali  fasi  dipendono  in  voce  dalla  direzione 
del  moto,  dall'isolamento,  e  dalla  maggiore  e  minore  libertà 
o  limitazione  dello  spazio  nel  quale  si  producono. 

Furono  presenti  alle  riferite  sperienze  più  persone,  fra  le 
quali  anche  i  chiarissimi  signori  professori  B.  P.  Gio.  B. 
Pianeiapi,  B.  P.  Provenzali,  Dottor  P.  Carpi,  Dottor  Ponzi, 
Dottor  Viale,  Dottor  Metaià,  ed  anche  il  sig.  Duca  D.  Mi- 
chele Caetani,  tutti  alle  sperienze  medesime  invitati.  Il  prof. 
Volpiceli!  comunicò  ai  nominati  scienziati  altre  proprietà  di 
questo  feoomeno,  che  formeranno  il  soggetto  di  una  quarta 
sua  comunicazione  sul  medesimo. 

Dal  giornale  di  Roma  del  29  Novembre  1853. 
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SOLUZIONI  MEDIANTE  LA  DERIVAZIONE 
DI  ALCUNE  QUESTIONI  GEOMETRICHE 

LETTERA 
BEL  MG.  PRO*.  GIUSTO   BELLATITIS 
AL    COMPILATORE 


Signor  Professore 

Padova  il  27  gcnnajo  1853. 

Eccole  alcune  soluzioni  col  mezzo  dei  principi!  di  deriva- 
zione, alle  quali  allude  il  Sig.  Terquem  nella  pag.  443  1. 19% 
1853,  dei  suoi  NouveUes  Annales  de*  Mcdhcmatiqnes.  Se  Ella  lo 
troverà  opportuno  manderò  pel  di  Lei  Giornale  alcuni  ar- 
ticoli sulla  Geometria  derivata,  il  cui  bellissimo  studio  spero 
che  si  vada  più  ognora  estendendo. 

Questione  u.°  237.  Il  triangolo  AMN  ha  un  vertiee  fissa 
A,  un  angolo  costante  A,  ed  i  vertici  M,  N  sono  sopra  una 
retta  fissa.  Qual'è  l'inviluppo  del  circolo  circoscritto  al  trian- 
golo ? 

Prendasi  A  per  centro  A' inversione  (sicché  la  figura  deri- 
vata si  ottenga  determinando  per  ogni  punto  P  della  figura 
primitiva  il  punto  P'  della  retta  AP  tale  che  la  distanza  AP' 
sia  inversamente  proporzionale  alla  AP).  Nella  figura  deri- 
vata si  avrà  l'angolo  costante  M'AN'  (perchè  é  lo  stesso  MAN), 
e  tutte  le  posizioni  dei  punti  M',  N'  saranno  sopra  un  cir- 
colo fisso  passante  pel  centro  (fin versione  A  (tale  essendo  la 
linea  inversa  della  retta  MN).  L' inviluppo  della  retta  M'N' 
(che  è  la  derivata  per  inversione  del  circolo  AMN  della  fi- 
gura primitiva)  é  evidentemente  un  circolo  X'Y'Z'  concen- 
trico col  circolo  fisso  AMfN*.  Dunque  I*  inviluppo  cercato  é 
un  altro  circolo  XYZ  (poiché  la  linea  inversa  di  un  circolo 
é  un  altro  circolo).  Il  circolo  X'Y'Z'  é  tagliato  ortogonalmente 
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da  tatti  i  diametri  di  AM'N' ;  dunque  XYZ  sarà  tagliato  or- 
togonalmente (giacché  l'angolo  sotto  cai  si  tagliano  due  linee 
é  ugnale  a  quello  sotto  cui  si  tagliano  le  loro  inverse)  da 
tutti  i  circoli,  che  passano  per  À ,  ed  hanno  i  centri  sulla 
retta  MN  (giacché  questi    sono   gli  inversi  dei    diametri  di 

AM'N*). 

Il  chiaro  Matematico  Genocchi  gentilmente  mi  comunicò 
alcune  ampliazioni  della  precedente  questione.  Se  i  punti  MN 
si  muovano  insieme  sulla  retta  fissa  in  guisa  che  rimanga 
costante  1  angolo  MGN  (essendo  G  un  punto  fisso  differente 
da  A),  essi  formeranno  due  punteggiate  collineari  (  divisioni 
homographiques),  perché  le  due  stelle  (faisceaux)  GM  ....,  CN... 
sono  uguali.  Tutte  le  posizioni  del  punto  M  e  le  corrispon- 
denti dei  punto  N  formano  due  punteggiate  collineari,  anche 
se  sia  costante  il  prodotto  IM.  IN,  essendo  I  un  punto  della 
retta  MN. 

In  tali  supposizioni  le  due  stille  formate  da  tutti  i  raggi 
AM,  e  da  tutti  i  raggi  AN  saranno  tra  loro  collineari  (per- 
ché prospettive  a  due  punteggiate  collineari).  Le  due  stelle 
dei  raggi  AM',  AN' (idéntici  in  direzione  ai  predetti)  deter- 
mineranno sul  circolo  AM'N'  due  serie  di  punti  M'  ed  N' 
tali  che  (per  un  noto  teorema  di  Geometria  derivata)  le  rette 
M'N'  saranno  inviluppate  da  una  conica  X'Y'Z'.  Dunque  l'in- 
viluppo XYZ  dei  circoli  AMN  sarà  una  curva  del  4.°  ordine 
inversa. 

La  curva  XYZ  é  anche  Sviluppante-caustica  (  caustica-se- 
condaria) (Annali  T.  III.  p.  509.  §.  4)  della  conica  reciproca 
deila  X'Y'Z'  ripetuto  al  centro  di  reciprocità  A;  perciò  essa 
é  l'inviluppo  di  una  serie  di  circoli,  che  passano  per  A  ed 
hanno  i  centri  in  una  conica.  Ma  la  XYZ  é  l'inviluppo  dei 
circoli  AMN,  dunque  i  centri  dei  circoli  che  passano  pel 
punto  fisso  A,  e  tagliano  una  retta  fissa  in  due  punteggiate 
collineari  M... ,  N...  appartengono  ad  una  conica. 

La  Questione  n.°  299  si  pui  ampliare  nel  seguente  modo. 
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La  geometria  elementare  dà  il  teorema:  1.°  Se  due  rette 
B'M',  C'M'  passano  pei  due  ponti  fissi  B',  G  e  s' incontrano 
in  un  qualche  ponto  M'  d'un  circolo  dato  A'B'C,  esse  si  ta- 
gliano sotto  nn  angolo  costante. 

Mediante  la  derivazione  d*  inversione  (  per  la  quale  ogni 
punto  M'  della  figura  primitiva  ba  per  derivalo  il  punto 
M  delle  retto  IM'  ,  I  essendo  il  centro  d'  inversione  ,  tale 
che  IM  é  inversamente  proporzionale  ad  IM'  )  si  ha  il  teo- 
rema :  2.°  Se  due  circoli  IBM ,  ICM  passano  •  rispettiva- 
mente pei  punti  fissi  B,  C  e  s'incontrano  nel  punto  fisso  I , 
ed  in  qualche  punto  M  d'un  circolo  dato  ABC,  essi  si  taglia- 
no sotto  un  angolo  costante. 

Mediante  la  derivazione  di  reciprocità  (per  la  quale  ogni 
punto  M  della  figura  primitiva  dà  per  derivata  una  retta  m 
perpendicolare  alla  RM,  R  essendo  il  centro  di  reciprocità  , 
tale  che  la  distanza  della  retta  m  dal  centro  R  é  inversa- 
mente proporzionale  alla  distanza  RM  )  si  ha  il  teorema  : 
3.°  Se  due  coniche  aventi  lo  stesso  foco  R  (tali  sono  le  curve 
reciproche  dei  duo  circoli  IBM,  IGM)  toccano  rispettivamente 
le  due  rette  fisse  b9  e  (reciproche  dei  punti  B,  G)  ed  hanno 
le  due  tangenti  comuni  «,  m,  la  prima  fissa  e  la  seconda  che 
tocca  una  conica  fissa  (reciproca  del  circolo  ABC)  avente  il 
foco  R  e  le  due  tangenti'  A,  e;  la  distanza  dei  punti  di  con- 
tatto della  tangente  variabile  m  colle  due  prime  coniche  è 
veduta  dal  foco  B  sotto  un  angolo  costante  (  che  è  uguale 
a  quello  delle  tangenti  ai  cìrcoli  IBM  ,  IGM  nel  loro  punto 
comune  M). 

Nel  caso  particolare  che  il  centro  d'inversione  I  appartenga 
al  dato  circolo  A'B'C,  il  circolo  dato  del  2.°  teorema  si  ri- 
duce alla  retta  BC,  e  la  conica  fissa  del  3.°  si  riduce  al  pun- 
to d'incontro  delle  rette  b>  e,  e  si  ha  così  il  teorema  pro- 
posto nella  Questiono  379. 

Eccole  la  dimostrazione  della  Questione  di  Statica  n.°  276. 

Se  tre  punti  A,  B,  G  sono  tra  loro  legati  in  modo  che  il 
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triangolo  ABC  si  mantenga  di  data  forma,  quantunque  possa 
mutare  di  grandezza;  perchè  tre  forze  applicate  ad  essi  si 
facciano  equilibrio,  bisogna  che,  oltre  le  condizioni  ordina* 
rie,  il  punto  di  concorso  D  dello  tre  forze  appartenga  al  cir- 
colo ABC. 

Onde  sussista  l'equilibrio  é  noto  che  per  ogni  movimento 
Infinitesimo,  eonciliabile  eolia  natura  del  sistema,  la  gomma 
dei  momenti  virtuali  delle  forze  dov'essere  nulla.  Suppoaia* 
mo  che  il  punto  C  resti  immobile,  e  che  i  due  punti  A»  B 
girino  circolarmente  intorno  a  G  ,  oppure  si  muovano  lungo 
le  rette  CA*  CB  ;  la  condizione  del  sistema  porta  che  in  amr 
bedqe  i  casi  le  velocità  dei  punti  A ,  B  sieno  proporzionali 
ai  lati  GA;  CB;  bisogna  per  conseguenza  che  le  due  forze 
applicate  ai  punti  A,  B  sieno  egualmente  inclinate  alle  rette 
CA,  CB»  ed  inversamente  proporzionali  a  questi  lati  CA  CB, 
Palla  penultima  conseguenza  risulta  la  necessità  che  le  forze 
applicate  in  A  e  B  concorrano  in  un  punto  D  della  circon- 
ferenza ABC. 

Le  predette  forze  DA,  DB  sono  io  versamento  pjtoporzio» 
pali  ai  Iati  CA  CB,  e  perciò  sono  proporzionali  ai  seni  de- 
gli angoli  CAB,  ABC,  ossia  ai  seni  degli  angoli  BDC,  ADC; 
perciò  la  loro  risultante  ha  la  direzione  DC  (giacché  di  tre 
forze  in  equilibrio,  ognuna  ò  proporzionale  al  seno  dell'  an- 
golo dell'altre  due).  Viene  da  ciò  che  l'equilibrio  sussisterà 
anche  se  invece  di  supporre  fisso  il  punto  C  ai  supponesse 
fisso  uuo  dei  A,  B;  quindi  la  condizione  esposta  nel  teorema 
è  necessaria  e  sufficiente. 
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SULLA  TEORIA  MATEMATICA  DELLE  CORRENTI 
INDOTTE  IN  UN  CORPO  DI  FORMA 

QUALUNQUE 

MEMORIA 
M  RICCARDO  VELICI 

Questa  memoria  è  una  applicazione  pura  e  semplice  della 
teoria  dell'induzione  elettro-dinamica,  che  stampai  nel  tomo 
3.°  degl'Annali  della  Università  Toscana.  Essa  non  è  desti- 
nata che  a  dimostrare  come  si  può  calcolare  la  diffusione 
delle  correnti  indotte  nei  corpi  di  forma  qualunque,  ma  li- 
mitandosi alla  esposizione  dei  dati  fondamentali  per  tal  cai- 
.  colo,  più  alcuni  casi  assai  semplici,  ma  necessarii  e  bastanti 
per  una  chiara  intelligenza  dei  dati  stessi.  In  seguito,  qua- 
lora questo  lavoro  ottenga  l'approvazione  dei  dotti ,  da  chi 
vorrà  vincere  le  difficoltà  di  analisi,  non  lievi,  che  si  posso- 
no incontrare  nella  teoria,  si  potrà  dare  di  essa  il  dovuto 
sviluppo  e  perfezionamento,  il  quale  nella  sua  applicazione, 
(riuscirà  probabilmente  utile  nella  spiegazione  di  molti  feno- 
meni. 

!.•  Qualunque  sia  la  cagione  che  eccita  in  un  conduttore 
ima  corrente  elettrica,  secondo  una  data  direzione,  essa  do- 
vrà propagarsi  secondo  le  conosciute  leggi  delle  correnti  vol- 
taiche. Se  isoliamo  col  pensiero,  in  un  dato  luogo  M  di  un 
conduttore  ,  un  elemento  filiforme  d* ,  secondo  il  quale  in 
tìn  dato  istante,  la  correbte  indotta  é  eccitata,  noi  potremo 
virtualmente  sostituire  a  quell'elemento  una  pila,  che  abbia 
i  suoi  reofori,  o  poli,  applicati  alle  estremità  dell'  elemento 
stesso  ,  e  la  di  cui  forza  elettro-motrice  sia  proporzionalo 
alla  forza  elettro-motrice  indotta  in  queir  elemento  ,  secon- 
do la  sua  direzione  (*).  Si  potrà  dunque   calcolare  lo  stato 

i  * 

[")  Tale  artificio  ia  lo  stesso  che  supporre,  nelle  estremità  dell' 
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olettrico  variabile,  che  dovrà  esistere  io  un  dato  tempo  qua- 
lunque nei  diversi  luoghi  del  conduttore,  in  forza  di  tal  cor- 
rente  indotta  ,  seguendo  la  teoria  di  Ohm  ;  quindi  si  potrà 
anche  calcolare  lo  stato  elettrico  dipendente  dall'  induzione 
in  tutte  le  direzioni,  e  in  tutti  i  luoghi  del  corpo  slesso. 

Conosciuta  la  funzione  analitica  che  rappresenterà  lo  stato 
elettrico  variabile  w,  sarà  facile  il  determinare  il  sistema  di 
correnti  indotte  che  percorreranno  il  conduttore,  in  un  dato 
tempo;  e  quel  sistema  conserverà  una  posizione  fissa  o  va- 
riabile col  tempo ,  relativamente  al  corpo  inducente ,  a  se- 
conda dei  diversi  casi. 

2.°  Abbenchè  questi  ragionamenti  siano  così  facilmente  ap- 
plicabili a  dei  circuiti  voltaici  come  a  delle  calamite  ,  pure 
per  meglio  fissare  le  idee,  e  per  non  avere  per  la  natura  del 
nostro  lavoro,  a  cadere  in  casi  difficilmente  esperimentabili, 
noi  consid eremo  particolarmente  l' induzione  elettro  magne- 
tica. 

Tratteremo  il  caso  di  un  disco  metallico  assai  sottile,  per 
poter  trascurare  le  correnti  in  una  direzione  non  paralella 
al  disco  stesso.  Sia  tale  disco  orizzontale,  e  sottomesso  alla 
influenza  di  una  calamita  rettilinea  e  verticale,  e  sottilissima 
onde  poter  nei  calcoli  sostituirvi  una  selenoide.  La  distanza 
della  calamita  dal  piano  ove  si  trova  il  disco  sia  infinitamente 
piccola,  o  nulla,  per  uno  de'suoi  poli  ;  mentre  si  possa  con- 
siderare nei  calcoli  infinita  la  distanza  dell'altro  polo,  senza 
errore  sensibile. 

.  Supporremo  le  correnti  indotte  in  forza  della  ruotazione 
del  disco  intorno  Tasse  verticale  che  passa  per  il  suo  centro, 
e  che  sia  uniforme  la  velocità  di  ruotazione.  In  tal  caso , 
ecco  in  che  consisterà  lo  stato  indotto  elettro-magnetico  del 


l'elemento  d*  ,  due  polarità  di  Dome  contrario  generate  nelf  istante 
dell'induzione;  e  ciò  è  troppo  conforme  a  quello  che  sappiamo  delle 
condizioni  che  precedono,  seguono  od  accompagnano  ,  lo  sviluppo 
delle  correnti,  per  potersi  chiamare  una  ipotesi. 
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disco  ruotante.  Ad  ogni  movimento  infinitamente  piccolo ,  o 
cangiamento  di  posizione,  compiato  in  uno  spazio  piccolissi- 
mo dì  tempo,  un  dato  sistema  di  correnti  indotte  si  svilup- 
perà nel  disco,  sistema  il  quale,  secondo  le  note  esperienze 
del  Sig.  Faraday,  durerà  uno  spazio  di  tempo  pure  infinita- 
mente piccolo.  In  un  successivo  cangiamento  di  posizione  un 
altro  sistema  di  correnti  si  svilupperà;  e  questo  secondo  si* 
stema,  stando  immobile  la  calamita,  avrà  la  stessa  posizione  del 
primo;  e  sarà  della  stessa  forma  ed  intensità,  se  costante  rimase 
la  velocità  del  disco.  Tutto  ciò  dovrà  succedere  perchè  il 
disco  è  omogeneo,  e  perchè  si  presenta  sempre  nella  stessa 
posizione  avanti  al  corpo  inducente. 

Ma  per  eseguire  il  calcolo,  generalmente  indicato  nel  pri- 
mo paragrafo,  è  chiaro  che  dovremo  cominciare  dal  determi- 
nare la  intensità  della  forza  elettro-motrice  indotta  secondo 
una  data  direzione,  in  un  luogo  M  del  disco;  e  quindi  mol- 
tiplicare l'espressione  analitica  di  tal  forza,  per  la  funzione 
che  esprime  la  legge  secondo  la  quale  deve  variare  lo  stalo 
elettrico  del  disco,  nel  caso  di  una  pila  che  abbia  i  suoi  poli 
applicati  alle  estremità  dell'elemento  d*'.  Vediamo  dunque  , 
anzi  tutto,  quale  sarà  la  forma  di  tale  ultima  indicata  fun- 
zione. 

3.°  Secondo  la  ben  nota  teoria  di  Ohm,  lo  stato  elettrico 
u,  variabile  di  un  conduttore  omogeneo,  deve  essere  rappre- 
sentato da  una  funzione  che  soddisfa  alle  due  equazioni  se- 
guenti 

A2u      d2w      d2t#      „ 

11)  — -+-  —  H-  —  =0. 

l/  dx^dy2^dz2 

(2)      ^  cos(N,  *)-*-?  cos(N,  y)4-  ?  cos(N,  z)  —  0 
dx  ay  dz 

x,  y,  z  essendo  le  coordinate  di  un  punto  qualunque  del 
corpo;  N  la  normale  al  punto  x,  y,  z  della  superficie.  La  (2) 
non  deve  aver  luogo  che  per  la  superficie  del  corpo  stesso. 
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La  forza  della  corrente  secondo  una  direzione  D  qualun- 
que, sarà  data  dalla 

due  du  du 

(3)      7-  os(D,*)4-  y-  cos  (D,y)  -+-  -j-  cos(D,«)  =  F  . 

QJC  ay  qz 

Si  è  presa  uguale  all'unità  la  conducibilità  del  conduttore. 
Veniamo  ora  al  nostro  caso. 

Prendiamo  l'origine  delle  x,  y,  z  nel  centro  del  disco,  e 
le  z  verticali.  In  questo  caso  le  (1),  (2) ,  (3)  si  cangieranne 
nelle  seguenti, 

d2w     d2u 

<i»'       c+ ìp = °  • 

du  du 

(2)'  cos(N,  x)  —  -H  cos(N,y)  —  =  0 , 

QX  Óy 

du  du 

(3)'  co$(»,  a?)  ^  •+  cos(D,y}  j-  =  F, 

Cominciamo  dal  vedere  qual  forma  deve  avere  la  u  nel 
caso  in  cui  il  raggio  L  del  disco  sia  infinita.  Allora  Io  slato 
elettrico  u  non  potrà  dipendere  che  dalle  distanze  r,  edrIK 
di  un  punto  qualunque  dai  poli  della  pila.  Se  dunque  x'  ed 
x">  yf,  y,r  sono  le  coordiqate  di  quei  poli,  si  porrà 

r\=(x-xy-h(y-yy, 

St^ix-x'r  +  iy-y'T, 

e  la  (1)'  si  trasformerà  nella  relazione 

—      ——      —      X   ~ 0 

dr2,      r,    drt      dra„       r„      drn    —     ' 

la  quale  avrà  per  integrale 

u  =  A  -+-  A,  log  r,  -+-  A,,  log  r„  . 

Le  costanti  dovranno  essere  determinate  in  modo  che  u  as~ 
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soma  valori  uguali  e  di  segno  contrario,  nei  poli  della  pila, 
perciò  faremo 

indicando  con  K  nna  costante  dipendente    dalla  forza  della 
pila.  Così  sarà, 

(4)  u  =  Klog^ 

Ma,  se  L  non  é  infinito,  tale  non  potrà  essere  il  valore 
di  u. 

Indichiamo  con  t  la  distanza  di  un  punto  qualunque  dal* 
l'origine,  e  la  (2)'  si  ridurrà  alla  seguente, 


(2)"  ^-  =  0'       perf«t. 


Sia 


e  facciasi 


xxsr  costi* ,        y  =  t  sen  <£  * 


'=*>  *=0O 


u  =Klog  V-  -+-  X  A(/)  r  'cosd,(<//  —  C)  —  2^B(,)  r  'cosi^-é,) 

Ogni  termine  della  serie  precedente  soddisfa  alla  (l)f. 

p,  pt  siano  le  distanze  dei  poli  della  pila  dal  centro  del 
disco;  0,  0,  gli  angoli  di  p  e  pg  con  Tasse  delle  x.  Ciò  p<H 
sto,  la  condizione  (2)"  ci  condurrà  alla  equazione  seguente,  la 
quale  dovrà  essere  soddisfatta  per  qualunque  valore  di  <//, 

0=2k/    L-—  f™W  ~  ^ L— p.cos^-l,)         v 

\La— 2pLcos(<p— 0)-hpa        La— 2/^Lcosty— 6,)  -+-  p\) 


/=*  /= 


J^à/A^L      cosaM—è)—  /j,bt  B(/}L  '    cosi,(<//— *,), 


/  =  ! 


«=1 
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Ma  si  ha  in  generale 

L— jQ  cos((ft—  fl)  1         p 

L'-2p  Lcos^-0)  +.  ^  =r"H  L*  C0S(*  "  fl) 

-4-  Jrj-  cos2(<//  —  9)  -f-  ec, 

onde  per  determinare  le  costanti  A(,)  r  B(/)  ,  at ,  6, ....  avre- 
mo le  equazioni 

£  =  9  ,         €i  =  SE  ,         at  =  t  ,         òi  =  i 
per  cui  risalterà 

a 

«  =Klog  -^-  -  2K(£  costy  ~  6)  -f.  ec.  .  .  .  ) 

-+-2K(^cos(<p-ei)-+-ec.  .  .  A 
Ma  si  ba  in  generale 


|=too 


Jl-2,  coyV  d*  =  2/  TC°S  *  =  ¥,0gi=^ 


a, 

cosy-t-*  ' 


dunque  sì  potrà  porre , 

(5,  u  =  *7 log^L      ,     L4-2/3l  LV  cos^.H-p»,  r»  v 
u  U        2\    gran  g  L4_2p  LV  cos(f-S)  -*-  p*  ra  /' 

Dalla  (5)  ricaveremo  il  valore  di  u  nel  caso,  che  è  appunto 
il  nostro,  in  cui  i  poli  della  pila  siano  vicinissimi  fra  di  loro. 
Sia  2A  la  distanza  di  detti  due  poli, 

fi  la  distanza  del  paolo  di  mezzo  di  2A  dal  centro 

del  disco; 
ff  l'angolo  di  fi  con  Tasse  delle  x  ; 
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s  l'angolo  di  2A  con  lo  stesso  asse;  e  trascurando  le  se- 
conde potenze  di  2 A  si  avrà 

r  cos(s— <p)  -R  cos(<p— e) 
(6)     u  =s  —  2AKt?,  t?= 


■f 


R2-4-ra—2rRcos(<p --<//) 
LV  cos(e— <//)  — Rra  cos(f — s) 


L4— 2LV  Rcos(<p— </<)  -i- r*R2 

4.°  Secondo  la  citata  memoria  sull'induzione,  la  formula 
che  dà  la.  forza  elettro-motrice  indotta  da  una  corrente  cir- 
colare di  raggio  j>  infinitamente  piccola,  nelP  istante  di  una 
chiusura  del  circuito  voltaico)  in  un  elemento  filiforme  d*' , 
é  la  seguente, 

«  •  i         p'eosa' ,  , 
(7)  Ed*'=T£— — ds'. 

t  indica  una  costante  proporzionale  all'area  del  circolo  di 
raggio  p  ,  e  all'intensità  della  corrente  indultrice  ;  p'  indica 
ora  la  distanza  di  ds9  dall'asse  P  che  è  normale  al  piano  , 
e  che  passa  per'  il  centro  di  detta  corrente;  rt  è  la  distanza 
dell'elemento  ds1  da  quel  centro;  oc'  è  T  angolo  che  la  dire- 
zione di  di1  fa  con  la  normale  al  piano  che  passa  per  ri  e 
per  Tasse  P. 

Siano  jc'j  y\  z'  le  coordinate  di  ds7,  xy  y,  z  quel  del  cen- 
tro della  corrente  circolare,  ossia  dell'elemento  di  selenoide, 
e  quindi 

r\  =  (x-x'f  -+-  (y-yy  H-  (z-z1)2  \ 

Siano  a ,  b\  e',  a,  6,  e  i  coseni  degl'angoli  che  d*'  e  l'asse 
che  é  normale  al  piano  della  corrente  circolare  ,  fanno  re- 
spettivamente  con  le  x,  y,  z;  la  (7)  si  trasformerà  nella  se- 
guente formula; 


(8)    Ed^Td,'(aM*-Vty-y^ 

\  r3. 


r3,  r3, 


a'(y-u')  -*'  (*-*') 


r\ 


)■ 
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Nel  caso  che  corrisponde  all'indicato  nel  paragrafo  secon- 
do,  si  avrà 

«'==0,    c'  =  0,    a=0,     i=0,     c  =  i 
onde 

(9)  ■*_,«(*«£*_*    '-Zi), 

r\  =  (*  —  x'Y  -*-(y  —  yY  h-  *2. 

Cosi  la  forza  E 'da'  elettro-motrice  indotta,  at  chiudere  del 
circuito  inducente,  da  una  solenoide,  o  da  un  cilindro  elet- 
tro-dinamico sottilissimo,  rettilineo  e  normale  al  piano,  ove 
si  trova  l'elemento  indotto  d*'  si  avrà  moltiplicando  la  (8) 
per  dz,  e  quindi  integrando  da  *=0  a  z  =oo;  giacché  le 
condizioni  indicate  nel  paragrafo  secondo  ci  danno  tali  limiti 
all'integrazione.  Si  avrà 

[x  —x')   -H(y  —  y'f 

Secondo  la  suddetta  prima  memoria,  si  sa  che  la  forza  elei* 
tro-molrice  indotta  E"d*  durante  una  variazione  di  posizione 
infinitamente  piccola  dell'elemento  da',  relativamente  alla  detta 
calamita,  si  avrà  prendendo  la  variazione  del  valore  di  EW 
relativa  a  quella  variazione  di  posizione. 
5.°  Facciasi 

x  =  l  cosy ,        y  =:  l  senp  j 

l  rimanendo  costante  nel  nostro  caso,  durante  la  ruotazione 
del  disco,  si  dovrà  prendere  la  variazione  di  E'ds'  relativa 
a  9,  per  avere  il  valore  di  E"d*'j  ciò  fatto,  per  semplicità 
faremo  y  =  0 ,  ossia  faremo  passare  il  piede  dell'  asse  della 
calamita  per  l'asse  delle  x.  Cosi  si  porrà, 

«u      f»m  -  .1  s»  aj  «'[(*-*')' -y,a)-26'(*-*W 
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ftp  è  la  velocità  della  calamita  relativa  al  disco»  o  vicever- 
sa., come  sarà  più  comodo  l'adottare. 

Il  valore  di  E"  varierà  con  a',  £',  e  per  essere  il  massi- 
mo converrà  che  si  abbia,  osservando  che  a'2  4-  bn  =5  i  , 

(12)        b'[l-x')2  —  y'2]  •+-  2a'(J  -  x')y'  =  0  j 

ossia  che  la  direzione  di  d*'  sia  data  dai  valori  di  a',  e  di 
4'  dati  dalle  equazioni 


__    (t-gV-y"  2(1  -  *V 


Così  il  valore  massimo  di  E"  sarà  dalo  dalla  formala  r 


(E")d»'  ==  ri  8>  d«' 


(l  -  x') 


/\2  _i_*,f»    * 


ed  il  valore  generale  di  E"  in  una  direzione  qualunque,  che 
faccia  l'angolo  <//  colla  direzione  della  massima  forza  elettro- 
motrice indotta  (E"),  sarà  per  conseguenza, 

(13)  E"d*'  =  ri  ty  da'  C^  , 

r  11 

r,i  indicando  ora  la  distanza  di  un  punto  qualunque  del  di- 
sco dal  piede  0  polo  della  calamita,  ossia 

r\t  =  (/-*')*  H-y". 

Ponendo  nella  (12) 


a-d7'  ò~d7' 

si  avrà 

d/ 2(*  —  *V 

ix1  ~*  (l-x')3—yn  ' 

quindi  indicando  ora  con  /»,  uaa  costante ,  si  avrà  per  1*  e 
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qaazione  delle  linee  di  massima  forza  clettro-molrice, 

(14)  (l  -  *T  -f-  y"  =  2Py. 

Facile  ancora  sarà  il  vedere  che  se  nella  (12)  si  cangia  j-j 

da?' 
in ,  —  — ,  si  avrà  la  equazione  segucnle  ,  ove  pM  indica 

un'altra  costante  ; 

(15)  (l  -  x'f  -+-y'a  =  2pix  (l  -  x% 

che  sarà  quella  delle  linee  di  nulla  forza  elettro-motrice  in- 
dotta; le  quali  formeranno  un  sistema  ortogonale  a  quello 
rappresentato  dalla  equazione  (14). 

^  e  p„  sono  i  raggi  dei  circoli  dalle  dette  equazioni  rap- 
presentati. 

6.°  La  tensione  ti,  o  stato  elettrico,  dovrà  prendersi  ad  E" 
proporzionale,  al  valore  di  t?,  della  (6)  ,  alla  lunghezza  d*  , 
dell'elemento  indotto,  e  ad  una  costante  K  che  potrà  dipen- 
dere dalla  natura  del  corpo  indotto,  e  dalla  intensità  della 
magnetizzazione  della  calamita.  Così  se  facciamo 

/x  =  Krldf 
si  avrà 

(16)  u  =  /xds,      2  y     v  ; 

considerando  lo  stato  elettrico  del  disco,  generato  dell'  indu- 
zione secondo  la  direzione  di  àsf  nel  luogo  M  del  disco  stesso. 
Se  la  velocità  di  ruotazione  del  nostro  piano  metallico  in- 
dotto é  estremamente  piccola  in  confronto  di  quella  colla 
quale  sì  estingue  una  forza  elettro-motrice  indotta,  nel  piano 
stesso,  che  neutralizza,  mediante  la  sua  conducibilità,  le  po- 
larità indotte;  e  se  il  nostro  disco,  come  diffatli  avviene  nel 
nostro  caso,  si  presenta  sempre  nello  stesso  modo  davanti 
alla  calamita  inducente,  l'elemento  d*,  verrà  ad  ogni  istante 
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rimpiazzato  da  un  al  Irò  simile  elomento  indotto,  che  nell'i- 
stante precedente  avrà  di  già  avute  sviluppate  e  neutraliz- 
zate due  polarità  contrarie.  Cosi  lo  stato  elettrico  generato 
in  un  dato  istante  qualunque,  e  neutralizzato  sul  disco ,  si 
tornerà  nell'istante  seguente  a  riprodurre,  e  di  nuovo  a  neu- 
tralizzarsi, per  la  successiva  induzione  sopra  un  elemento  d*,;  il 
quale  elemento  potremo  ora  supporre  appartenere  al  piano  fisso 
delle  xy;  riferendo  la  distribuziooe  dello  stato  elettrico  del  di* 
sco,  in  un  tempo  qualunque,  ad  un  piano,  delle  xy9  immobile 
colla  calamita,  durante  la  ruotazione  uniforme  del  corpo  in- 
dotto. 

Nella  formula  che  dà  il  valore  di  t?,  e  deve  rappresentare 
l'angolo  che  la  direzione  di  dsr  fa  con  l'asse  delle  /;  e  se 
6)  è  l'angolo  che  la  direzione  della  massima  forza  elettro- 
motrice indotta  (E")  fa  con  lo  stesso  asse  si  avrà 

È  di  più  evidente  che  per  avere  lo  stato  elettrico  u'  risul- 
tante dall'induzione,  secondo  tutte  le  direzioni  attorno  il  pun- 
to x'y'j  si  dovrà  porre  invece  di  ds'  l'elemento  di  superficie 
di  ds'  de  ,  e  quindi  integrare  da  £  —  0  ad  e  =  tt.  Così  fa- 
cendo si  otterrà 

,  ds,  ["RcosQa—  p)— reosfo— - <ft)  t  Rracos(6)— y)  — LVcosfo — ^)~i 

(1  )  w=7rfX2^77LR2— 2rR  cos(?-<i/) -f-ra  l  L4~2L2rRcos(9— <//)+r2R?)J 

La  forma  del  valore  di  v! ,  è  la  stessa  di  quella  che  sa- 
rebbe risultata  considerando  la  induzione  secondo  la  dire- 
zione, solamente,  della  massima  forza  elettro-motrice. 

7.°  La  ds'  è,  nella  presente  teoria,  la  distanza  fra  due  li- 
nee di  massima  forza  elettro-motrice  infinitamente  prossime. 
Tale  distanza  deve  essere  considerata  variabile,  passando  da 
un  luogo  ad  un  altro,  della  striscia  superficiale  compresa  fra 
le   due  dette  linee.  Per  averne  il  valore  si    risolveranno  le 
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(14)  (15)  relativamente  ad  x'  ed  y';  e  cosi  si  scriverà 

f>  i  +p  il  J9  i  -t-p  ii 

Dalle  precedenti  equazioni  si  otterrà  il  valore  di  9xf ,  e  di 
f$y'  relativamente  a  pn  la  quale  è  la  sola  quantità  che  varii, 
passando  da  una  di  quelle  linee  ad  un  altra,  lungo  una  linea 
di  massima  forza.  I  quadrati  dx',  e  di  9y*  daranno 

Pl+^ll 

ed  in  forza  delle  (14),  (15),  potremo  porre,  cangiando  il  se* 
gno  3,  in  d, 

p.. 

e  quindi 

1  dv=  *" 


jà      —  a 

^   il  P  II 


Si  osservi  ora,  che  per  trovare  una  linea  di  nulla  for- 
za, si  dovrà  far  centro  in  un  punto  qualunque  delle  x9  e  , 
con  un  raggio  plx  uguale  alla  distanza  di  quel  punto  dalla 
calamita,  tracciare  un  circolo.  Sia  &>  l'angolo  che  p{l  fa  con 
le  x}  h  la  distanza  del  punto  ove  si  considera  lo  stato  elet- 
trico, di  coordinate  polari  r,  ^,  dal  centro  di  quella  linea  di 
livello,  ossia  dal  piede  di  ptl  ;  e  sia  a  l'angolo  di  h  con  1' 
asse  delle  x  :  ciò  posto  sarà, 

R  cosp  =  1-+-  ptl  -+-  plt  coso)  , 
R  seny  =  pIt  sen  o>; 

r  cos^  =  ?  -+•  plx  -h  fe  cos  or , 

r  sen<^  =s  A  cos  <j  . 
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Indichiamo  ora  con  h  ,  pm  ,  ht ,  cr,  altre  quattro  quantità 
analoghe  alle  precedenti,  in  modo   che  si  abbia 

rR  cos9=  lt  «+- pIU  -4-  pin  coso  ,      rR  sen<p  =  pXl  seno)  , 

L2costp  ss  U  H-  p, „  -t-  hlco^(jl ,    Lasen<4  =  A^sena, , 

e,  sostituzioni  fatte,  avremo 

u<  =  nu  dpll(        P»-*cos(*>-g)      _ 
P*n  xp\%  ~~  2A/?IIcos(«— <;H-Aa 

Pm  —  A.cos(g>  — (jj 
r l — 


fin  —  A»COS(6)  — Pi)  \ 

1M  —  2A,pII1cos(<i>— (jO-hA^)/  ' 


Se  ora  si  moltiplica  per  l'elemento  pKl  da',  ove  a/  =g>— cr, 
si  vedrà  finalmente,  che  estendendo  la  integraiioifè  alla  sola 
superficie  del  disco,  lo  stato  elettrico  U  cercato  sarà  dalla 
seguente  formula  dato* 

(19)  U=^f-^r,     P^-^-a) 

A  ^J  pu  Jfxi  —  'i^p^cos^— cr)-4-A 

CA9n  C        Pm  —  &,cos(*>— ^i)  Jf 

-4-  7rfxr  I  -!—  I-, *— — i- — —  da'. 

*/  p„  Jp  MI  —  2A1pI11cos((S)— ex,)-*-*2, 

9.°  Per  discutere  la  (19)  prenderemo  il  caso,  più  sempli- 
ce di  tutti,  in  cui  il  raggio  del  disco  si  può  considerare  in- 
finito, relativamente  alla  distanza  della  calamita  dal  centro 
di  ruotazione,  ed  a  quella  di  un  punto  qualunque  del  disco 
in  cui  si  considera  Io  stato  elettrico,  dal  centro  stesso.  In  tal 
caso  il  valore  di  U  si  ridurrà  al  seguente 


P      C0D 


Je    =o      PnJo     fu  —  2f»,,À<»s(<» 


p,,—  Acos(«— or)  , 


^11 


'  Ma  si  avrà 
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Jpu—  h  cosa' f  r>         K      da' 

/92„  —  2plxh  cosa'  -t-  A2  —  Pl  jflx  —  2plXA  cosa'-i-A 

.    /j/ pa,iH-Aar do> \ 

V2/)nA  2p„A  Jp2ti—%pti  *  cosg/h-A2/ 

e  se  pIX  >A  sarà 

J%air (W 2tt 
0   p*M  —  2plf  A  coso'  -*-  A2        ^2„  —  A2 

e  se  p„  <A  ,  sarà 

J%2*  do'  _        2k 

o  P*u — 2pnA  cosa'-h- A2        A2 —  p*lx 

Da  ciò  si  deduce 

/**  fu  —  ACOM»'  ,  2ff 

o  J^mn  —  2^,  |A  cos  G)'h-  A2  pn 

per  p,i>A; 

r P»  ~  h  cW         do'  =  0. 

Jo  pan  —  2pIIAcose»>'-hAa 


ii 


per  p,,<A. 
Per  coi  si  avrà, 


U  a  27r'jxf 


0       cOO 


Ma  il  valore  di  pìt  =  A  corrisponde  al  valore  che  deve  a- 
vere  ptt  per  la  linea  di  nulla  forza  elettro-motrice,  che  pas- 
sa per  il  punto  che  è  l'estremità  di  A,  che  è  il  luogo  in  cui 
si  considera  lo  stato  elettrico  U;  cosi  si  può  ritenere  a  ptl 
il  suo  significato  generale,  ed  integrare  da  plt  =  ptl  a 
plx  =  oo  ;  onde 
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U  =  2jr2tt  —  . 

Se  ora  x'  ed  y'  indicano  le  coordinate  di  on  ponto  qua- 
lunque del  disco,  ore  si  riferisce  Io  stato  elettrico  U,  si  po- 
trà far  uso  della  (15)  e  scrivere 


La  (20)  sarà  valida  come  una  prima  approssimazione  ;  -e 
rappresenterà  lo  stato  elettrico  variabile  di  un  disco  ruotan- 
te ,  riferendo  i  suoi  punti  a  due  assi  immobili  ,  l'  uno  dei 
quali  passa  per  il  polo  magnetico,  e  come  se  il  disco  stesso 
rimanesse  immobile  :  ossia  dovrà  immaginarsi  che  Jo  stato 
elettrico  del  disco  ruotante  sia  ad  ogni  istante  projettato  sul 
piano  xy>  immobile  colla  calamita  inducente. 

10.°  Se  invece  di  una  sola  calamita  se  ne  avessero  altre 
nelle  stesse  condiziona  volute  dalla  (20),  lo  staio  elettrico  sa- 
rebbe dato  dalla  formula 

(»)         O  -  M,  £  I.  ,.  -g^F^r 

hi  e  T/i  variando    dall'una  all'altra  calamita. 

Siano,  p.  cs.,  due  calamite  a  distanze  lx  ,  /,,  dal  centro 
di  ruotazione,  e  disposte,  come  lo  esige  la  (12),  lungo  una 
retta  che  passa  per  detto  centro,  relativamente  ai  loro  poK 
in  faccia,  ed  estremamente  prossimi  al  disco;  se  le  calamite 
sono  uguali  e  di  nome  contrario,  si  avrà 

0  =  «r  »?(  I.  pé^f.  ~  '"  ¥  -  CJ+  >")  * 

cosi  le  linee  di  ugual  stato  elettrico  saranno  date  dalla  equa* 
zione  generale 
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COSt   =   C    SSS    lt       — — - ll%        -— ; . 

(*'  —  lt)2  -h  y'2  (x'  —  ltl)2  -+-  y'* 

Ma  nelle  due  equattoni  precedenti  si  suppone  ebe  9<p9  os- 
sia la  velocità  angolare  delle  calamite,  relativamente  all'asse 
polare  delle  xy  abbia  non  solamente  lo  stesso  valore  assoluto 
ma  ancora  lo  stesso  segno. 

La  linea  di  zero  stato  elettrico  corrisponderà  al  valore 
e  =  0,  e  la  equazione  sarà  quella  della  curva  di  terzo  grado 
data  da 

(*'  -  i,  -  ltl)i*T  •+-  y'2)  +  ljttd  =r  0  , 

se  si  avrà  lt  =1 ,  lix  =;  —  l  allora -si  otterrà  il  circolo  dato 
dalla  equazione 

xn  -+-  y'2  =  ?  , 

che  ha  il  centro  in  quello  di  rootazione,  e  ebe  passa  per  i 
poli  delle  due  calamite. 

11.°  Vediamo  ora  come  sono  disposte  le  correnti  ebe  per- 
corrono il  nostro  piano  ruotante.  Secondo  il  paragrafo  1°,  per 
avere  l'equazione  delle  linee  dei  massimi  flussi  deriveremo 
il  valore  di  U  relativamente  ad  x*  ed  y' ,  quindi  cangiando 

dy'  àx1 

-j-j    in  —        ,-  integreremo  Y  equazione  differenziale  che 

ne  risulterà.  La  primitiva,  cosi  ottenuta,  sarà  l'equazione  ge- 
nerale di  quelle  linee  cercata. 

Tratteremo  a  modo  di  esempio  H  caso  di  una  sola  cala- 
mila;  ed  allora  tale  calcolo  eseguito  nella  (20)  ci  condurrà 
alla  seguente  formula 


(W)  {*'  -  *)a  -+-  y"  =  W , 

che  abbiamo  già  indicata  col  numero  d'ordine  (14)  nel  pa- 
ragrafo 5.°  Da  questa  equazione  si  vede ,  che  le  direzioni 
dei  massimi  flussi  formano  un  sistema  di  circoli,  i  quali  han- 
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no  i  loro  centri  sulla  normale  alla  linea  che  congiunge  il  polo 
della  calamita  col  centro  del  disco,  e  che  passano  lotti  per 
il  ponto  di  incontro  del  polo  stesso  col  disco. 

Ma,  ripetiamolo,  tatto  questo  vale  come  una  prima  appros- 
simazione, valevole  a  dare  una  idea  generale,  ma  non  esatta9 
del  fenomeno  stesso;  nel  caso  qui  trattato  converrà  integrare 
la  (19)  senza  introdurvi  alcuna  semplificazione,  il  che  ci  con- 
durrà a  leggi  assai  complicate,  non  potendo  più  per  tatti  i 
valori  di  ptl  eseguire  da  g>'  =  0  ad  g>'  =  2tt  le  integrazio- 
ni; ed  i  nuovi  limiti  di  s>  saranno  funzioni  di  pn. 

Del  resto,  per  una  prima  approssimazione,  la  (20)  ci  in* 
dica,  che  in  quest'ultimo  caso  di  una  sola  calamita,  il  disco 
rimane  diviso  dalla  linea  normale  all'asse  delle  x,  e  che  passa 
per  il  polo,  in  due  parti  :  positiva  l'una,  e  1*  altra  negativa 
nello  stato  elettrico.  E  da  un  lato  e  dall'altro  del  polo  della 
calamita  secondo  le  x9  si  trovano  essere  infinitamente  pros- 
simi doe  stati  elettrici  -4- ,  e  —  ,  che  sono  i  massimi  rela- 
tivamente a  tutti  gli  altri  luoghi  del  disco.  Ma  se  avessimo 
tenuto  conto  dell'influenza  della  forma  limitata  del  piano  in* 
dotto,  e  se  la  nostra  calamita  non  fosse  esattamente  nelle  con- 
dizioni speciali,  in  cui  l'abbiamo  supposta,  tali  due  stati  mas- 
simi, di  nome  contrario,  si  sarebbero  trovati  a  delle  distanze 
finite,  ed  ambe  considerevoli,  fra  di  loro,  e  variabili  insieme 
coi  valori  di  L  e  di  /. 

Dovremo  inoltre  avvertire,  che  le  direzioni  dei  massimi 
fiossi  non  si  compiranno,  generalmente  parlando ,  entro  ctr- 
cuiti  chiusi,  o  curve  chiuse.  Ciò  non  dovrà  parer  strano  al 
leggitore  se  rifletterà  che  le  correnti  &  cui  dà  luogo  ogni 
elemento  indotto  percorrono  esse  tanti  sistemi  di  curve  chiu- 
se; e  che  le  curve,  che  integrazioni  fatte  si  possono  deter- 
minare col  nostro  metodo,  come  quelle  percorse  dai  massimi 
eflussi,  non  sono,  esaltamente  parlando,  che  le  curve  secondo 
le  quali  sono  tangenti,  l'una  all'altra,  le  curve  percorse  dalle 
correnti  dovute  ad  ogni  pila  elementare,  ossia  ad  ogni  eie- 
meato  indotto. 
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"  Ma  non  ho  destinato  questa  memoria  ad  un  maggiore  svi- 
luppo di  calcolo:  volli  soltanto,  con  un  esempio  particolare, 
chiarire  il  metodo,  secondo  il  quale  partendo  da  una  teoria 
matematica  dettata  dall'  esperienza  ,  cioè  dettata  dai  primi 
fatti  scoperti  dal  sig.  Fa^day  ,  nei  circuiti  filiformi  si  può 
trattare  il  caso  dell*  induzione  in  un  corpo  di  forma  qua- 
lunque. 

12.°  Ma  quei  fatti,  dianzi  citati,  del  sig.  Faraday,  presi 
come  fondamentali  racchiudono  essi  teoricamente  lutti  i  fatti 
dell'induzione,  oppure  soltanto  un  sol  genere  di  fatti?  A  tale 
domanda  farò  la  seguente  risposta. 

La  forma  generale  dei  massimi  efflussi,  o  correnti  indotte, 
nel  disco  di  Arago,  dedotta  come  conseguenza  di  quei  primi 
fatti  fondamentali,  é  tale  da  esser  concorde  all'esperienza;  ed 
ho  fiducia  che  ciò  avvenga  anche  per  un  altro  caso  qualunque. 
Parlo  delle  esperienze  note  del  signor  Faraday  stesso,  del  No- 
bili e  dell'Antinori,  e  di  quelle  ultimamente  dal  Prof.  C.  Mat- 
teucci  presentate  all'accademia  dì  Parigi,  e  che  mi  invoglia- 
rono di  fare  la  presente  teoria. 

Ma  quando  le  differenti  parti  del  corpo  indotto,  hanno  fra 
di  loro  uu  continuo  cangiamento  di  posizione  hanno  luogo 
dei  fenomeni  singolari  ,  i  quali  è  sembrato  fin  ad  ora  che 
non  si  possano  spiegare  coi  soli  fatti  trovati  generalmente 
dal  sig.  Faraday  sui  circuiti  filiformi;  infatti,  se  tal  cangia- 
mento di  posizione  ha  dell'influenza  sull'intensità  e  la  dire- 
zione della  corrente  indotta,  in  un  elemento  qualunque,  quei 
fatti  non  hanno  nel  loro  enunciato  nulla  che  apprenda  a  te- 
nerne conto;  e  la  nostra  teoria  non  darebbe  l'intera  spiega- 
zione del  fenomeno  che  quando  quei  soli  primi  fatti  fonda- 
mentali ne  sarebbero  gli  .elementi,  o  le  cause.  Ma,  checché 
ne  sia,  non  sarà  men  grande  il  vantaggio  che  avremo  tratto 
dal  nostro  metodo  malcmatico-esperimentale,  di  riunire  sotto 
un  solo  e  grandissimo  ordine,  lutti  i  fenomeni  dell'induzione 
dei  quali  per  ora  si  può  dare  una  teoria  matematica. 

1Ò.°  Qnei  fenomeni  singolari  si  manifestano,  p.  cs.  nel  far 
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molare  una  sbarra  magnetizzata  attorno  al  sno  asse  ,  e  nel 
porre  gli  scandagli  del  gal  variometro  l'uno  ad  un  polo  e  l'al- 
tro nel  mezzo  della  sbarra  stessa.  Così  si  ottengono  correnti 
assai  forti  al  galvanoinetro. 

Si  può  anche  prendere  un  conduttore  terminato  da  una 
superficie  di  rivoluzione  il  di  cui  asse  coincide  nel  suo  pro- 
lungamento con  quello  della  sbarra.  Si  tengono  ,  in  questo 
caso,  i  scandagli  del  galvanometro  V  uno  sotto  il  polo  ,  nel 
conduttore,  l'altro  alla  maggiore  distanza  del  polo  stesso.  Ruo- 
tando tal  conduttore  attorno  al  suo  asse,  si  otterranno  pure 
forti  correnti  al  galvanometro.  In  questo  caso  il  fenomeno  é 
più  semplice  che  nel  primo  caso;  perchè  la  calamita  non  è 
nello  slesso  tempo  corpo  inducenle  e  circuito  conduttore  del 
galvanometro. 

Si  osserverà  ebe  per  la  produzione  del  fenomeno  sarà  inu- 
tile la  ruotazione  della  sbarra  attorno  al  suo  asse.  Dopo  il 
Faraday,  si  deve  al  prof.  Luigi  Puccinolli  una  memoria  nella 
quale  fatti  di  tal  genere  vennero  per  la  prima  volta,  enun- 
ciati e  discussi  con  grande  chiarezza.  Quella  memoria  è  dell' 
anno  1844,  e  fu  stampala  in  Pisa  nel  Giornale  il  Cimento, 
allora  pubblicato  dal  Sig.  Rocco  Vanuucchi,  tipografo. 

Noi  non  ci  tratteremo  di  più  sopra  la  parte  esperimentale 
di  tal  fenomeno;  tanto  più  dopo  la  pubblicazione  delle  belle 
ed  estesissime  ricerche  del  sig.  Prof.  Carlo  Matteucci  sui  fe- 
nomeni generali  dell'induzione,  ricerche  che,  ripeto,  mi  fecero 
nascere  il  desiderio  di  estendere  i  resultati  della  mia  prima 
memoria  sull'induzione  filiforme  ,  al  caso  generalissimo  qui 
trattato,  abbenchò  sotto  forma  di  un  esempio  particolare. 

Per  ora,  su  quel  singolare  fenomeno  ci  basti  l'avvertire  , 
che  la  circostanza  necessaria  alla  sua  produzione  è  Tessere 
il  conduttore  indotto  composto  di  due  parti,  l'una  e  l'altra 
delle  quali  possono  essere  di  figura  invariabile,  ma,  mentre 
Tona  è  immobile,  cangiano  ad  ogni  istante,  per  il  moto  ruo- 
ta torio  della  seconda,  •  loro  punti  di  comunicazione  e  di  con- 


(54) 
tatto.  Tale  circostanza  non  ha  influenza    sensibile    nella  ge- 
neralità dei  casi. 

Del  resto,  per  vedere  se  la  nostra  teorìa  è  d'accordo  col- 
Pesperienza.  si  dovrà  anche  osservare  I'  azione  elettro-dina- 
mica del  disco  ruotante  ;  e  quando  il  disco  é  lasciato  li- 
bero a  se  stesso  sarà  facile  il  dimostrare,  esperimentalmente, 
che,  quando  la  calamita  rettilinea  gli  è  normale  nel  centro, 
può  ruotare  a  piacere  e  non  vi  sono  correnti  indotte  dalla 
calamita.  Ciò  è  d'  accordo  colla  nostra  teorìa.  Quelle  cor- 
renti insorgono  applicando  sul  disco  un  nuovo  circuito  qua- 
lunque. 

14.°  Io  volli  alla  teorìa  assegnare  quei  limiti  ai  quali  forse 
la  costringe,  più  che  altro,  il  difetto  di  un  maggior  sviluppo 
analitico,  e  lo  stato  per  ora  assai  intricato  della  parte  esperi- 
mentale di  una  parte  della  questione.  Ma  si  vede  forse  evidente- 
mente, che  la  teoria  esposta  nella  prima  citala  Memoria  non 
può  estendersi  alla  discussione  di  quei  fenomeni  ultimamente 
accennati  ?  Nò  !  tutt'ellro;  almeno  per  ora.  Infatti  rammen- 
tiamoci che  la  forza  elettro-motrice  indotta  dal  moto  di  un 
elemento  indotto,  in  presenza  di  una  calamita,  o  corpo  in* 
duttore  qualunque,  è  proporzionale  alla  differenza  fra  le  due 
forze  V  e  V"  elettro-motrici,  che  potrebbero  essere  indotte 
da  una  istantanea  calamitazione  di  quella  calamita,  nei  due 
casi,  in  cui  tale  elemento  occupasse,  stando  immobile,  la  po- 
sizione primiera,  e  la  ultima  che  ebbe,  al  principio  ed  alla 
fine  del  moto  considerato.  Ora  quando  un  disco  ruota  come 
dianzi  lo  supponemmo,  ed  anche  quando  la  calamita  retti- 
linea gli  è  normale  al  centro,  vi  saranno  evidentemente  pos- 
sibili delle  induzioni,  o  correnti  indotte ,  nei  suoi  elementi 
che  arriveranno  sotto  a  contatto  degli  scandagli  del  galva- 
nometro  ;  per  la  ragione  che  ,  mentre  qnegli  elementi  non 
sono  a  contatto  degli  scandagli  ,  la  somma  della  forza  elet- 
tro-motrice Yl  o  .V"  indottavi  in  tutte  le  direzioni,  sarebbe 
per  gli  elementi    della    superficie  ,  diversa  ,  da    quella  che 

avrebbe  luogo  quando  essi  non  formano   che  una  continua- 
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itone  materiale  di  uà  circuito  del  galvanomctro.  Infatti,  nel 
secondo  ciao,  si  vengono  a  rendere  possibili  dalle  forze  elet- 
tromotrici, secondo  certe  linee,  od  elementi  che  passano  pel 
disco  e  per  gli  scandagli;  forze  che  oon  esìstono  nel  primo 
caso.  E  siccome  di  quelle  due  forze  una  sarà  nulla,,  e  l'altra, 
massima,  la  corrente  indotta  potrà  avere  upa  grande  inten- 
sità, abbenché  non  funzionino  che  pochi  elementi  del  disco  per 
volta.  Si  può  dubitare  di  più  che  la  grandezza  della  super- 
ficie degli  scandagli  possa  avere  grande  influenza  in  questi 
casi;  perché  tali  correnti  non  sarebbero  indotte  che  nell'atto 
in  cui  tale  elemento  incontra  lo  scandaglio. 

Ma  io  qui  non  volli  dare  una  spiegazione,  ma  solamente 
fame  vedere  la  possibilità,  che  mi  sembra  ?ssai  grande.  Ve- 
dremo in  seguito  come  meglio,  ossia  più  esattamente ,  vada 
intesa  la  questione. 

15.°  Finalmente  si  potrà  estendere  la  formula  (20)  al  caso 
di  una  calamita  di  un  diametro,  o  grossezza,  qualunque,  ed 
allora  si  riconoscerà  che  la  forma  del  nuovo  valore  di  U  copi 
determinata  rimarrà  la  slessa  della  (20),  per  i  luoghi  del  di- 
sco che  non  sono  sotto  alla  base  della  calamita  ;  ma  per  i 
Jnogfei  che  corrispondoQo  a  quella  )we  U  avrà  per  valore 
lina  formula  semplice  si  ma  diversa  dalla  prima.  Una  facile 
integrazione  eseguita  $ulla  (20)  ci  farà  di  tutto  ciò  la  di- 
mostrazione. Ifa  per  ora  ci  basteranno  gli  esempi  già  trat- 
tati ,  perché  avremo  raggiunto  il  nostro  scopo  dando  un  idea 
abbastanza  esatta  dell'abozzo  di  teoria  che  osiamo  proporre. 

In  una  breve  nota  inserita  nel  passato  anno  di  questo  gior- 
nale io  esposi  un  mio  tentativo  per  calcolare  in  un  caso  par- 
ticolare la  propagazione  delle  correnti  indotte  in  un  condut- 
tore; ma  se  le  formule  che  trovai  sono  d'accordo  colla  espe- 
rienza, é  però  d*  altra  parte  limitassimo  il  numero  dei  casi 
in  cui  può  adoprarsi  il  metodo  di  cui  feci  uso  per  rinvenir- 
le; a  meno  che  non  ci  sì  volessero  introdurre  delle  modifi- 
cazioni. Ma  il  metodo  ora  esposto  non  soffre  ,  mi  pare,  al- 
cuna eccezione. 
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Nella  fine  di  questo  lavoro  non  sarà  discaro  al  lettore  che 
io  brevemente  esponga  la  teoria  da  molti  anni  data  dal  sig. 
Neamann  sull'induzione  filiforme,  e  che  faccia  vedere  in  pari 
tempo  la  varietà  che  esiste  fra  quella  teoria  f  e  quella  già 
da  me  esposta. 

16.°  Ecco  dunque  «in  generale  i  calcoli  del  sig.  Neumann. 
Sia  v  la  velocità  secondo  la  quale  si  muove  un  elemento  fi- 
liforme D*  ,  o  il  suo  cammino  ,  ossia  la  (rajetloria  percorsa 

dal  suo  punto  di  mezzo,  io  guisa  che  si  abbia  v  =    — .  v 

sarà  una  funzione  di  «  e  di  t. 

«  La  forza  elettro-motrice  indotta  durante  il  tempo  df, 
»  neh'  elemento  Ds  si  prenda  proporzionale  alla  forza  elet- 
))  tro-dinamica  ,  ebe  potrebbe  essere  esercitata  dal  circuito 
»  inducente  sull'elemento  D*,  se  quest'ultimo  fosse  percorso 
»  da  uua  corrente  uguale  al  Punita  ;  quella  forza  andrà  de- 
»  composta  secondo  do  ,  ossia  secondo  la  direzione  della  ve- 
»  loci  là  di  Ds,  e  moltiplicata  per  vdt. 

Ciò  posto  se  j  indica  una  costante  proporzionale  alla  forza 
della  corrente  inducente,  a  una  lunghezza  qualunque  ,  con- 
tata da  un  punto  qualunque,  fino  ad  un  elemento  Da,  lungo 
il  circuito  inducente  stesso;  se  r  é  la  distanza  di  Da  a  Ds, 
si  avrà  per  quella  componente  elettro-dinamica  ,  secondo  la 
nota  formula  di  Ampère,  l'espressione  seguente 

Da/        dV  1     dr    d*\dr 


*«£"( 


rd*d<7         2    d*    da/do    ' 


e  la  forza  elettro-motrice  cercata  sarà  data  dalla  formula, 
E—  f  "CydoP'P*/      ^H  l    *£  dr\dr 


\  Q 


ds  da         2    ds    da/ do  ' 
i 


avendo  posto  do  invece  del  prodotto  vdt  ;  e'd  £  essendo  una 
costante. 
Se  si  Integra  per  parti  il  primo  termine  dell'integrale  pre- 
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cedente  relativamente  ad  *,  si  avrà 

E=-6f0,,VdoD,ri££i 

J         émd  L  r    do    d*  J 


s 

II 


I 
Sii    V 


-T"2S-^( 


doDjD*/        d2r  1     dr  dr\dr 

do  d$  2     do    d* /da 


Continuando  ad  integrare  per  parti  il  primo  termine  del 
secondo  integrale,  relativamcute  ad  0 ,  e  dopo  facendo  una 
integrazione  analoga  relativamente  <j,  si  avrà  pure  ,  osser- 
vando che  si  riprodurrà  con  ,  segno  contrario  nel  secondo 
membro  della  precedente  equazione  il  valore  di  E, 

Off  J 

t  Wl  I 

ai        1  1 

s 

-T^J     D'D<)[TdTd7| 

*     °  et 

1      1  Gì 

Secondo  la  mia  memoria,  stampata  nel  tomo  III0  degl*  an- 
nali della  Università  Toscana  ,  esperimenlalmentc  dimostrai 
che  (adottando  ora  le  notazioni  assunte  dal  distintissimo  Ma- 
tematico di  Berlino)  conveniva  per  E  assumere  la  forma  se- 
guente 

■— .  2  S**[7  £  £]#" 

<7,      li  °, 
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ove  gj  è  una  costante.  Da  eiò  risalta  che  la  mia  (earia  coincide 
analiticamente  con  quella  del  sig.  Neumann,  nel  caso  dei  cir- 
cuiti 6  li  fornii  e  nel  caso  in  cui  si  abbia  *,=«,,  ,  <j,  =an  , 
vale  a  dire  quando  i  circuiti  indotti  e  gli  inducenti  sono  chiusi. 
Ma  nel  caso  generale  tale  coincidenza  6  impossibile;  così  se 
prendessi  p.  e.  la  teoria  del  Sig.  Neumann  per  calcolare  la 
forza  elettro-motrice  indotta  da  una  calamita  sopra  l'elemento 
d*  citato  nel  principio  di  questa  memoria,  ossia  nel  caso  di 
un  corpo  di  forma  qualunque  otterrei  dei  resultati  differenti 
da  quelli  che  ho  qui  ottenuti.  Ma  io  non  intendo  qui  di  fare 
una  critica,  ma  solo  un  confronto  fra  le  due  teorie ,  e  non 
tengo  ad  altro  che  a  dimostrare  che  sono  al  tutto  differenti. 

Del  resto  l'ipotesi  del  sig.  Neumann  conduce  al  seguente 
resultato. 

La  corrente  indotta  dal  moto  di  una  calamita,  o  solenoi- 
de, sopra  un  elemento  qualunque  d*,  indotto,  dipende  sola- 
mente dal  moto  dei  poli  della  calamita  stessa.  Da  ciò  poi 
risulta  la  conseguenza  che  qualunque  sia  la  forma  della  ca- 
lamita, le  correnti  ebe  essa  può  indurre  sul  disco,  di  cui  é 
questione,  devono  formare  dei  sistemi  indipendenti  da  quella 
forma  stessa.  Cosi  la  calamita  rettilinea  che  dianzi  abbiamo 
calcolato,  normale  al  disco,  e  con  un  suo  polo  sul  disco  stes- 
so, genererebbe  lo  stesso  sistema  di  una  calamita  pure  ret- 
tilinea, ma  non  solo  col  suo  polo,  ma  stesa  essa  stessa  col 
suo  asse  nel  piano  del  disco.  Il  primo  di  questi  casi  é  noto, 
pel  secondo  non  vi  sono  correnti  indotte  dalla  mutazione  del 
disco  attorno  al  suo  centro  perché  é  nulla  l'induzione  in  ogni 
direzione.  Se  dunque  in  questa  memoria  avessi  adottata  la 
formula  del  sig.  Neumann,  sarei  giunto  a  risultati  contrarli 
all'esperienza.  Ma  mi  affretto  a  dire  che  il  sig.  Neumann, 
per  quanto  io  sappia,  non  parlò  che  dell'induzione  nei  cir- 
cuiti filiformi ,  e  non  disse  come  negl'  altri  casi  le  sue  for- 
mule vanno  adoperate. 
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SOPRA  UNA  NUOVA  PROPRIETÀ*  ELETTROSTATICA 

;v  o  r  a(*) 
DEL  PROF.  P.  VOLP1CELL1 

(Letta  nell'accademia  pontificia  de'Nuovi  Lincei 
tornata  del  22  Gennajo  1854). 

Da  molte,  svariate,  e  ripetute  sperienze,  costantemente  si 
manifesta,  cbe  i  corpi,  nello  stato  di  maggiore  loro  isolamen- 
to, avvicinandosi  l'uno  all'altro,  sviluppano  una  elettrica  ten- 
sione, e  che  allontanandosi  ne  sviluppano  una  contraria.  Sem* 
bra  cbe  il  fenomeno  stesso  non  possa  ripetersi  né  dalla  tel- 
lurica elettricità,  d'altronde  non  ancora  bastantemente  di* 
mostrata,  e  nella  sua  esistenza,  e  nella  sua  origine,  e  nella 
sua  natura,  e  nelle  sue  fasi  ;  né  dall'  elettricità  che  dicono 
atmosferica,  riguardala  come  conseguenza  della  prima»  Per- 
tanto ricercando  altrove  la  causa  dell'indicato  fenomeno,  mi 
accorsi  di  una  proprietà  elettrostatica ,  la  quale  a  me  sem- 
bra, non  ancora  osservata,  e  cbe  assai  bene  si  accorda  colle 
teoriche  sviluppale  dal  signor  professore  R.  Hare  sulla  na- 
tura e  sulle  fasi  dell'  elettrico  ,  nella  sua  dotta  memoria , 
che  ha  per  titolo  «  Obbiezioni  alle  teoriche  di  Franklin  , 
Dufay,  ed  Ampère;  e  saggio  di  una  spiegazione  dei  fenomeni 
elettrici  mediante  la  polarizzazione  statica  od  ondulatoria  (1)». 
Hi  sembra  pure  che  la  proprietà  medesima,  possa  convalidare 
alcuna  delle  dottrine  svolte  nell'egregio  lavoro  del  sig.  prof. 
Gio.  D.r  Codazza,  sulle  induzioni  molecolari,  prodotte  dalle 
ondulazioni  longitudinali  dell'etere  (2). 

Se  un  asta  coibente,  costrutta  o  di  vetro,  o  di  cera  lacca, 
o  di  solfo,  o  di  resina,  come  quella  degli  elettrofori,  e  lun- 
ga circa  lm,  5,  tenuta  per  un  estremo,  si  faccia  scorrere  nel 

senso  della  sua  lunghezza  sopra  un  sostegno,  isolato,  o  no; 

m  '  *  ■  "■■■    '  i  ■■■  ■  » 

(*)  Vedi  Comptes  Rendi».  Sessione  del  20  febbr.°  1854. 

(1)  fosUtut.  d.°  761,  p.  236.  —  Archi  ve*  des  sciences  physiques 
et  «aUireHeu,  Genève  1848,  T.  Vili  p.  296. 

(2)  Giornale  dell'I,  e  R.    Institi! to  Lombardo  di  scienze,  lettere  , 
ed  arti.  Milano  1853.  Nuova  serie  T.  IV  p.  199. 
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come  sarebbe  uno  o  due  anelli  metallici,  comunicanti  o  no 
col  suolo;  l'elettrico  naturale  di  essa  riceve.,  per  lo  strofinio 
che  accompagna  siffatto  molo,  una  rimarchevole  distribuzione 
sull'asta  medesima.  Cioè,  parlando  coi  vocaboli  comuni  ,  l'e- 
lettrico si  accumula  in  un  estremo  dell'  asta  ,  e  si  dirada 
contemporaneamente  Deli'  altro.  Perciò  vi  ha  una  sezione,  po- 
sta fra  quegli  estremi,  che  si  trova  in  istato  di  elettricità 
naturale,  e  che  molte  circostanze  concorrano  a  determinare, 
non  ancora  da  me  studiate.  Gli  estremi  dunque  dell'asta,  per 
siffatto  suo  progredire,  costituisconsi  uno  in  istato  di  elettri- 
cità positiva,  e  Paltro  in  istato  di  elettricità  negativa.  Perciò 
l'asta  concepisce  a  questo  modo  una  polarità  elettrostatica,  la 
quale ,  per  mezzo  di  fili  conduttori ,  che  dagli  estremi  suoi 
giungano  isolati  sull'elettrometro  condensatore  di  Volta,  o  sulT 
elettroscopio  di  Bohnenberger,  e  adoperando  le  debite  cau- 
tele, facilmente  si  riconosce.  La  polarità  medesima  siegue  la 
direzione  del  moto,  cosicché  si  rovescia  con  questa;  sempre 
però  nella  medesima  verga,  l'estremo  che  precede  manifesta  la 
stessa  elettricità,  e  di  nome  opposto  a  quella  manifestala  dall' 
estremo  che  siegue. 

Se  I*  asta  sia  di  vetro  ,  allora  per  I'  indicato  scorrere  di 
essa,  l'estremo  che  precede  manifesta  elettricità  positiva  ,  e 
contemporaneamente  quello  che  siegue  la  manifesta  negativa. 
Se  poi  T  asta  sia  di  cera  lacca,  di  zolfo,  o  di  resina  degli 
elettrofori,  accade  l'opposto;  cioè  l'estremo  che  precede  ma- 
nifesta elettricità  negativa  ,  e  quello  che  siegue  la  mostra 
positiva.  Le  aste  foggiate  di  queste  sostanze  dovranno  avere, 
per  la  necessaria  solidità,  un  anima  di  legno,  sporgente  al- 
quanto dagli  estremi;  cosicché  tenuta  l'asta  per  uno  qualun- 
que di  tali  sporti  ,  si  potrà  comodamente  fare  scorrere  in 
avanti  e  in   dietro. 

Sebbene  facciasi  che  l'attrito  abbia  luogo  per  brevissimo 
trailo  a  mezzo  dell'asta  idioeleltrica,  tanto  che  nel  progredire 
di  essa  gli  estremi  suoi  non  subiscano  per  lunghezza  consi- 
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derevole  veruno  strofinio  ,  pure  la  polarità    elettrostatica  si 
manifesta  sempre  negli  estremi  slessi. 

Adoperando  l'elettroscopio  di  Bohnenbcrger ,  come  quello 
che  mi  procurai  dal  sig.  Duboscq  a  Parigi,  e  che  mi  riesci 
eccellente,  i  più  tenni  movimenti  progressivi  dell'asta  per  entro 
gli  anelli  ,  bastano  alla  manifestazione  del  fenomeno  sopra 
espresso. 

Ripetendo  più  volte  il  moto  progressivo  dell'asta,  e  pren- 
dendo la  elettricità  dagli  estremi  saoi,  solo  quando  essa  pro- 
gredisce nella  medesima  direzione,  si  possono  accumulare  di 
molto  le  due  elettricità  negli  strumenti  che  valgono  a  trat- 
tenerla :  cosicché  a  questo  modo  si  può  avere  una  macchina 
elettrica,  da  fornire  ad  un  tempo  e  la  elettricità  positiva,  e  la 
negativa. 

Dunque  come  avvi  una  polarità  elettrodinamica,  così  pure 
vi  ha  una  polarità  elettrostatica,  la  quale  si  manifesta  in  al- 
cune sostanze  coibenti ,  come  sono  quelle  sopra  nominate , 
quando  si  facciano  scorrere  nel  modo  che  dicemmo  :  la  gutta 
percha  idrata,  ridotta  in  verghe  senza  verun'  altra  prepara- 
zione, sebbene  ottimo  isolante  ,  pure  non  mi  ha  fornito  hi 
tali  sperienze  polarità  di  sorta.  m 

Il  fenomeno  che  forma  l'oggetto  di  questa  comunicazione, 
viene  accompagnato  da  più  altre  circostanze,  che  saranno  in 
seguito  riferite.  Intanto  mi  sembra  opportuno  riflettere,  che 
sarà  utile  poscia  esaminare,  se  influisca,  e  come  la  polarità 
elettrostatica,  in  tutte  quelle  sperienze  fino  ad  ora  istituite  dal 
1788,  cioè  da  William  Nicholson  sino  ad  oggi  ,  nelle  quali 
è  manifesto  lo  sviluppo  dell'elettrico  tanto  per  l'avvicinarsi,  e 
per  l'allontanarsi  dei  corpi  fra  loro,  purché  uno  di  essi  al- 
meno sia  isolato,  quanto  pel  solo  cangiar  luogo  di  questo. 
Però  siffatto  esame,  come  ognun  vede  si  riferisce  unicamente 
alla  causa  dello  sviluppo  medesimo,  il  quale  potrà,  essa  qua- 
lunque sia,  verificare  sempre  in  genere  il  principio,  che  già  il 
sig.  D.r  Palagi  formulò,  e  che  rappresenta  il  fatto  dello  svi- 
loppo  stesso,  da  lui  pel  primo  con  generalità  direttamente  ri- 
conosciuto e  studiato. 
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SULLA  MANIERA  DI  DETERMINARE 

LA  FLESSIONE  DEI  TUBI 

NEI  GRANDI  STRUMENTI  ASTRONOMICI 

NOTA 

DEL  F.  A.  SECCHI 

Direttore  dell'Osservatorio  del  Collegio  Romano. 

Una  delle  più  gravi  difficoltà  che  si  incontrino  nella  astro- 
nomia pratica  per  la  determinazione  esatta  delle  distanze  ze- 
nitali è  la  flessione  dei  tubi  de'cannocchialì.  I  grandi  stru- 
menti che  nel  resto  sono  i  più  esatti,  in  questa  parte  sono 
i  più  soggetti  ad  errore.  I  costruttori  più  celebri  hanno  cer- 
cato di  eliminare  questa  sorgente  di  errore  col  apporvi  con- 
trappesi, o  col  dare  ai  tubi  la  forma  conica,  ma  malgrado  tali 
cautele,  le  flessioni  sono  sempre  la  pietra  di  inciampo  nelle 
osservazioni  esatte,  specialmente  adopraudo  i  moderni  circoli 
meridiani,  che  hanno  il  cannocchiale  sostenuto  solo  nel  mezzo 
dall'asse  di  rotazione.  Avendo  pertanto  io  questi  giorni  co- 
minciato a  discutere  una  copiosa  serie  di  osservazioni  sulla 
latitudine  fatte  al  nostro  cyjcolo  meridiano,  mi  sono  accorto 
che  tale  elemento  non  poteva  in  esso  trascurarsi,  ad  onta 
che  il  suo  tubo  sia  della  miglior  forma  e  solidità  possibile, 
onde  mi  era  indispensabile  farne  una  accurata  determinazio- 
ne (*).  Ma  la  ristrettezza  della  stanza  del  vecchio  osserva* 
torio,  ove  tuttora  sta  lo  strumento  non  mi  permetteva  di  usare 
il  metodo  dc'collimatori  opposti,  impiegato  dagli  astronomi 
per  determinare  il  coefficiente  orizzontale  di  flessione:  ed  inol- 
tre poteva  sempre  restare  dubbio  se  questa  seguisse  la  sup- 
posta legge  del  seno  della  distanza  zenitale*  Il  Sig.  Porro  ha 
ultimamente  nei  Conti  Resi  dell'accademia  di  Parigi  (**)  prò* 

(*)  Due  tronchi  di  cono  che  lo  formano  hanno  la  base  maggiore 
di  18.eM  di  diametro,  la  minore  di  I0.c<",  e  la  lunghezza  di  58.*"* 
(°)  C:  R.  14  Novembre  1853. 
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posto  ufi  metodo  per  conoscere  queste  flessioni  :  egli  propone 
di  fare  V  obiettivo  in  modo  che  la  superficie  ultima  rivolta 
all'oculare  sia  concava  e  di  roggie  perfettamente  uguale  alla 
lunghezza  foeale  del  telescopio.  Allora  dice  il  celebre  costrut- 
tore, illuminando  fortemente  i  fili  del  reticolo  ,  se  ne  avrà 
una  immagine  reale  riflessa  dalla  detta  superficie,  e  collo- 
cata nel  piano  focale  dell'istrumento,  dalla  distanza  della  quale 
colla  immagine  diretta  potrà  argomentarsi  la  flessione. 

Oltre  la  difficoltà  pratiea  di  costruire  un  tale  obiettivo  , 
che  solo  sommi  artisti  potranno  eseguire,  e  forse  anche  a  di- 
spendio della  sua  bontà,  li  metodo  proposto  dal  sig.  Porro 
ha  l'inconveniente  di  non  potersi  applicare  agli  strumenti  ora 
in  uso,  che  non  sodo  costruiti  con  tale  principio. 

Inflettendo  pertanto  a  questa  proposta  del  sig.  Porro,  mi 
è  votato  in  mente  che  potrebbesi  con  grande  facilità  e  poca 
spesa  applicarsi  per  tale  scopo  il  medesimo  principio  della 
riflessione  a  tutti  gli  strumenti  ora  in  uso,  e  ciò  col  sem- 
plicissimo mezzo  di  collocare  avanti  all'obiettivo  del  cannoc- 
chiale uno  specchio  perfettamente  piano.  I  raggi  emessi  dai 
fili  illuminati  del  reticolo  uscendo  paralleli  dall'obiettivo  si 
rifletterebbe!1  paralleli  da  esso  specchio  e  rientrando  nuova- 
ménte  nell'obiettivo,  formerebbero  una  seconda  imagfne  nel 
piano  focale  principale,  a  quella  guisa  che  accade  nell'oriz- 
zónte artificiale  di  mercurio.  Suppongasi  ora  lo  strumento 
Verticale,  coli4  obiettivo  in  aitò  e  concepiscasi  Timagine  del 
filo  oWZóhtale  del  reticolo  precisamente  sopraposta  al  filo  stes- 
so: In  tale  posizione  la  flessione  è  ùulla:  inclinando  ora  il 
caonocchialè,  se  vi  è  flessione  le  due  itaàgini  m  separeranno 
sempre  più  di  vantaggio  finché  all'orizzonte  avranno  la  mas- 
sima divergenza:  e  la  quantità  di  cui  si  sono  separate  mi- 
surata tira  una  vite  micrometrica  darà  il  dóppio  della  fles- 
sione totale  dell'  i struménto.  Oltre  queste  posizioni  estreme 
si  potrà  misurare  la  flessione  a  tutte  le  elevazioni  interme- 
die dell'obiettivo  e  vedere  se  essa  segue  la  legge  finora  sup- 
posta dagli  astronomi.  La  sola  difficoltà  consiste  ora  in  ri- 
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darre  in  pratica  questa  idea  nel  che  non  si  trovano   poche 
difficoltà. 

Ecco  per  tanto  come  vi  sono  riuscito.  Un  eccellente  spec- 
chio da  sestante,  lavoro  di  Monaco,  è  slato  fissato  con  ma- 
stice ad  una  piastra  metallica,  e  questa  con  forte  vite  ad  un 
telarino  triangolare.  Ai  vertici  di  questo  triangolo  sono  fis- 
sate tre  vili  lunghe  circa  un  pollice  le  quali  passano  in  al- 
trettanti fori  fatti  in  una  piastra  circolare  che  é  esattamente 
grande  quanto  la  luce  del  coperchio  dell'islromento  mede- 
simo (*).  Questa  piastra  è  stala  collocata  avanti  all'obiettivo 
e  fissata  stabilmente  con  tre  viti  alla  bocca  del  tubo  addi- 
zionale che  protegge  l'obiettivo,  e  ne  sopravanza  di  circa  2 
pollici.  Ciascuna  delle  tre  viti  che  porta  il  telarino  è  con- 
trastata da  una  forte  molla  spirale  di  acciaio,  in  modo  che 
girando  i  dadi  delle  viti  si  danno  tutti  i  movimenti  possi- 
bili allo  specchio. 

Questo  modo  mi  è  sembrato  il  più  sbrigativo  e  il  più  si- 
curo che  possa  immaginarsi  purché  si  dia  una  forza  assai 
grande  alle  spirali,  onde  non  possono  cedere  al  peso  dello 
specchio.  Quelle  da  me  adoperate  esigono  per  esser  sensi- 
bilmente comprese  una  forza  di  circa  2  libre,  e  lo  specchio 
col  suo  sostegno  non  pesa  3  oncie.  Dopo  che  con  questo,  o 
simile  altro  modo  siasi  collocato  lo  specchio  avanti  all'obbiet- 
tivo, deve  porsi  il  suo  piano  perfettamente  perpendicolare 
all'asse  ottico  del  cannocchiale,  nel  che  a  dir  vero  trovasi 
non  piccola  difficoltà.  Il  metodo  che  dopo  molti  tentativi  mi 
é  riuscito  il  più  facile  e  sicuro  é  il  seguente.  Preparato  il 
Circolo  meridiano  come  si  suole  per  fare  le  [osservazioni  a 
campo  illuminato,  cioè  accesa  la  lucerna  laterale  che  illumina 
il  campo,  sì  girava  lo  specchio  che  sta  nel  centro  del  cubo, 
talché  esso  invece  di  rifletter  la  luce  all'oculare  la  riflettesse 
all'obiettivo  :  quindi  un  assistente  dava  moti  grandi  allo  spec- 


ie Può  servire  a  questo  uso  il  coperchio,  stesso  ,  ma  per  una  ra- 
gione che  vedremo  appresso  si  adoprò  un  diaframma  forato. 
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duetto  posto  avanti  all'obiettivo,  finché  cadendo  su  di  esso 
la  luce  del  riflettore  dell'asse,  venisse  riverberata  all'oculare, 
e  si  vedesse  il  campo  leggiermente  illuminalo.  In  tal  posi- 
zione lo  specchio  posto  avanti  allobiettivo  è  assai  prossimo 
alla  sua  posizione,  e  restava  solo  a  portarvelo  esattamente. 

A  tal  effetto  tolto  l'oculare  (cioè  non  solo  le  lenti  ma  an- 
che il  tubetto  in  cui  esse  scorrono/,  si  lasciava  allo  scoperto 
tutto  il  foro  del  diaframma  su  cui  sono  tesi  i  fili  del  reti- 
colo, e  avanti  a  questo  si  moveva  in  vario  direzioni  la  fiatat- 
ola di  una  candela,  finché  riuscisse  di  vederla  riflessa  dallo 
specchietto;  allora  coi  piccoli  movimenti  delle  sue  viti  si 
cooduceva  l'immagine  della  stessa  fiamma  ad  esser  più  ce  ni- 
trato al  campo  che  fosse  possibile  >  al  che  si  riesce  facilmen- 
te, essendo  la  fiamma  abbastanza  trasparente  ,  onde  la  sua 
immagine  riflessa  può  sovrapporsi  alla  diretta. 

Ottenuta  in  questa  maniera  la  maggior  possibile  centrazione 
dello  specchio,  si  collocava  l'oculare  ,  e  con  esso  si  portava 
al  massimo  di  precisione, 

L'ocnlare  usato  in  queste  ricerche  è  quello  stesso  che  serve 
per  prendere  il  punto  nadir  coll'orizzonte  di  mercurio,  ed  é 
formalo  di  una  lente  semplice  convessa,  dopo  la  quale  è  uno 
specchietto  piano  di  argento,  forato  nel  centro,  ed  inclinato 
di  45°  al  suo  asse  ,  che  illuminato  fortemente  per  un  foro 
laterale  getta  la  luce  sui  fili  del  reticolo.  In  queste  espe- 
rienze però  si  è  trovato  assai  comodo  di  coprire  il  suo  foro 
centrale  con  una  lastra  finissima  di  vetro  che  fa  da  riflet* 
tore,  e  insieme  non  impedisce  la  visione  diretta.  Tuttavia,  lo 
specchietto  d'argento  non  é  senza  utilità  perché  dà  luce  più 
viva,  e  con  essa  si  trova  più  facilmente  la  via  da  centrare 
lo  specchio  principale  che  sta  avanti  all'obiettivo. 

Compiuti  questi  preparativi,  con  un  poco  di  pazienza  e  di 
attenzione  si  riuscirà  a  vedere  nettissimi  i  fili  diretti  e  la 
loro  immagine  riflessa.  Se  non  che  per  esatti  che  siano  gli 
specchi  piani  è  difficile  che  reggano  a  una   prova  così  deli- 
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cala  quale  é  questa.  Il  nostro  ai  trovò  perciò  in  difetto ,  <e 
per  aver  netta  l'immagine  dei  fili  bisognò  spinger  dentro  il 
reticolo  di  circa  otto  millimetri,  il  che  è  segno  dell9  essere 
esso  leggiermente  concavo,  Nelle  attuali  esperienze  a  dir  vero 
ciò  è  di  poco  rilievo,  perchè  tale  variazione  di, distanza  ap- 
pena può  alterare  la  legge  della  flessione ,  ma  6  sempre  un 
inconveniente  che  bisogna  evitare,  tanto  per  non  dovere  scon- 
certare la  collimazione  dello  strumento,  che  per  godere  de| 
vantaggio  di  osservare  insieme  colla  flessione  gli  oggetti  c*i 
lesti  al  medesimo  tempo.  Fu  della  speranza  di  poter  fare 
tale  doppia  osselrvazione  che  io  avea  fatto  applicare  lo  spec- 
chio ad  una  piastra  forata  nel  centro  con  una  apertura  cir- 
colare di  oltre  due  pollici,  e  benché  lo  specchio  dovesse  in- 
tercettare alcuni  raggi,  pure  per  gli  oggetti  assai  luminosi. la 
cosa  poteva  essere  senza  inconveniente;  ma  l'incidente  di  cui 
ho  detto,  cioè  la  concavità  dello  specchietto  che  obbligò  a 
mutare  il  foco,  rese  vana  questa  previsione. 

Vengo  ora  al  risullamento  delle  osservazioni*  Siccome  l'o- 
culare del  nostro  circolo  meridiano  è  fornito  di  due  viti  mi- 
crometriche l'una  in  ascensione  retta  l'altra  in  declinazione* 
trassi  partito  da  questi  accessori!  per  diminuire  gli  errori  di 
osservazione.  Invece  dunque  di  coprire  le  immagini  riflesse 
coi  fili  diretti,  collocai  da  principio  questi  ad  una  piccola 
distanza.  Il  filo  mobile  orizzontalo  era  circa  a  IO'7  dal  fisso, 
e  coi  piccoli  movimenti  delle  viti  dello  specchio  si  portarono 
le  due  immagini  a  circa  altrettanto  di  distanza  t  si  aveano 
così  quattro  immagini  di  fili  (due  dirette  e  due  riflesse),  e 
stando  quelle  del  filo  mobile  io  mezzo  le  loro  distanze  pote- 
vano rendersi  perfettamente  eguali  mediante  il  moto  della  vite 

m 

micrometrica.  Appresso  però  trovai  più  conveniente  di  sovrap- 
porre una  delle  immagini .  riflesse  colla  diretta,  il  che  riesce 
mirabilmente  coprendo  quella  del  filo  mobile,  col  filo  mobile 
stesso. 
Sarebbe  inutile  dare  in  particolare  i  risultamene  di  que- 
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tti  tentativi,  solo  dirò  di  alcune  conseguenze  dio  quali  eoa* 
arrivato. 

Coperta  che  aia  l'immagine  riflessa  col  suo  filo,  mentre  il 
cannocchiale  sta  in  posizione  verticale,  se  esso  si  inclina  al 
Snd  o  al  Nord  vcggonsi  le  immagini  separarsi  immediata* 
mente.  Ma  venendo  alle  misure  si  trovano  alcuni  risultati  a 
prima  vista  assai  singolari.  La  flessione  non  apparisce  punto 
proporzionale  ad  una  funzione  simmetrica  delle  distanze  ze- 
nitali dalle  due  parti  della  verticale.  Da  varie  osservazioni  ab- 
bastanza concordanti  in  questo  punto  si  ebbero  per  un  me* 
dio  i  seguenti  valori. 

Distanza  zenitale  dell'obiettivo        flessione 

90°  ai  Sud  —  4".14 

4d°  al  Sud  —  2.  69 

0°       Zenit  0. 00 

45°  al  Nord         -*~  1.  17 
90*  al  Nord         h-  0.  41 

Questi  numeri  sono  ottenuti  sottraendo  le  letture  della  te- 
sta della  vite  micrometrica  nelle  varie  posizioni  del  cannoc- 
chiale dalla  lettura  ohe  avea  luogo  quando  il  cannocchiale 
era  verticale  dividendo  per  duo  le  differenze,  e  riducendole 
in  secondi  di  arco.  La  funzione  che  li  rappresenta  non  ò  certo 
il  semplice  seno  della  distanza  zenitale. 

Oltre  Tessere  le  flessioni  diverse  al  Sud  e  al  Nord,  è  sin* 
gelare  l'anomalìa  trovata  costante  in  questa  e  in  altre  serie 
che  ia  flessione  orizzontale  dalla  parte  del  Nord  è  minore  di 
quella  osservala  a  45°  dalla  stessa  parte.  Dopo  avere  più  volte 
cambiato  i  sostegni  e  le  molle,  e  fermato  il  più  che  possibile 
i  pezzi,  pure  l'anomalia  sussisteva. 

La  sua  costanza  mi  faceva  credere  che  non  vi  fosse  illu- 
sione, ma  non  avrei  saputo  come  spiegare  questo  paradosso, 
se  non  mi  fossi  accorto  di  un  altro  fatto  assai  importante. 
Questo  è  che  it  tubo   del  cannocchiale   impiega    un  tempo 
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assai  lungo  per  arrivare  ad  una  figura  stabile  di  equilibrio 
fra  le  forze  molecolari  e  la  gravità.  Il  primo  sentore  di  que- 
sto lo  ebbi  dal  vedere  una  differenza  nel  valore  delle  fles- 
sioni secondo  cbe  era  più  o  meno  lungo  il  tempo  dacché  il 
cannocchiale  era  stato  in  posizione  orizzontale.  Così  mettendo 
i  fili  perfettamente  equidistanti,  poi  ritornando  all'osservazio- 
ne qualche  tempo  dopo  essi  trova  vansi  spostati  di  quantità 
che  talora  superava  1".  Posto  questo  fatto  si  vede  che  du- 
rante il  tempo  notabile  richiesto  a  fare  gli  aggiustamenti 
dello  specchio  il  tubo  deve  aver  preso  certa  figura  cui  va 
perdendo  solo  a  poco  a  poco  quando  si  solleva  lo  strumento, 
e  perciò  le  flessioni  osservate  in  ciascuna  posizione  sono  com- 
plicate della  flessione  dovuta  alla  distanza  zenitale  attuale  , 
e  di  quella  flessione  che  attualmente  va  restituendosi.  Questa 
panni,  molto  probabilmente  la  causa  della  suddetta  anomalia 
E  in  fatti  le  flessioni  assolute  cbe  più  scostavano  dall'anda- 
mento regolare  si  aveano  dalle  osservazioni  fatte  immediata- 
mente dopo  cbe  il  tubo  era  stato  un  tempo  notabile  in  po- 
sizione orizzontale.  Era  facile  il  verificare  questa  congettura, 
istituendo  un  altra  serie  dopo  che  il  tubo  era  stato  pure 
mollo  tempo  orizzontale,  ma  colf  obiettivo  al  nord.  In  fatti 
i  risanamenti  furono  col  medesimo  ordine  che  dianzi  ,  colla 
sola  differenza  che  gli  eccessi  maggiori  erano  al  Nord,  cioè 
inversamente  di  quelli  dati  di  sopra.  Che  col  tempo  si  pro- 
duca realmente  un  aumento  di  flessione  ,  non  deve  riuscire 
nuovo,  ma  non  so  che  gli  astronomi  finora  l'abbiano  avver- 
tito. Ad  ogni  modo  però  questo  introduce  una  seria  compli- 
cazione negli  elementi  dell'osservazione ,  e  a  questa  cagione 
sono  forse  dovute  certe  irregolarità  delle  quali  finora  non  si 
è  saputo  dare  ragione. 

Io  non  intendo  di  dare  questi  risultati  come  definitivi,  ben 
sapendo  che  è  necessario  ripetere  queste  osservazioni,  molle 
e  molte  volte  con  apparecchi  diversi  e  falli  colla  precisione 
che  domanda  una  tale  materia,  e  che  con  uno  costruito  alla 
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meglio  qnale  era  il    mio,  male  può  studiarsi  un    punto  così 
delicato.  Ho  voluto  però  esporre  i  fatti  perchè   pajonmi  im- 
portanti anche  per  la  teoria  generale  delle  flessioni.    Infatti 

* 

si  suppone  comunemente  in  questa,  che,  quando  un  corpo  ri- 
flette, le  sue  sezioni  trasversali  all'asse  di  lunghezza  rotino 
attorno  ad  una  linea  neutra  che  non  soffre  né  allungamento 
né  accorciamento,  e  si  prescinde  dallo  scorrimento  che  po- 
trebbe aver  luogo  nelle  sezioni  stesse  parallelamente  tra  di 
loro  secondo  la  direzione  della  gravità. 

Ora  esaminando  le  conseguenze  che  deve  produrre  la  pri- 
ma maniera  di  concepir  la  flessione  si  vedrà  che  nelle  varie 
elevazioni  l'obiettivo  deve  cambiare  inclinazione  rapporto  alla 
linea  di  fiducia,  ma  l'effetto  dello  scorrimento  dello  sezioni 
parallelamente  a  loro  stesse  sarebbe  tutto  differente ,  e  per 
la  flessione  prodotta  in  questo  ultimo  modo,  l'obiettivo  reste- 
rebbe sempre  parallelo  a  sé  slesso,  e  senza  mutare  angolo  rap- 
porto alla  predelta  linea  di  fiducia.  Il  vero  modo  di  agire 
delle  forze  molecolari  in  natura,  deve  essere  un  complesso  di 
questi  due,e  l'esperienze  in  cui  le  flessioni  a  45°  risultano  mag- 
giori dalle  orizzontali  potrebbero  far  sospettare  che  la  maniera 
solita  di  considerare  le  flessioni  è  forse  inadequata.  Uno  studio 
esatto  delle  flessioni  fatte  col  metodo  che  io  ho  provato,  potrà 
gettar  gran  lume  su  questa  materia.  Io  spero  di  potere  quanto 
prima  con  più  agio  e  con  migliori  mezzi  ritornare  su  que- 
sto punto  ,  che  é  interessante  non  solo  agli  astronomi ,  ma 
anche  ai  meccanici  tanto  pratici  che  teorici,  e  spero  ancora 
che  gli  artisti  di  precisione  prenderanno  a  cuore  tale  mate- 
ria, come  degna  della  più  grande  considerazione. 

Abbiamo  veduto  che  gli  errori  i  quali  possono  nascere  dalla 
flessione  nelle  distanze  zenitali  sono  diversi  secondo  la  posizione 
che  avea  il  cannocchiale  prima  dell'osservazione^  e  secondo  il 
tempo  che  è  stato  in  quella  posizione.  Ora  tali  elementi  sa- 
rebbero in  pratica  difficilissimi  a  valutarsi ,  quindi  si  rende 
necessario  un  mezzo  diretto,  onde  potersi  ad  ogni  volta  prò- 
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munire  contro  tale  difetti,  e  misurare  direttamente  la  fles- 
sione in  ciascuna  osservaiione.  Utilissimo  sarebbe  quindi 
quello  proposto  dal  sig.  Porro,  se  potesse  mettersi  in  pratica 
in  tatti  gli  attuali  strumenti.  Potrebbe  pure  invece  di  esso 
adottarsi  l'uso  dello  specchio  piano  collocato  avanti  l'obietti- 
vo, ma  esso  avrebbe  1'  inconveniente  di  intercettare  i  raggi 
centrali  dell'obiettivo.  Resterebbe  un  terzo  espediente,  pure 
assai  semplice,  e  questo  potrebbe  ridurai  in  pratica  iu  due 
modi:  1.°  fissare  sopra  l'obiettivo,  congiungendovelo  iovaria* 
bilmente,  uno  specchio  concavo  ,  che  al  modo  indicato  dal 
sig.  Porro  riflettesse  al  foco  dell'oculare  l'immagine  dei  fili. 
8.°  Col  fissare  due  reticoli  alle  estremità  che  portano  l'ocu- 
lare e  l'obiettivo,  e  frapporre  ad  essi  un  obiettivo  di  una  di- 
stanza focale  eguale  ad  un  quarto  della  distanza  de'medesimi 
reticoli.  Mediante  questo  l'imagine  del  primo  reticolo  sopra 
V  obiettivo  si  formerebbe  sul  secondo  reticolo  posto  sopra 
l'oculare,  e  le  loro  posizioni  relative  darebbero  facilmente  la 
flessione.  Tale  apparato  potrebbe  avere  la  forma  di  un  altro 
canocchiale  sovrapposto  al  canooccbiale  principale  dello  stru- 
mento, e  aggiunto  agli  strumenti  attualmente  in  uso  potrebbe 
congegnarsi  in  modo  che  non  ne  deformasse  punto  la  eleganza. 
In  quelli  poi  di  nuova  costruzione  ,  potrebbero  disporsi  in 
guisa  che  l'immagine  del  reticolo  posto  all'obiettivo  venisse 
a  cadere  sul  reticolo  ordinario  che  sta  all'oculare.  Questo  se- 
condo metodo  sarebbe  da  preferirsi  a  quello  della  riflessione 
che  richiede  sempre  forte  luce,  e  che  perciò  spesso  di  giorno 
non  si  può  usare.  Inoltre  sarebbero  da  adottarsi  tubi  a  se- 
zione quadrata,  che  offrono  qualcuna  resistenza  doppia  di 
quelli  a  sezione  circolare,  e  farsi  di  acciaio,  e  non  di  ot- 
tone che  è  metallo  troppo  cedevole. 
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RETTIFICAZIONE  DI  ALCUNE  CORVÈ  SFERICHE 

NOTA 
01  BAIUVABA  TORTOL1NI 


Prenderò  a  considerare  in  questa  breve  nota  la  rettifi- 
cazione di  due  curve  sferiche,  sulle  quali  unitamente  ad  al- 
tre curve  sferiche  ne  avea  fatto  di  già  delle  ricerche  soli* 
espressione  della  lor  quadratura  in  una  Memoria  pubblicata 
nel  tomo  24  della  Società  Italiana  delle  Scienze  nel  1849 , 
ed  anche  nel  tomo  I.  di  questi  Annali. 

l.°  Immaginiamo,  che  sia  descritto  un  cono  sopra  una 
curva  piana  determinata  da  un'equazione  generale 

Se  si  faccia  l'intersezione  di  questo  cono  con  una  sfera  con- 
centrica è  noto  in  allora,  che  la  curva  segnata  nella  super- 
ficie sferica  potrà  essere  rappresentala  da  una  equazione 
della  stessa  forma  della  direttrice,  ed  ove  le  curve  x,  y  sa- 
ranno le  tangenti  trigonometriche'  degli  angoli ,  che  le  prò- 
jezioni  del  raggio  vettore  nei  piani  xz,  yz  formano  con  l'asse 
delle  z.  Le  coordinate  ortogonali  X,  Y,  Z  di  un  punto  qua- 
lunque  della  curva  sferica  trovansi  collegate  con  le  coordi- 
nate sferiche  xf  y  per  mezzo  dei  valori 

x  t/ 

X   =     7T7Z * ó,      «     Y  5= 


|^(l-+-**-HyV  !/■(!  4- *• -4- jf) 


Z    SS 


1^(1  4-  *'  +  V%) 


d'onde  se  sia  *  l'arco  della  corra  sferica  compotalo  a  partir 
da  on  ponto  fisso  si  avrà  per  il  soo  differenziale 
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e  quindi  per  la  sostituzione  dei  valori  in  coordinate  sferiche 


t^[da>'  H-  dy'  -4-  (ydx  -  gdy)'] 

1  -4_  X»  .+.  y». 


Applichiamo  questa  forinola  a  due  casi  particolari. 

2.°  Sia  la  curva  sferica  di  equazione  in  coordinale  sfe- 
riche 


(t)'-(I)!  =  * 


avremo  dalla  differenziazione 


^  s*a  — (— ^  3  (!\ 
da?  \  a  /     \  x  ! 


3 


d'onde 


y,ax  —  xdy  =■ — *  ax 


*>  3 


a 


Di  qui  per  il  differenziale  dell1  arco  della  nostra  curva  de* 
duciamo 


a.  2  a 

3  /  «i  x   3  ,  ~  „  .  T 


<k= 


*KK)+'^h."(7^)] 


■^ •■ 


(-)3(i+a:*^y') 


^       3 

a  '  ~ 
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Per  introdurci  nell'  integrazione  di  questa  forinola  differen- 
ziale, osserviamo  primieramente,  che  l'equazione  della  curva 
è  verificata  dalla  sostituzione  trigonometrica 

—  sss  cos3ti ,    —  =  senati, 
a  à 

e  perciò  il  precedente  valore  di  ds  si  trasforma  in 

.  0  .   l/r(a*cosau-f-4asenatH-aaA2sen3tt  cos2ti) 

da  =  —  3sen  u  cos  u  du— 3 = — - - — - — • 

1  -+-  a  cos6u  -f-  6  sen6ti 

Poniamo  inoltre 

3 
cosati  =  z,    e,     —  3  senti  costi  dti  =  —  Az 

si  ricaverà  la  formota 

3         j/^ft*  +.  («*  —  *a  -f-  a2b2)z  —  aa*V] 

QS  =    -T-QZ 


2       1  h-  b2  —  *b*z  h-  36  V  -f-  (a2  —  b2)z* 

la  quale  é  integrabile  per  logaritmi,  e  per  archi  circolari. 
Per  eseguire  l'integrazione  fa  d'uopo  decomporre  la  frazione 
composta  in  frazioni  semplici,  il  che  richiede  la  conoscenza 
delle  tre  radici  dell'equazione 

,  db2       a  342  Ih- A* 

*   -*-   a2  —  b2  a2  -  b2        ^    a*—b2         U' 

Trasformiamola  in  altra  equazione,  mancante  del  secondo  ter- 
mine col  porre 

b2 

z  —  v  — ^ — ir 

si  otterrà  un'equazione  della  forma 

t>3  —  3pt?  •+•  2jf  =  0  , 
ove 


.2/2 


—    ab         —  a'*  V  "+~ b*)  •*•  <a'  ~  w 

p     (a2— by  q~  2(o*— by 
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La  nuova  equazione  di  terzo  grado  in  t>  ammette  ma  radico 

«a 
reale  negativa,  e  due  radici  immaginarie*  In  essa  ~  <  1  il 

che  esclude  il  caso  irreducibile,  per  cui  facendo 

d3  1 

T  =  sena  <p ,      tang  —  y  =  tang3o> 

si  ottengono,  come  é  noto,  le  tre  radici  sotto  la  forma  tri- 
gonometrica 

v  =  —  j/p.cosec  2o) 

v  =  i/p.(cosec  2&)  —  (M^a.^S  .  l/" — 1) 

t?  =  i//?.(cosec  2*>  -h  cot  2a>.  j/"3  .  l/^-— 1). 

Di  qui  conosceremo  i  tre  valori  in  *  ,  a  quindi  i  fattori 
componenti  il  denominatore  del  valore  di  ds  ,  ed  in  ultimo 
la  decomposizione  della  frazione  composta  in  frazioni  sem- 
plici. Per  non  allungare  di  soverchio  la  presente  nota  ci  li- 
miteremo al  caso  di  a  =  b ,  ed  avremo  per  il  differenziale 
dell'arco  della  nuova  curva  sferica 

a*  =  —az 


2      Ih- a2—  3aa*-H3aV 


Il  secondo  membro  si  rende  facilmente  integrabile. 

3.°  Si  toglie  in  ambedue  i  trinomi  il  termine  alla   prima 
potenza  di  %  col  porre 


e  perciò 


z  =  v  •+-  — ,     iz  =  àv 


t      »,l/ì'-T-*) 

d«  ss  ttAv  ; 


°2    •   3aV 


4 
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d'onde  da  una  integrazione  indefinita 

. .  ai.Ke:ì-4 

4 

Quest'integrale  è  esprimile  in  archi  ài  tangente  :  per  otte- 
nere il  quadrante  S  della  curva,  basterà  richiamare  il  valore 
di  t>,  onde  ottenere  i  limiti  dell'integrale.  Ora  dal  valore  di 
t»  si  trae 

2 

1  ,  l       /  x\3        1 

— *-i r- «*•  — Ht)  -t 

ed  i  limiti  sono  x  =  0,  x  =  a  ,  ai  quali  corrisponde... 

1  1 

•-*-7»  — T 

e  potremo  sostituire 

1 
t>=0,     v  =  — 

parche  si  duplichi  l'integrale,  il  che  porge 


S 


1+T  •+^3a\>* 


>'„» 


Ciò  posto  se  pongasi  generalmente 

si  ha  dalle  note  forinole  d'integrazione 

de^U      p  f do         iuff-~Bu\  r  iv 


/avy  v      p  /*dt>        /a/3'  —  jg«  \  /» 


U'I^U 
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Ambedue  gli  integrali  del  secondo  membro  sono  espressi  o 
da  logaritmi,  o  da  archi  di  cerchio,  secondo  che  sia 

a«'/3'  —  /3a2  < 0    o    >0; 
così  per  il  secondo  dei  casi  abbiamo 

Jvyv  -  wwdp-p*) arc- lang  L     Wv —  J  • 

Nel  nostro  caso 


a* 


«  =  1+4-,    /3  =  — 1,    «'««,    £'=3a% 

««'/3'  -  /3«*  =(l  -i-  j)2(l  h-  3»»)  >  0, 
e  quindi 

di? 


J(i+? 


■(«+T+w)l/'(,+T-') 


t,^(l  .+.  3a») 


: 5 are  tane  1  „    /       = — |  . 

(1  +  '-y<s  +  3.-)        y  (i  + 1.  _ .-  )J 

Con  questi  integrali,  il  valore  precedente  di  s  porge 

--=-,"V(«  +  T-")] 

Kll-+-  3aa)  r         t>l/"(l -f-3o')        1 

+     *     arc  ung  Lìtt; — s—\J 

V  V  "*"  T  —  ) 
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ed  infine  per  il  quadrante  s  si  ottiene 

,=[l/(l-4-3«').«rctaog(^i^p) 


-arctang(         *         )]. 


1^(3  -+-  a') 

Osserveremo  che  la  curva  piana  di  equazione  fra  le  coordi- 
nate ortogonali 


©'-£)'=' 


rappresenta  un'ipocicloide  generata  dalla  ruota zione  di  un  cir- 
colo di  raggio  a  entro  un  circolo  di  raggio  quadruplo  ,  ed 
essa  serve  di  curva  direttrice  del  cono  concentrico  alla  sfe- 
ra, dall'intersezione  delle  quali  due  superficie  si  é  data  ori- 
gine alla  curva  sferica  da  noi  considerata. 

4.°  Prendiamo  un'ellisse  sferica    riferita    egualmente  alle 
ccordinalc  sferiche,  e  di  equazione 


si  avrà 


2  a 

-•+■^-=1 


A  b'      *   A 


d'onde  il  valore  di  ds  riportato  alla  fine  del   parag.  1.°  di 

viene 

_         adx[fla\i  -H  *2)  -  (a2  —  W] 

*  —  ^(a2  —  xa).[aa(i  -h  b%)  -*-  (a*  —  b*)x*-\  ' 

Poniamo 

x  =  a  sen  9  , 

otterremo  per  l'arco  dell'ellisse  sferica, 
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_rdyi/|y(l  -k«3)  —  (a*  —  ftB)serì*f] 
9  —J         i+b2  +  (a2  —  ia)senap 

L'integrale  si  riduce  ad  una  funzione  ellittica  di  terza  spe- 
cie, come  già  si  conosce,  e  come  io  stesso  dimostrai  in  al* 
tra  Memoria  nell'  anno  1846.  L'area  dell'  ellisse  sferica  an- 
che essa  dipende  da  una  funzione  ellittica  di  terza  specie 
di  forma  somigliante  al  precedente  integrale,  e  si  otter-» 
rà  tanto  il  quadrante,  quanto  la  quarta  parte    dell'area  col- 

l'estendere  l'integrazione  fra  i  limiti  9  =  0 ,  f  =  -*  .  Che 

se  si  consideri  l'ellisse  sferica  del  cono  supplementario ,  in 
allora,  fra  il  quadrante  S  dell'ellisse  sferica,  e  la  quarta  parte 
A  dell'area  dell'ellisse  sferica  supplementaria  si  ha  la  rela« 
zione 

d'onde  si  deduce  una  dipendenza  fra  la  rettificazione  della 
ellisse  sferica,  e  la  quadratura  dell'ellisse  sferica  supplemen- 
taria, e  reciprocamente.  Questa  proprietà  fu  osservata  dal 
Professor  Mac  Cullagh  ,  come  viene  asserito  dal  Sig.  Prof. 
James  Booth  in  una  sua  Opera,  the  theory  ofclliptic  integrale. 
Londra  1851,  pag.  20,  ove  si  troveranno  delle  altre  interes- 
santi ricerche  sui  trascendenti  ellittici  riferiti  alle  coniche 
sferiche. 

BIBLIOGRAFIA 


»  Note  sur  la  théorie  des  Besidus  quadraliques  par  M.  An- 
»  gelo  Genocchi.  Extrait  du  tom.  XXV  des  Hémoires  couron- 
»  nés,  et  mémoires  des  Savants  étrangers  de  l'Académie  Ro- 
»  yale  de  Belgique. 

In  questa  nuova  produzione  del  Sig.  Angelo  Genocchi  di 
già  noto  ai  geometri  per  altri  suoi   dotti    lavori    di   analisi 
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pura,  ed  applicata,  l'autore  gli  attribuisca  il  modesto  titolo 
di  Notm  $ui  nridui  quadratici,  e  consiste  in  un'opuscolo  in  4.° 
di  pag.  54,  e  diviso  ia  15  paragrafi.  In  questo  importante 
lavoro  l'autore  fa  mostra  di  una  grand  abilità  nel  trattare  le 
difficili  ed  alte  teoriche  sui  numeri,  e  presenta  con  bell'or- 
dine* e  chiarezza  una  diarastrazione  della  legge  di  reciprocità 
di  Legendre,  e  giunge  a  certi  integrali  finiti  ottenuti  dal  Sigw 
Gauss  e  dimostrati  dai  più  rinomati  geometri.  Ci  lusinghiamo 
che  il  Sig.  Genocchi  proseguendo  i  suoi  studii  sulla  teoria  de' 
numeri  faciliterà  la  ria  ai  cultori  delle  scienze  esatte.  Da  una 
recente  lettera  poi  ricevuta  dal  Sig.  Genocchi,  conosciamo  che 
il  celebre  geometra  Sig.  Lebugue  di  Bordeaux  sta  scrivendo 
una  Memoria  Sui  residui,  ed  invita  il  Sig.  Genocchi  a  farne 
una  traduzione  italiana  per  essere  inserita  nei  nostri  Annali; 
noi  non  possiamo  che  anticipatamente  ringraziare  il  Sig.  Le- 
besgue,  ed  impegniamo  il  Sig.  Genocchi  a  farne  una  pronta 
tradazione  al  momento  che  le  sarà  inviata  la  memoria. 


»  Mòmoire  aur  tea  fonctioos  connues  sous  le  nom  de  Rèsili- 
*  tante*,  ou  de  déterminans  par  M.r  Felix  Ckio*  Turin.  1853. 

Il  continuo  bisogno  che  si  presenta  ai  geometri  di  far  uso 
dei  determinanti  nelle  più  svariate  questioni  dell'analisi  Ma* 
tematica,  fa  riconoscere  nello  stesso  tempo  l'importanza  di 
queste  specie  di  funzioni.  Esse  ai  presentano  specialmente 
nell'eliminazione  ,  e  si  può  dire  che  nascano  negli  elementi 
d'algebra  nella  risoluzione  dell'equazioni  determinale  di  1.° 
grado.  Il  Sig.  F.  Ghio  divide  la  sua  Memoria  composta  di 
32  pagine  in  8°  in  due  parag.  Nel  primo  giudiziósamente 
espone  alcuni  teoremi,  quali  richiamano  in  parte  quanto  su 
Io  stesso  soggetto  hanno  scritto  diversi  geometri,  ad  in  par- 
ticolare Jzeoti,  ed  i  Sig.  Cauchy,  e  Bintt.  Nel  secondo  pa- 
ragrafo presenta  delle  applicazioni  alla  teoria  dell'elimina- 
zione. Il  Sig.  Ghio  renderà  ancora  maggior  servigio  ai  cul- 
tori delle  scienze  esatte  nella  nostra  Italia ,  se  in   appresso 
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con  al  Ire  sue  dotte  Memorie,  e  produzioni    renderà  più  fa- 
cile lo  studio  dei  determinanti.  Conosciamo  che  il  Sig.  Spit- 
toswode  ha  pubblicato  in 'Londra  un'Opera  sui  determinanti  , 
e  da  lungo  tempo  l'attendiamo  per  annunciarla  negli  Annali. 


»  A.  Trcalise  on  the  Higher  piane  curves  intend  as  a  se- 
»  quei  to  a  treatise  on  conic  sections.  By  the  Rev.  George 
»  Salmon,  M.  A.  Fellow  and  tutor.  Trinity  College»,  Dublin 
<c  1852. 

L'opera,  che  annunciamo  del  Sig.  Prof.  Salmon  distinto 
geometra  di  Dublin  é  un  trattato  sopra  ie  curve  piane  d'or- 
dino superiore  al  secondo,  e  serve  di  proseguimento  ad  un 
eccellente  trattato  di  Sezioni  coniche  pubblicato  dallo  stesso 
autore  con  una  seconda  Edizione  nel  1850.  La  nuova  opera 
è  un  volume  in  8°  di  316  pagine  con  le  figure  intercalate 
nel  testo.  Essa  è  divisa  in  sette  capitoli ,  e  termina  con  al- 
cune note.  Sarebbe  veramente  troppo  lungo  l'entrare  qui  nel 
dettaglio  di  tutte  quante  le  importanti  questioni  di  geometria 
relative  alle  curve  piane,  e  trattate  dal  dotto  autore  :  diremo 
che  in  essa  compendiosamente  ,  ed  elegantemente  trovasi , 
quanto  di  più  utile  è  stato  scritto  dai  geometri  Sig.  Steiner, 
Chasles,  Poncelet,  Moebins,  Plucher,  Macullagh,  e  da  tanti 
altri,  i  quali  hanno  scritto  le  loro  Memorie  nei  giornali  dei 
Sig.  Liouville ,  Creile ,  e  Thompson.  Questa  opera  la  credia- 
mo utile  tanto  ai  Professori,  quanto  agli  allievi  ,  e  sarebbe 
desiderabile  una  traduzione  italiana,  nella  quale  a  guisa  di 
note  si  aggiungesse  quanto  per  l'avanzamento  della  moderna 
geometria  é  stato  fatto  dai  Professori  della  nostra  Italia,  ed 
in  particolare  dai  Sig.  Prof.  Bellavilis,  Chelini.  Attendiamo 
infatti  per  gti  Annali  dal  Sig.  Prof.  Bellavilis  un  trattato  sulla 
Geometria  derivata,  e  sulle  quale  esso  già  da  lungo  tempo  ne 
ha  pubblicato  importanti  Memorie. 


r 
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DE  1NTEGRALIBUS  MODULARIBUS 
ACCT.  CHR.  GCDEHIHAINtf  (') 


Serie»  ad  modalarlnm  Integrallam 
valore*  computando»  eYolTuntar. 

1. 

SERIES,   QUIBUS  MODULA  RI  A  PRIMI  GENERIS 
INTEGRALI  A  COMPUTA  RI    POSSINT. 

§.  10. 

Ad  primi  generis  modularla  integralia,  quippe  quac  para- 
metram  non  babeaot,  in  seriebus  evol  fenda  novis  parametri 
functionibus  uti  non  possumas.  Insuper  hae  series  maximam 
partem  in  pròmptu  sani. 

Ponendo  brevitalis  causa  : 

.  _  la.3a.5a  ...  (2r  —  l)a 
r  ~      2a.4a.6a  ...  lari*      ; 

'  '     _  .         _   i  _  la.3  la.3a.5 

—  *2-3'-5*  ...  (2r— 3)a.(2r— 1  ) 
€r  —    2a.4a.6a  ...  (2r-2)a.(2r)a     ' 


(*)  Vedi  per  la  prima  sezione,  Annali  di  Scienze  Mat.  e  Fis.  tom. 
II*,  Anno  1881  ,  pag.  587  e  aeg.  Per  la  seconda  sezione,  tom.  Ili*, 
Anno  1852,  pag.  442  e  seg. 

Annali  di  Sciente  Mat.  e  FU.  T.  V.  marzo  1854.  0 
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—  n       _   *  12-3         _  Vy5 

la.3'.5* ...  (2r—  3)'.  (2r  -  1) 
v  *■  ~        2\4\6*...  (2r  —  2)a.(2r)  ' 

2\5*.7a....  (2r  — J)\(2r-+-  1) 
^^     2*.4*.6*....(2r -  2ja.(2r)*  ""' 

notationem  aliqaam  deligimus,  quam  et  postea  persa  epe  ad- 
hibebinras.  Qaaratb  qàaèqoe  «erìeHam  canrergit,  vernmtainen 
earam  conrefgeòlìa  rctafdata  est,  quod  inde  perspicies,  quod 
factores  ,  qaibuscum  qaodqae  lalis  seriei  membrana  ordine 
imiltipltcandum  est,  ut  proximum  eiasdem  seriei  membrum 
invenias,  semper  sìnt  fractiones  integrae  ,  quae  in  infini  tum 
crescentes  ad  finem  1  adpropinqaant.  Est  enim 

dr*l-M27T2)  ' 

(2r  -  l)(2r  -t-  1) 

m,e"l==S"       (2r^-2)'  Pr°r>0' 

(  '  / 

[  (2r  -  l)(2r  -+- 1)  _  n 

*"*'  =  *-      2r(2r  -K  2j        Pro  r  >  °> 

__  „  (2r  -f-  l)(2r  +  3) 
*+l   """**       (2r-+-2)*         • 

Crescente  r  in  infini  (am  re  vera  quacquc  quatuor  fractionum 

(  2r  "^  *  \*      (2r  —  *H2r  •+•  1)      (2r  —  l)(2r  -4-  1) 
V  2r  -h  2  /   »  (2r-r-  2)a  '      2r(2r  -t-  2) 

et 

(2r  ^-  l)(2r  ^  3> 
(2r  -+-  2)* 
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ad  comraunem  finem  1  adpropinquat;  praeterea  harem  qoae- 
libet  fractionum  <  1  est;  atque  oominatim  ultimam  fractio- 
nem  <  1  esse    ex    eo   colligitur ,  qaod  facile  ea    formami 
(2r  -4-  2)a  —  1  . 
(2    -4-  2)2 *°duere  potest  ;  tmde  perspicunm  est,  nu- 

meratorem  semper  qaemqufe,  i.  e.  prò  qaolibet  indicis  r  va- 
lore, monade  mìnorem  esse,  qua»  denumeratoreto. 

Coefficientes  *yr  et  vr  ex   coefficientibus  8r  et  sr  componi 
licet  ope  formu laTum 

(3)  ^=^-+-6,;     >Ja=524-s2;     qò  =  J3  -f.  c3  ;  .... 

atqae  praerterea  quum  sit 

(4)  6,=  it  —  v,  ;     e2=v1—và;    €3  =  M»  —  Vj  ;  .  .  .  . 

inde  facile  oriuntur 

V,    =   1    —    €,    , 

Mi  =  1   —  €1   —  e2  , 

(5)  \     ^  ~  *  _  £l  _  £a  ~  £3  ' 

1%   *S  1    — '   «1    —   €1   —  '«3    —   «i   » 


VP==1  —  £,   —  £2  —  £3   —  «4  •   ,  .   .  — :  sr  ; 

# 

Si  amplitudo  argumenti  u  una  cura  modulo  k  data  est,  inde 
prìmum  invenies 

(6)  amc  n  =  1 7T  —  are  tang(ft'  tn  u)  , 

tum  valent  series  iam  alibi  prolatae,  quae  celerrime  conver- 
gimi : 

(7)        «  =  amu+  9\  k2  X'(am  u)  -f-  Ja  A*  Xa(am  u) 

•+•  $3  A6  X3(am  ti)  «+• . .  . , 
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(8)  3t  —  u  =  amc  u  -+-  dt  A2  X'(amc  w)  -*-  J2  A4  X2(amc  ti) 

-f-  83  A6  X3(amc  ti)  -*-... , 

(9)  eU  =  amtt  —  tl  A2  X'(am  w)  —  s2  A4  X2(am  ti) 

—  £3  A6  X3(am  ti)  —  . .  . , 

(10)  eie  u=  amc  ti  —  ^  A2  X'(amcti)  — s2  A4  X2(amcti) 

—  £3  A6  X3(amc  ti)  — .  . .  , 

(11)  ti  —  el  ti  =  g,  k2  X'(am  ti)  -i-  *ja  A4  X2(am  ti) 

-+- 173  *6  X3(am  ti)  -f-  . . . , 

(12)  3t  —  ti  —  eie  u  =  Vl  A2  X'(amc  ti)  -f-  >j2  A4X2(amc  ti) 

-+-  >?3  A6  X3(amc  ti)  -+-...  , 

(13)  E  —  eie  ti  =  *'2£ara  tu-  v,  A2  X'(am  u)  -*-  v2  A4  X2(am  u) 

-+■  Vj  A6  X3(am  ti)  -+•  . . .  ]  , 

(14)  E— el  u  =  A'2  [amc  tH-v,  k2  X'(amc  ti)  4-  v2  A4X2(amc  ti) 

-+- 1^  A6  X3(amc  ti)  h-  . . .  ]  . 

Et  prò  quadraotibas  ipsis  adsant  hae  formulae  : 

K  =  J  tt(1  -h  *fA2  +  52*4  4.  33A6  -+.  J4A*  + ,..) , 

(15)  ^    E  =  |  ir(l  -  e,A2  -  eaA4  _  z,k*  -  Hk*  _  .  .  ), 

E  =  |  tt.A'2(1  -4-  vxA2  -+.  v2A4  +  V3A6  +V4A8  -k..). 
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II. 

SERIES,   QU1BUS   INTEGRALI  A  SECUNDI  GENERIS 
MODULARI  A  COMPUTARI  POSSINT. 

i.   SERIBS   AD   INTBGHALIA   QUARTÀE  CLAS9IS  MODULARIO 

COMPUTAIfDA. 

§:n. 

a.  Pro  tribù*  integralibu*  quarta*  classi*  modtdaribu* 

tamtam  cogniti*. 

Integralium  secundi  generis  modularium  parametris  prae*- 
ditornm  ci  in  quatuor  classes  a  me  dmsorum  ea,  quae  ad 
qnartam  classem  adnuraeravi  ,  integralia  bis  expressioniba» 
seqaentes  : 

/  r  *'2tn  a.  3n  a  sn2u  du      C      dnc  a  &n2u.du 

f    S  «,  a)  =   I   j — =  I     — 2-  . 


.    /-  sn2u  \     J0tacasnc2a     .  sn2t* 

cn2a  1 ;-  )  1 j 

\  snc  a  ì  snc 


; 


snc  a 
9u  /*  dnc  a  do 


'Giù,  a)  =  I    -: —  =  I    . 

y  J.   dna      .         sn2t*       J  n  Ine  a 


(1)N       *  '  Jo   dna      .         sn2t*      */0lnca  .  sn2u    ' 

snc2a  snc2a 

^ ,  fina,  dn  a.  dn2t*.  du      p  sn  a  dn2a  3t# 

v        '      J0  sn2t*  J0snca  sn2u 


sncV  snc2a 


iam  satis  descripla  sunt;  atque  eorum  series,  qnas  alibi  cnm 
Analystis  commanicavi,  sani  sequentes 

.      <~       /lnu\        aio»       r»    .,, 

'8(t*,  a)  p=  <4n>5ang. )  — I   A.  A  (am  m) 

Vtnc  a/         tnc  a       L  (#j 

2  3  ~| 

-4-  A.X2(am.  u)  -+-  A.  X*(am  ti)  •+-  .  .  . .  I  , 

(2)\  [*)  (*)  J 


(tn  w  \      r  °  * 
) —  I  A.am  u  -f-  A»X'(am  u) 
tnc  a/      Lfci                 (ci 
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3 


*f-  A.Xa(aro  u)  -+■  A.A3(am  u)  -f- . ,  .     I  , 


12)( $(u>  a)  =  ^rc'  Sang.  (  4 W»  I  A.am  u  •+■  A.A'(am  u) 

1  ;\  Vinca7      Lw  (rf) 

a  a  i 

A.X3(am  t*)  -h  A.X*(am  u)  -+-....  I , 

(4)  (rf;  J 

in  qnibus  generation  valet 

r       1.3.5...(2r— 1)    dnca        1         flà.5 ...(2r-l)L< 

Jf3    2.4.6...(2r)         tnca'T^'L     2.4.6.  ..(2r)     *arsnc2"a 

1.3.5...(2m-1)  , 
2.4.6...(2r-h2) 


1.3.5...(2r+3) 
2.*.6...(2r-+-4) 


.  *2H"4.  sne*-** 


'        1.3.5...(2r— 1)     dnca 
(e)       2.4.6.. .(2r)      '  tnc  a 

1  3.5...(2r-i-3) 
"+*2.4.6...(2r-+-4) 

1.3..5..(2r-4-5) 
**"  2-4.6...(2r-i-6) 


a  -H  •  • •    I  » 

2.4.6...(2r-t-2) 


.  *ar+4.sncar*<a 


.i*r+*.sacar+*  a 


....  J  , 


r  _  4.3.5...(2r— 1)  sno      1     rl.3.5...(2r— 1) 

w~"     2.4.6...(2r)  'snca'sncar  al_2.4.6...(2r-+-2) 


1.3.5...(2r-t-l)    ,     ■      ,    x. 

^  .  „    *  si .  Aar+4.sncar+4  a 

2.4.6...  (2r-+-4) 

1.3.5...(2r-+-3) 


T  2.4.6...(2m-6) 
sire 


.  *»r+«.JaC»r+«  + j     t 


(87) 


%    daea,    r\     2rH-l   „     ,         (2r-^l  (2r-*-3)  .,        . 
(,j  toc  a       L      2r-i-2  (2r-+-2)(2r-h4) 


(2r-Hl)(2r-i-3)(2r-H5) 
(2r-t-2)(2fH-4)(2r-t-6) 


.  kfi.anc6a 


•   •    • 


]■ 


(3)' 


r  dnca  ,,rr2r-+-l    •      ,      (2r  vi  2r-4-3)  . .       . 

w        r  toc  a      L2r-+-2     -       ~(*H-2  (2r+4) 


(2rH-l)(2r-f-3)(2r-<-5) 
(2r+2)(2r-t-4)(2r+6) 


.  J^.suc6** 


-  ...J  , 

* = e-  sr/  U=s:  * snc  a  "*■  w+w&tf 

Si  nane  ponitur 

Al  sdc  a 

r  r 

adiamento  functionajD  Q    et  $  simpliciores  espressione»  ob- 
tiaebis 


r         dnca    ^  ' 

A=  — -  .  Jr  .  k".  (1  -t-  0O) , 
(«)       «oca     r  l  '" 


(5)        '     A-sS^.i-.é,, 

(c)       tnc  a  ^ 


r        sa  a  r 

A  = .  gr  .  **\  ♦    , 

(*)      snc  a  ' 


(88) 
quarum  prima  aliquantulum  mulanda  est.  Secundum  (§.  4.) 
,«st 

igitur  hoc  valore  subslituto  illa  formula  abit  in 

*•  dnc  a  2r      „    ,        rz} 

A  =- r-  •  « — ?•**■•  *2r-3.  % 

(,j        tnc  o.  sdc  a    2r —  1  " 

Quia  autem 

2r     „  dnc  a  k'2  In  a.  dn  a 


- -.  tfr  =  >jr     et  7     _  2 

2r — 1  tnc  a.  snc  a  cn  a 

constans  factor  est  in  sinus  integrali  quartae  classis,  fit 

.  .v       r        A'atn  a.  dn  a        _        *-« 

(6)       A  = 5 .*,.*■«.  9p,     prò    r>0. 

(#j  cn  a  f 

Hosce  coefficientium  valores  si  substitueris  in  seriebus  inte- 
graliam  modo  propositis,  iam  invenies  quaesitas  novas 

y«i       io/  a*       /tn  u  \      am  ti 

7        'S  u,  a)  =  ckrc  gang  ( ) 

*  •Une  a/      tnco 

£'3lna.dnar    *,,        »£  ,*„  " 

—  — 5iv~Lv  (am  tt)  p  ^  **     (am  u)e' 

*  3 

H-  >j3  *4  X3(am  u).Qp  H-  *?4  A6  X4  (am  u).^ 

4  T 

•4-  135  *8-  *5  (am  u).9p  -«-...  I , 


r 


(89) 
dnc  ai 


(8)     'Blu,  a)=<JUc  &mg(— )—  -^fam  *.&,-*-$,  *2X'(am  u)9 
1  Vinca/      toc  a  L  ^  A 


+J2*4  X>m  ii).e^3*6X3(amii).è^4»SW(aiii  *)•%  -+- ]. 

atqae 

^,     1^/       v        ,      o.      /tn  «  \       snar  .      ° 

(9)    '3(u,  a)  =  JUc  Sangf IH 1  am  u.(— SO 

7  Une  a/      sncaL  p 

I  2  3 

-K^X'fam  ti).<^  +  s2  **  Xa  (am  11).*  -+-  e3  *6  X3  (am  u).Qp 

4  T 

■+-  64  *8  X4  (am  u)$^  -+-....    I  . 

In  omnibus  tribus  formulis  constans  numerus  p  ex  pararne* 
tri  argumento  a  pendens  eandem  valorem  habet,  qui  positi- 
vus  et  monade  maior  est.  Valet  autem 

•    _  1  _       1 

-•,-l-|/(l  -l)  =  l-dnca. 

r  r 

Commanis  fuoctionam  Qp  et  $  limes  est  in  hoc  casa 

igitur  eo  minor,  quo  minor  est  modalas  A,  et  quo  maius  pa- 
rametri argnmentum  a. 

s-  12- 

b.  Pro  quarto  aliquo  integrali  classi*  quartae. 
Si  poni  tur 

y  =  'S(£C,  a  — 3t)—  'S(3C  — *,  a  —  3t)  , 


(90) 
prò  u  =  0  est  quoque  y  =0.  Porro  sequilar 

3y  =  —  8'S(3t  —  «  ,  a  -  3C) 

do  a       sacV  di*  do  a        suoV  dg 


tn  a  *  snaa  —  sncatt        In  a  '  snc'u  —  sn2a 
Substituendo 

CDU  A'  1 

sue  ti  =  - —  ,    dn  a  =  - ,     tn  a  =  — , 

dn  ti  dnc  a  k  tnc  a 

enea 

sna= , 

anca 

habebis 

dnc  a.  cn'tt.  3tt  cn3ti.3u 


3y 


(so  u  v                       /            sn  ti  \ 
1  —  — rr-  »      sn  a.  sne  al  1 r-  ) 
sne  a'                      \           sne  a' 


sne  a'  \  sne  a 

si  ve 

(1)  '8(dC,  a— 3C)  —  '8(9C  —  u,  a  —  3C) 

cip  ti.  9u 


o  sn  a.  soc  a    f         so3u 

snc2a 


Quod  integrale  si  reducitur  ad  tria  alia  qaartae    classis  in- 
tegralia,  oritur 

/«v       C      *  cnati.3u  dna  ... 

(2)       I .  j— =  .  ti  -+-  ■»  ti,  a) 

Jsna.snca      «         sn'u         ina  v      ' 


1  — 


snc*a 


sne  a 

u 

sn  a 

Si  uteris 

serie 

• 
• 

'C(ti,  a)  = * —  +  '*(*,  a). 

x      '      sn  a.  sne  a         } 


u  =  am«  +  9JtaX'(ain  u)4-5a*4Xa(am  t*)-+-$3*6X3(am  t*)+- ..., 


(  »!  ) 
illam  prò  'C(ti,  a)  in  usura  vocari  licet,  quippe  io  qia  iidem 

coefficientes  numerici  ò\  ,  82  ,  5j ,  .  .  .  .  appareant 

Quia  aatem  est  : 


saca 


dnc  a 


a  ,  /dnc  a      \     2 

— .  u  =  tac  a.  dnc  a.  t*  =  I  , .  u  line  a, 

a  une  a       / 


sn 
pittino*  componiaro*  serie» 

(3)  'S(3C,  a-3C)  —  '8(3C  —  u,  a  -  3C 

J»     1               cn2w .  3t*            .      «.       /<«  «  \ 
.  j—  =  <A>rc  Gang  ( ) 
sn  a.  sne  a     .         sn  u                          Une  a/ 


snc2a 


dnc  a 


tnc 


-Pam  w(tnc2a  —  é^)  -f-  *l*aX1(an!ii)(liea«  —  èp) 

-*-  da*4X2(am  u)(tncaa  —  èp)+-  J3  **  *3(«n  u)(tncaa  — 0,) 

•■♦•■••  I  > 
in  qua  iterum  J 

1                           *  *     * 

p  — —     et    0  =  r —  1  est 

r       k2  sncaa  ^     dnc  a 

Serìei  ancinis  circamclasae  membram  ad    idiccm  r  spe- 

r 

cUns  factore  tncaa  — 0„  praeditnm   est  ;   atqu    quum  ore- 
scente  r  in  infini  tu  m  — ^.  cnaa  limes  quantitati:  0^  evadat  , 

etiam  est 

*2        a  cn2a         Aa     a      cn2al— *2sn2a) 

#2  jfsn  a        *  tfsn.  a 

c^^d^         .         - 1_     . 

=  — - — - — =  an  a.  tnc  a  —  7-3 — 7-5    > 


(92) 

r 

ergo  lims  fortori*  tnc2a  —  8p  est  : 
(4)  dn2a.  tnc2a  = 


tn3a.  dnc2a 


In  casbus  valde  incommodis,  in  quibus  tn2a  nimio  valore 
ideoque  erroinus  modo  finitus  item  nimius  est,  usuili  seriei 
(3)  neglifes  et  statini  ipsa  formula  (2)  adhibita  compatabis. 
Raro  autjm  :ales  incommodi  casus  apparebunt,  quoniam  in- 
tegrale '£(X —  u,  a  —  X)  iam  conditionem  involvit ,  ut 
summa  (et  —  ti)  -+-  [a  —  9C)  <  $C ,  itaque  a  —  w  <  cKL  , 
aat 


ut  contra  a  —  cKL  positivum  sìt,  inde 

a  I>  cHL. 

ADDII.  Onnino  perspicies,  seriero,  quotiescunque  a  >9C 
sumitur,  valcrem  habere  negativum,  positivum  autem  Geri , 
si  a  <;  £C  6t.  Ponendo  3t  —  a  loco  a  oritur 

'8(3tf  -  a)-'8(3t— ti,  -a)  =  'S(dt  —  w,  a)—  'S@C,  a) 

=  #— *.  frf-  '3(w,  3C— a)  =  — .  w-+-  'G(u,  3C  —  a) 
tnc  a  sne  a 


=   - h  'S(«,  3t  -  a)  =  f —  . 

sn  a.  snea  Jsna.  snea 


cn2u.dti 


sn2u 
sn'a 


Uu\      dn  a 


«       /Ut*v      dn  cr  ,        •  f 

=  <4r  Gang  ^— J-h  —  [ani  w(tnV-  ep+d^'X'fam  u)(tn2a  — 0,) 

■+*,**  X3(am  t>(tn2a  —  0,)  H-  *3*6  X3(am  «)(ln2  a  —  Qp)  h-  .  .  .  1 


1  o  « 


si  P=  .2    .-  et  ©  = 1  sumitur.  Limes   autem  fa- 

c       k  sta        P      dn  a 


(93) 


ctoris    tn2a  —  8    none  erit  : 

dnc2a.  tn2a  = 


tncaa.  dn2a 

2.   SRR1BS,   QUIBCS   1NTBGRAMA   TERTIAE  CLASSIS   MODULARI* 

RATIOCINARI   POSSIMCSv 

Serìes  prò  tertiae  classis  integralibus  modularibus  compo- 
nendas  facile  ex  iis,  quae  prò  integralibus  quartae  classis 
propositae  sunt,  derivabis,  simodo  in  his  posueris  ai  beo  a> 
quoniam  est 

'S(u,  a)  =  4-  •  '§(*,  ai)  ,    'C(n,  a)  =  4-  '©(«,  a») 
«  t 

et 

1 

D(ti,  a)  =  —  .'3(u,at). 

Quo  calculo  deinceps  habebimus  prò  integralibus  tertiae  clas- 
sis modularibus  : 


,_,       .         C  *'asn'o  cn'a  dn'a  sn2t 
S(tt>g)=J.      ,.4-dn'Wu 


i'2SQa.  snc'a.  du 


im       i        /"*  *  sna.  snea.  du 

'C(u,  a)  =  I  -r ^-n 3 —  , 

x  J    1  —dn^a.  sn2t* 


,^,       ,        C  in  «•  < 
'D(",a)=J   -J3 


(n'a.  dn'a.  dn2t*.  du 


dn'2a.  sn2w 
serìes   seqoentes 
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(1)        'S(«,  «) 
=  are  tang  (k'sn'a.  lo  u)  —  k  'sa' a.  tn  ti 

—  k"an'a  cn'o  dn'o  h»,  X'(am  «).  èp-+-  Vj&'A'fam  «).0_ 

-+-  %  *4  *3(am  «)•  9,  •+■  «4*W(«n  t*).^  -+-...      , 

(2)  'C(«,  a) 

=  are  Ung(iW<i.  Ini»)  —  *'a»n'o  toc' a  fam  «.  é-f-d.FX'fau  u)Àf 
■+ÌJtW(am  «).è,-i-d.W(Mii  u).ep-+9^fiXi{m  u)#p  -h  . .  .  1 , 

(3)  'D(«,a) 

sn'o  r  «  i 

=arc  tang(ÀWa.tn  tt)  -* pi  am  *.(—  *fl)H-6i*2Ham  w).$n 

snc'aL  p  p 

a  3  4  -1» 

-HaMX^am  i#).Op  -+-  e3  *6  X3(am  w).^  -+-  e4  A»  X4(am  t*).*^  -f-....  J 

si  in  tribus  bis  scriebus  ponitar 

èa"a         1 


k2         dnc'V 


(4)         <      %=jJ^r-~l 

et 

—  $    =  1  —  A'snc'a. 

Ponendo  t*  =  9C  acorpies  prò  integralibus,  ut  dicuntur,  ple- 
nis  sive  finita  hasce  series 

(5)        'S(dC,a) 
Ir  e  i 

====~2  n  I  *  —  *'sn'a— *'*  sn'a- cn'a  <,Q'a(^ie>«  ■+■  *)£*  Q» 


(95) 
(6)        'C(dC,  a) 
=  -j  n  fi— k'*9n'a  snc'a  (ep  +  5,.  k*Qp 


(7)        «DOt,  a) 


=4*[ 


sn'a  «  _   i 


Tl-Q„  H-s,*2*, 


snc'a  x       ^  V 

»  .3  4  T 

■+■  2»  **  ♦,  ■+•  «J  **  *p  ■+■  «4  *8  %  "+•  •  •  •  )  J  » 

r  r 

Communis  autem  functionum    Q    et  4>    indice  r  io  infini- 
tum  crescente  Itine*  est  : 

,8I      J dn°>a«  _,*  ±\ 

Kì  p—l  ""  A"  sncwa  ~~W   *  cn'a/     ' 

qui  eo  minor  erit,  quo  minor  est  modulus    k  et   parametri 

argumentuffl  a.  r  r  , 

Quamvis  igitur  fnnctiones  6    et  $p  indice  r  in  infinitam 

crescente  semper  magnitudine  proficiant ,  «arum  tamen  tar- 
dissimus  versus  fixum  finem  progressus  facit ,  ut  ob  eam 
causami  serierum  convergentiae  parum  noceatur,  atque  ijpsae 
fere  constantes  factores  baberi  possint,  quae  quidem  eo  mi- 
nore quantitate  sunt,  quo  maior  numefus  p  erit.  Ipsa  autem 
in  hac  fanctionum  novarum  proprietate  bili  tur  oiea  -fiducia, 
moi  tabulas  valorum  functionum  computatum  atque  in  usum 
vocatum  iri,  praesertim  quum  ratiocinatio  eo  facilius  perfici 
atque  superati  possi t,  quam  constans  differentia  quantitatis  p 
maior,  quam  0  ,  1  sumatur  necesse  non  fuerit,  saltem  non 
tura  fuerit,  quum  numerus/>  multo  major  factus  erit,  quam  1. 
In  eundem  integralium  e  tertia  classe  iramerum  referen- 
dum est  coroplémentum  S(K,  SC  —  a)  —  SvdC  —  w,  3C'— *) 


(96) 
integrata  S(cML  —  u ,  3C'  —  a)  e  prima  classe ,  quod  evadit 
=  0  ,  quum  fiat  u  =  0.  Differentiam  illam  per   y  notando 
e  formula 

/xrl/       .  dnc'a  sn2ti.  du 

3S(ti,  a)  = 


,,      /m  SD  tt\ 

tnc  a  snc'2o  (  1  H-  — tt~  ) 

\  tnc'  a/ 

statini  ori  tur 

dn'a  snc2u  du 


dy  = 


2__        > 


tnfasn,2a(l  H jt-1 

\  tn'2a  / 


a  ut  facillima  transformatione  , 

dn'a  cn2ti  du 


dy  ~  tn'a(l  —  dn'2a  sn2u)  " 
Qaare  primnm  invenimus 

(9)  S(3t,  X'  —  a)  —  S(3C  —  ti,  9C'  —  a) 

J*  dn'a  cn2ti.  du u  , 

0T^  B    1  —  dn'aa  sn'ti  ~~     tn'a  dn'a   ~     (*'  *'* 

Quia  autem  est 

ti  snca 


tn'a  dn'a        sn 
seriem 


ca  >»     ,        i /  *       \ 

— .  u  =  k    sn  a  snc'a  u.  -t7, — ^ —  )  , 

'a  \       A'2  sn'  a  / 


u=am  ti  -}-  d^'X^am  u)-4-S2À*4  X2(am  ti)  -4-  S3A6X3(am  ti) 

tantum  cum  — -7= — - —  mnlliplicemus  et  a  prodncto    seriem 

k   ma 

(2)  subtrahamus  Decesse  est,  ut  accipias  seriem 


(  97  ) 

(10)  S(3C,  K'  —  a)  —  S(3C  —  «,  9V  —  a) 

m  •  /"*dn'a  cn'w  3« 

~"  tn'a  do'a  ("'  o)  ~~J  toQ  '  1  -  dn'2a  su'u 

=  — are  tang(A'sn'a.tn  «)  -+- fasn'o  sncfa  I  anu  (,B    >a  •+•  ©^  ) 

in  qua  iterano  est 

P  ~  dnc'aa         et  9riWa 

1 

Limes  autem  factoris  — — h9„  «  daobus  membris  com- 

*3sn'2a         p 

positi,  indice  r  in  infini  tu m  crescente  expriraitur  per 

1     '  *'asn'aa  "*"  *"cn'2a  —  U'sn'a  snc'a'    * 

Insaper  hoc  integrale  ope  sequentium  formularum  ìnvenitar: 

(12)  S(3C,  3C'  —  a)  —  SOt  —  ti,  3C'  -  a) 

i~dn'a  cnati.  du  dn'a  ._,. 

=  I ; —  .  1 7-7; r-  =  — t  •  u  —   Sin,  a) 

J0  tn'a      1  —  dn'aasnati       tn'a  v  '    ' 

snc'a  _,,  u  f-v/       1 

=  -p-  .  u  —  'Cu,  a  =  — j —  'D  ti,  a  . 

Sn'a  x  sn'a  snc'a 

3.    6BRIBS,    QC1BCS    1NTBRALIA    B    SEC  UN  DA    CLASSE 
MODULARI  A  COMPUTA  RI   POSSINT. 

S-  "• 

a.  Prima  methodus,  qua  secundae  classi*  integralia 
ad  calctdos  vocanda  in  seriebus  evolvantur. 

Secnndae  classis  integralia  directe  tales  serierum  evolutio- 
nes  non  permitlant,  qualcs  integralia  e  quarta  et  tertia  classe, 
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(  98  ) 
quia  in  iis  numerus  p  positivus  et  <  1,  ideoque  functiones 

Qp  et  <Pp  omnes  essent  imaginariae;  certe  autem  ad  integra- 
lia  quartae  classis  redigi  possunt ,  eaque  duplici  modo  for- 
mnlis  qaibasdam  adhibitis  aliunde  notissimis,  quibus  nexus 
iuter  quartae  et  secundae  classis  inlegralia  exprimitur.  Uta- 
mur  primum  formula 

*,  M       /dna    tn  tiv       ...     __ 

8(ti,  a\  =  Jtre.  Bang  (- —  .  — -  )  —  'Q(u,  3C  —  a) , 

'tn  a     dn u' 

G(ti,  a)  =  'S(ti,  dt—  a)  —  Jkrc  Sang(  -^-  .  -^)  , 

\tna      doti' 

quo  in  casu  secundum  (§.  11)  punendum  est 


x  sn  a 


\     —  $p  =  1  —  dn  a  , 
unde  fi  ani  aeqaationes 

S(u,  a)= —  Jtrc  &angf — -  in-  Jtrc  Eangf .  - — ) 

\  tua  /  °\  Ina     dnt*' 


dn  a 
tn 


—  T  am  u.  bp  -4-  ^ATfam  ti),  è,,  «+-  M*  X2(am  w).  è, 

-4-  M6  X^am  «).  e,  •+•  .  .  •  .1  , 


tn  w  \  _      /do  a      tn  « 


G(u, a) o  Jtrc  Gang  (-^)-  ^rc6ang(^-  .  ■££) 

-I  am  *.(— ftp+Sift'A'famti).  *,,+«***  X2(am  t*).0 

•4-  fi  j  Ar6  X3(am  «).  4^  -+- .  ...  I  . 


snc 

SB 


Sed  adiumento  formulae 


.     _>      /tow\      .      _      /dn  a.  tn  i#\      .1  /    i-f-dn(a— u) 

duo  prima  aeqnattonum  membra  coni  ungi  queunt,  quo  emer- 
gunt  bae  formulaci 

«**     -,       ,  .     |/l-t-dn(a — u)      dn  ar  © 

(2)    »(„,,) *?&&**•*£•*•■* 

* 

-f-  6\*2X'(am  «J.e^-h^X'fam  «).é  ^  -4-  *3  *6  X3(am  u).Qp 

4  T 

H-  fy  *8  X*(am  uj.0^  4-  .  .  .  1 , 

i  a  3 

•+■  c.A'X^am  w).  0^  -+-  e2  te  X2(am  w).  *  «+-  e3  A6  X3(am  «).  • 


4  t 

64  *8  X*(am  ti).  0^  4-  • .  .    I  , 


Praeter  haec  duo  integrali  a  terlium  est  io  eiusdem  classis 
numerum  referendum,  quod  pari  simplicitate  in  serie  quadam 
e  voi  vi  tur,  id  èst  integrale: 

(4)  aptt  «t-«)-d(at-Hi,  at-«)  =  f — .  ^z — ^—r 

—  : —  .«  +  8Mf* 
tn  a 

snc  a  _ , 

= •  w  —  ©(ti.  a) 

sn  a 


su  a  sue  a 


—  3(u,a)  . 


Ope  espressioni* 


(  100  ) 

tu  a         l      y 


protinus  obtiaebis  seriem: 


*(9C,  9t-«)-3(k-ib  3t-a)=  -  log  y    1+dn(a    U) 


l-f-dn(a-hw) 

dn  a 
tna 


fam  «(l-f-ép  H-d,*2  X^am  u)(l  -H  0^) 


Quoniam  autem  est 

fit 

MarXr(am  w)(l+é„)=r5— r- .  ^— ^-j-.Jr.i^.Xr(am  u).  0- 

r      isna    2r —  1  ^ 

prp  r>0 

r 

1  r-i 

=  — j— .  iQr .  A2r-a.  Xr(am  t*).  0-  prò  r  >  0. 
sn  a  ^ 


Qaam  porro  sit 


dn  a 
prodit  series 


(  101) 
3(3t,  3C-a)  —  3(3C  -  u,  3C  -  a) 

i     |/l-HJn(a— «)      amw  dna      r    .  « 

D'     lH-dn(a-hfi)      tna         tnasnaaL  p 

i  a  3  n| 

+  >32*2^a(am  t*)©^  •+-  >33  *4  X3(am  u)©^  H-  fy  A6  X*(am  u).9p+...  I 

W\      si  ve 

3(9t,  3C  —  a)  —  3(9C  -  u,  3t  -  a) 

■ /14-dn(a— w)      amu     i'2tnc  a.  dnc  ar    .  ,  © 

ftr     l-t-dn(a-Hi)      tna  cnc2a         L  p 

-*-  >j2*2.X2(am  u)©^  ■+-  173  **  *3(*m  u).©^  -+-  .  .  .   I 


•  •  •    ■    • 


\ 

«  l 

r  r 

Qnibas  in  seriebus   proposi tis  comaranis  fanctionam  Qp  et  $ 

limes  est 

/A.  1  *Wa         A2 

(6)  — -=  -3-5 — =  775  .  cnc  a. 

7  />— 1        dn2a  A' 

Si  u  =  3t  ponitur,  formulao  evadunt 

1  dn  a      °  l  2  3 

2  tn  a 

1       sne  a     °  x  3  ' 

'C(9C,  a)  =  —  7T. (-$«  4-  c^2  $»  H-  €2  *4$    -f-  63*6$»  ■+■..-)» 

/7\'  2       sna 

\ 

f  2       Ltn  a  cnc  a  r .  ^ 


2  3  -■ 

>33  *4  ©j>  -h  ty  *6  ©p  ■+•  •  •  •  )  I  • 


(  102  ) 
ADDIT.  Ponendo 


-HTr 


prò  P  >  Q 


babes,  quia 


et 


est, 


aut 


P  =  |(P-hQ)  +  i(P-Q) 
Q  =  |(P-1-Q)-i(P-0) 

f  =  Jiotc  Gang  (£=-Q) 


P— Q 

tóang  f  = 


P*-G 

Unde  seguitar  esse 

*(P  -  Q) 
^(P-Q) 

Nane  si  ponitur 


Sin  <p  =; 


<p==Iog(/^»(«-«) 


l-i-dn(a-+rtt) 
inde 

P=  1  «+•  dn(a  —  ti) ,    Q  =  1  -+-  dn(a  -+-  w)  , 

r,«     ^v        ti/         v        ti/        v       k^snacn  a  snuenu 

i  P-Q)  =  Jdn  a— a  —  i  dn  a-H*  =— : 73—; 5 —  , 

^     ^4     .        .  ,        v        _  ,         .       l-r*asn2a  snVf-dn  a  dn  u 
S(P-hQ)=H-|dn(a-«)+idn{«+«)  = f  _  ^  ^ 

f5ed  quia  est 

dn  a  -f-  dn  u 


l^(P.Q)  = 


a. .v    > 


l/^l— A2sn2a  sn2«) 


(10$) 

obtioes 


t = ,.4/^  *■<«  -  « 


dn(a  ■+•  w) 
Aasn  a.  co  *.  sa  ti.  cn  u 


r  «.  cn  «.  sn  ti.  cn  ti  "1 

r  L(dn  a  -+-  dn  ti)  j/"(l  —  Aasn2a  sn2ti)J 


_  <P     r     *— *asp*a  snltf  -4-dn  a  dn  ti        H| 

=  Jkrc  6as  [(dn  a  +  dn  u)  ^(l-k*  sn2*  su'u)  J 

r        A2*n  a.  cn  a.  sn  ti.  co  ti        "1 

b.  4//era  methodus,  qua  seeundae  elams  integralia 
computartela  in  seriebus  evolvi  liceat. 

In  promplu  sant  eliam  formulae 

fc2sn  a.  cn  a.  dn  a.  sn*ii  dti 


r*  fc  sn  a.  ci 

Sfaa)=J   — j— - 


A2sn2a.  snati 

/sn  «     sn  ti 


=  'afa  a)  <A>rc  Gang  ( .  — —  1  , 

x      '  °  \snca    sne  a/ 


A2sn  a.  sne  a  eli  u.  du 


©fa  a)  =  I    —= rn ~ 

Jo    1  —  *  sn  a  sn  ti 

=  c/tre  $ang(^—  .  )  —  'Gfa  a) 

Vsdc  a    sne  ti/ 


...       .        f  tn  a.  dna,  dn  a.  du 
*("'  a>  =J0    1  -  W  sn'u  ' 

_      /sne*       snuv       f 

=  <A>rc  Sangl .  1  —  'Sfa  a). 

°\snc  a     sne  ti/ 

Qnare,  ut  supra(in  §.  11),  si  ponis 


(104) 

1 

A2snc2a 


P  ~~    12 2 


Wv      è  =—  -ì 

p       dnc  a  ' 

o 

— $p  =  1  —  dnc  a  , 
inlegralium  nostroram  (res  scrics  emergunt  hae  : 

§(w,  a\  =  c/trc  Sane  ( )  —  c/tre  Sang( .  ì 

Vinca'  °\snc  a      sne  te/ 


sn  a 


-  I  am  u(—  $J  h-  e,  32  Xx(am  u).$„ 
sne  a  L 

2  3  T 

g2  *4  Xa(am  t*)  $p  -f-  63  *6  X3(am  u).  $p  -h  .  .  . 


G(w,  a)  =  dire  gang  ( ,  )— oltre  Sane (  -^i  ì 

*  siici*      sne  u/  Mncw/ 

dnc  a  r  ©  1 

■+•  A 1  am  u.  Qp  -h  5X  A2  Xx(am  w).  ©» 

toc  a  L 

-+-  Ja  «  X2(am  u)  9P  -4-  J3  *6  X3(am  «)  6,  -t-  -  .  .  1  , 

3(u,  a)=  JUrcEang/ .  )  —  Jtrc  EanW-^-ì 

\snca      snet*/  °  Une  a/ 

.   am  u       k92  tn  a.  dn  ar     .     .        .    © 

+ •*-  2 1  Vi  A1  (am  ti).  Qp 

luca  eoa        L 

-f-  >?a  *a  ^2(am  *).  0P  •+•  m  ft*  X3  (am  tt).èp  -+• .  .  .1 , 

quarum  duo  priora  membra  itidem  contrahere  potes,  si  ute- 
ris  formula  : 


(  105  ) 

do  a  tn  a  =p  dn  t*  tu  t* 
dn(a  d=«)  =  dQutna_dDalDU  » 


ex  qua,  dummodo  ne  negligas  esse  : 

dnc  (a  ±  u)  =    ;  v 

x  do(a  d=  w) 

facile  componis  formulala 

.     |  /**'  -4-  dnc(a  -+•  u)  _      _        /tn  «i\ 

logl/   - — -t =  ekrcGang  (  — 1 

*y      k'  -+•  dnc(a  —  u)  Un  a/ 

_        /tn  ti.  dn  u  v 

—  odore  fcang  f ), 

°  Una.  dn  a  I 

onde  ponendo  9C  —  a  loco  a  derivabis 

loffi/    -; r4 =   <^rc  Sang  (  — 

W      k'  +  dn(a  -H  u)  °  Une 


_        /sn  a       snwv 

—  elbrc  fcang  (  .  1  . 

p  \snco      snea' 


Hacce  quidem  formula  adhibila  mutantur  illae  series  in 


I  /V-4-dn(a— u)      sn  a  r        ,        ° 

1/    -s — rA H •  I  am  u(  —  $») 

r       *'-+-dn  aH-t*       sne  aL 


(3) 


i  a 

4-  g^X^am  tt).$P  ■+•  e2  **  X2(am  u),$p 
-V-  63  fc6  X3  (am  u)&p  ■+- .  . . .  I  , 

,«)=-log(/   ^rr 


i(a-Hi) 


5t  A2  X'jam  u).  0p  -+•  &3  k*  X2(am  w).0P 
53  fc6  X3(am  u).  ©p  ■+■  •  •  •  I  » 


(106) 

ti)      am  u 


■  /  A'  ■+-  dn(a  —  ti) 

(4)     5(ti,  a)  =  —  logl/  77—— T7— 7—^4  § 
w       x  '   '  w|/      A   -4-  dn(a  -+-  ti)      toc  a 

kntn  a  do  af     -   .         .   «  „^,         v* 

H 1  Y)t  V(àtn  u).Qp  •+-  qs  *  .Aa(am  u).9p 

cn  a       L 
-+-  >23  W  X3(am  *),  6P  -h  174  A6  X*(am  ti),  ©j,  -h  . .  .  I 


Si  ponitur,  ut  io  paragrapho  priore  exeante, 

P  ss  k'  -h  dn(a  —  u) 
et 

Q  =h'  ■+-  dn(a  -t-  ti), 

invenies 

.   ,  ,        K        ,   _  ,        %        ftasn  a  cn  a  sd  u  cn  u 

|(P— Q)=  i  dn(a— ti)  —  i  dn(a-Mi)  =  -; =3—3 3 , 

*x  7  *  v  1  —  «Va  sn  u 


l  (P-i-Q)  =  *'-h|do(a  —  a)+  i  dn(a-hu) 

k'IÌ— *asnaq  snati)4-dn  adnu  k'-Hfa  a.  dn  ti    . 

1  —  ft  Wa  snati  '  K  (    ^'~~  [f(l—  Aasnaa  snau)  ' 

itaque 

An{a  —  ti) 


(5)  logj/  p 


dn(a  -+■  ti) 
4asn  a  cn  a  sn  ti  cn  u 


p  k  sn  a  cn  a  sn  ti  cn  ti  "| 

=  JUrc  Sia  L(i^dnadll  u)  ^(i_**8n*a  sn>tt)J 


k\\  —  *asnaa  snau)-»-dn  a  dn  u 


r      Ar(l  —  **sn*a  sn*ti)-Hdn  a  dn  11     ^ 
c=  cferc  ©os^,^dna  dn  ^  ^  _  k^a  ^u)  j 

r  Aasn  a  cn  a.  sn  ti  cn  u         T 

"  *"  eangUt-*Wa8a'«)-f-dn«dn«J 

~      /tnu\        .      _,      /su  a       snti  \ 

=  <À>rc  Gang! )—  ^rcGang .  )  . 

une  a'  { soc  a     snc u' 


(  107) 

4.    SBRIBS,   QtJIBCS   INTEGRALI*  PRIMAE  CLASS» 
■ODULABJA  COMPUTBNTOK. 

$.  16. 

a.  Prima  ratio,  qua  primae  classis  integralia  in  seriebus 
ad  computandum  opti*  exprimantur. 

Si  io  tertiae  plassis  integralibug  di!  -+-  t,cHL  —  a  loco  a 
ponitur,  dum  uteris  notissimis  formulis 

sn'{9t'  +  i  X  -  •)  =  j^  . 

* 

dn'(3C'  i  9t  —  a)  =  —  t»  tn'a  , 

matatar 

*atn'adn'a 

i'a  sn'a  cn'a  dn'a        in  —  - — ^ » 

cn  a 

1 

k'*svfa  snc'a  in  ■+■  —f   ,    i  '   > 

sn  a  snc'a 

tn'a  dn'a        iterum  io  -f-  tn'a  dn'a 

—  dn'2  a  in  4-  *atn'aa  ; 

quare  simul  mutatur 

—  'S(u,  a)    in     -4-  S(ii,  «;, 

J* du 
0  sn'a  snc'a(l  -H  Aatn"a  sn'u) 

=  'D(3Cf  OC'-  a)  —  D(3C  -  u,  3tf—  a) , 

'D(u,  a)     in     -t-  D(a,  a). 


(  108  ) 
Porro  quoniam  in  scriebus  (1.,  2.,  3.,  §.  13.)  crat 

—  _L_—  dJ^ 
P  ~   dnc'2a  ~      k2     ' 

mulatur  p  in  —  tn'2a  ;  quo  igitur  />  negati vus  reddilur.  Ita 
que  nunc  ponamus  —  p  loco  p ,  unde  mutanlur 

O  T  2  o  *  2 

v»  9     *^P   ì    "p  *     *   •     "  ^     ~~~    ^  P   }     ~" "" *     ^  P   9     ~" ""     ^  P  ?    *     *    * 

et 


— $P ,  $P  ,   $p ,  . .  .  .  in  -H  $'p  ,  —  $'p  ,  —  Q'p ,  .  .  ; 
sic  quaesitas  novas  scries  obtinebis 

m\  o/       »  /lnvW\      ama     £2tn'a  dn'ar    .    ,        t  © 

(1    Sm,  o,=  -  are  tang( -Vh ^ n ^X'fam  u .e'P 

°  \snc  a/      snc'a  cn'  a      L 

>?2A2X2(am  u)0V  H-  >?3  *4  X3(am  w)e'p-M74*6X4(am  ttj.èV-*-...."]  , 

(2)  -D(aC,  9t '— a)  -'D(3C-u,  &t'-a)=f  -; f  ,,    3"       /2 - 

w      •  v  .        J  o  sn'a  snc'<*  H-  *  tn  'a  sn2*) 

w  „,       .         snc'a 


—  S(u,  a)  =  — ; —  .  u  •+-C(w,  a) 


sn'a  snc'a  sa' a 


dQ  a        ^/       v  /  tn  *  \  1         r  o 

=  7-r-  «H-D(u,  a)=arctang   — -  U ; -1  am  u.wv 

Ina  \snca'        sn'a  snc'a L 

H-M'X'fam  w).eV  H-  M*  X2(am  t*).ep-t-$3*6  X3(am  u).9'P  ■+-...  "I  < 

(3)    D(u,  a)=arc  tang( — r—\ £-1  am  u.(—$v) 

\  snc'a  /       snc'a  L 

» 

i  a  3  -| 

-f-s^X^am  u).<è'p  -+-  £aMX2(am  u).Q'P  «+•  e3A6X3(am  ti).$',,-H  •  •  •  J 


in  quibus  nunc  est 


(  109  ) 

(4)        p  =  tn'aa  ;     0'P  =  1  ~  sn'a;    $'p  =  —£ 1. 

x  '         r  r  sn'a 


Limes  autem  fanctionura  Q'p  et  $'p  commanis  crescente  in. 

dice  r  in  infinitum 

1 


=  cn'2a 


p+1 
nnde  perspicis,  seriem 

o  i  a  3  r 

semper  quidem,  divergere,  atque  seriem 

-vP ,  *v ,  *V  >  *V  »  •  •  •  *V 

tnm  divergere,  quum  sit  sn'a(l  -+•  sn'a)  >  1  ,  igitur 

1 

sn'a>  —  (— I-M/  5); 

qaamqae  aatem  eiusmodi  divergentiam  tantopere  retardari  , 
nt  propter  convergentiam,  quac  ex  cetcris  functionibas  na- 
scitur,  nullo  momento  sit. 

Si  poni  tur  w  =  ^t,  convergentia  in  seriebus  minima  est, 
atque  inveniunlnr 

/ev  n^n  <     l~     1  m        A2tn'a  dn'a,     ©  , 

(5)  S^XL,  a)  =  é  ni  —, In — (^0',  -H  %  A3  0', 

L  snc  a  cn  o  r 

(6)  'D(dC,  3C'-a)  =  in  [ì  +      y  4     ,  (V,  -*-  8X  **  è'P 

L  sn'a  snc'a x  ^ 


(110) 
(7)    D(3t,  a)  =  \  n\  1  -+-  ^(-$V  "+"  M*  *', 


snca 


4 


...)]• 


b.  4fta  ratio,  jwa  sene*  inlegralium  primae  classi* 

computandorum  cruantur. 

Poirarous  nude  in  seriebus  §.  14)  inlegralium  e  secunda 
classe  ai  loco  a,  unde  p  iterum  redditur  negalivus;  si  igitur 
sìmul  —  p  loco  p  sumitttr,  ideoque 


(i) 


'  "  PK  =  tDC"a  » 


©'«=!—  snc'a, 


snca 


prodevnt  series 


4 

(2)  S(«,  a)  =  —  è  H — ; ,-  f  aro  u.é'„  -+-  &,  *2  X'(am  «)é', 

T      sn  a  snc'a  L 


$a  A<  X2(am  «).  e'P  -K  »,  A6  X$(am  «).  0', 


34  A»  X*(am  m).  e', 


]• 


(3)  G(tf|  a)  ==  ^  -+-  ^L  fam  w(  —  &'p)  -h  £,  *a  X'(am  *).♦', 


a  3  -■ 

ga  A*  Xa(am  «).  $',,  -4-  g3  A<*  X3(am  a).  *'p  +  .  .  .  I , 


(ili  ) 

'D(3C,  3C'  -  a)  —  rD(3C  -  ti,  3C'-  a) 

1  du 


J„   SU 


sn'a  soc'a       1  •+-  *2tn'2a  sn2ti 


i 

^  tA  snc'a 


=  -, ,-  -  Su,  a)  =  — p-  .  u  +  C(ti,  a) 

sn'a  snc  a  sn  a 

=  -— .  u  —  D(u,  a) 
tn'a 

r         in' a       ina  su'  a  L 

-Hfe  *4  X3(am  tiJ.O'jH-ty  A6  >4  (am  ti).  e'p-Mfe*8X5(am  ti).e'P-h....  j 

Arcns  tp  in  seriebus  inenntibus  positus    nunc   cyclicus  est; 
ac  quidem  est 

[<lnc'a  sn  ti .  cn  ti        "I 
tnc'a(t-  snc'a  dn  n)  \S(l~+  *'Tn'a  a  sn2*)J 

[1 — cnc'2a  cn2ti  H-  snc'a.  dn  ti  "I 

^^l^TSic'a  dn  u)  j/*(l-H  4\tn'2aTln2ti)J 

[cnc'a  dnc'a  sn  ti  cn  te        ~| 
r la-      2  -  ,     ,         I 

1  —  cnc'  a  cn  ti  •+»  snc  a  dn  ti  J 

/  1  IfiUv  /    tnti  \ 

=  are  tane  (  — , r—  .  - —   — are  taag — —  )  . 

Vsn'asnca       dnti'  \  sna  / 

r  r 

Finis  comroanis  fanctionum  S'p  et  $'p  nunc  est  cnc"a. 

S-  «. 

c.  Tertia  ratio,  qua  primae  classi*  integralia 

in  seriebus  evolvantur. 

Etiaftn  in  seriebus  (§.  15)  si  ponis  ai  loco  a,  manet/>  pc- 


(  112  ) 
silivos,  ac  quidcm  est  : 


! 


1 


P  = 


dnc  a 


—  $p  =  1  —  A'snc'a  , 
et  series  sic  exhibentur  : 

(2)     S(ti,  a)  =  </*  -v-  -^t-I  am  w(  —  &,,)  -t-  «i*a  X'fam  u).  $'p 
-h  £a  A4  X>m  u).  Qp  -+-  e'3*6X3(am  u).  Op  -t- J  , 

[O  T 

am  w.  0P  -l-  fttft'X'fam  u).9'p 

2  3  T 

•+-  d2  *4  X2(am  u).  6^  -+-  5 1  A6  X3(am  w).  9P  -4-  .  .  .  J  , 


(4)     D(«,  a)  =  —  f  +  AWa.  am  u 


k'2sn'a  cn'a  dn'a  I  ^  X'fam  u).0P  -+-  yj2  k2  X2(am  w).  0, 

*  3  1 

-4-  vji  M  X^am  m)0p  H-  >J4  A6X4(amt*).  0P  -*-...  .    I 

Àrcus  cyclicus  tribus  seriebus  antecedere  valet  cuuc 

[dnc'a  sn  uen  u  ~| 

tnc'a  (dn  u  -4-  A'snc'a)  l/"(l  -t-A2lii'aw$u2u)  J 

[A'snc'a(t  H- **tn'aa  sn2u)  +  dnu         "l 


(  113  ) 

Ex  bisce  seriebus  traditis  aliae  derivare  possunt,  qùae  fun- 

ctionibos    Xram  ( ku,  — j  sive  Xr  ( -r-  n  —  amc  u  \     progre- 

diantar.  Qaod  quidem  qaam  facile  perfici  liceat ,  peritissi- 
mum  quemque  lectorem  illas  ioventuram  esse  certuni  explo- 
ratumque  habemas. 

Addimus  nonnulias  formnlas  ,  quae  ad  convergentiam  se- 
rierum  augendam  commode  adhibeantur,  easque  io  integra- 
libus  qaartae  ciassis  : 

■»(«,  a)  =  'C(3t  —  ti,  3C  —  a)  —  'C(3C,  9t  -  a), 
'e(ti,  a)  =  '3(9C  —  ti,  3t  —  a)  —  $(3C,  3C  —  a)  ; 

in  ìntegraiibus  tertiae  ciassis  : 

'S(ti,  a)  =  C(3C,  3<L'  —  a)  —  C(3t  —  ti,  X'  —  a) , 
'C(u,  a)  ~D(dC,  3C'  -  a)  —  D(3C  -  ti,  SV  —  a)  j 

in  integralibns  secnndae  ciassis: 

8(w,  a)  =  C(3C,dC  —  a)  —  C(3C  —  ti,  3C  —  a) , 
C(t#,  a)  =S(3C,  3C  -  a)  -  8(Dt  —  ti,  3C  —  a)  ; 
in  integralibns  prìmae  ciassis  ; 

C(ti,  a)  =  'S(3C,  3C'  —  a)  —  'S(3C  —  ti,  DC'  —  a), 
D(u,  a)  =  'C(3C,  3C'  -  a)  —  'C(3C  —  ti,  3C'  —  a). 

Monasteri i  mense  Martii  1851. 
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ADIN0TAT10NES  F.  STÀMR 

ad  terliam  sertioDe». 

Quotiescumque  ali  qua  modularis  functio  argumcnti  u  aut 
(a  designai  quantilatem  constantem  et  u  incoostanteoi) 
cum  3u  moltiplicata  integratur,  integrale  inde  ortum  semper 
ut  amplitudo  quaedam,  eaque  aut  ut  arcus  hyperbolicus,  aot 
ut  arcus  cyclicus  exhiberi  polest;  atque  integrationes,  quae* 
cunque  ex  formala 

amu^=  I  dn  u.  du 

derivanlur,  omnino  parvas  nuilasre  diftcnlCateB  hftbeoL  Ein» 
smodi  integralia  sunt 

.v       mf  sn(a-f-ti)H-sn(a — u)^    1 


r  sn  a-f-ti)H-sn(a— u).  1  _ 

I    i~-g du  =  — .«itrc.c5«ng(*  sa  «.  sn  u)f 

J*  cn(a-t-t*)-4-cn(a — mL  1  /k  cn  a.  sn  u\ 

. 2 du  =  T arc  tang(     du.    )' 

f  NStfO^fei,,  =  *  XrcGang^ln  «.  lo  *), 

C  dn(a-hu)H-dn(a— m) 

J   — - ■     ■■  .  3n  =  are  £apg(dn  a»  tu  *). 

J«i(g  -4-  u)  —  sn(a  —  u) 
0  2  U 

==  —  I  <A>rc  5ang  (k  sne  a)  —  <A>rc  Gang  (ft  sne  a.  sne  ti)  I , 
(6)        f 


(2 


(3 


(4 


(5 


cn(a  -4-  n)  —  cn(a  —  u) 
2 


Ir        A        th  sua.  cn  t«\  /A  sen  a  \T 

=  TL  'rC  taDg  (       dna       )  ~  arC  ta°«  (-SJT  )J' 


(115) 
tti(a  -4*  u^  —  tn(a  —  ti) 


<7»  /. 

—  tri  *rc  ^anB\  j — "  )  —  ^rc  ^*n8  (^nc  a)   I  > 

=  are  taog(lo  a.  do  ti)  —  are  tang(tn  a). 

Ex  quibus  aut  similibus  ea,  quae  sequuntar,  iotegralia  com- 
ponilo tur. 

f»  so  a.  cn  ti.  dn  ti.  dir      1 

9      1 1 iw„  «n»„     =T"  *■*  5an*<*  so  a.  sn  t«)  h-  C 

J   1  •—  *  so  a.  SD  ti  A 


dn(a  -f-  ti)  —  do(a  —  u) 

■  .oli 

2 


10 


11 


12 


13 


14 


15 


16 


17 


cn  a-  dn  a-  sn  u.  du  1 

73 — ; ; — «= r-.c/bre  t>ang(A  sne  o.  sne  «1-hC, 

k  sn  a.  so  «  A 


rana- 

J*  cd  a.  cn  ti.  du        1  /  fc  \ 

i — Tì~* 2  —  -r-  arc  ian*  ir  •  cn  a.  eoe  ti)  h-  C  , 
1 — irto  a.  sou       A  W  / 


i^sn  a.  dn  a.  sn  ti.  dn  ti.dti       1  /  k 

I i — la— 7 1 =  t  arc  la°8  \Tr  - 

J        i — A  sn  a.  sn  ti  A  \k 


cnc  a.  cn 


*)+C, 


Si 


dn  a.  dn  ti.  du 


*2sn2a.sn2ti 
A*sn  a.  cn  a.  9B  n.  co  t».  dn 


=  are  tang(do  a»  In  ti)  -f-  C, 


/**  sn  a.  cn  < 


2 so  a.  sn*i# 


=  are  tang(ta  a.  dn  ti) -4-  C, 


J-»     so  a.  co  a.  dn  ti.  3ti  1 


J"*     A*  et.  sn  ti.  cn  ic.  du  1  /dnc  a\ 

a>V  cn'u  -  *»  Sn=W«~  F  '  Xrc  Sang  (t^)  "^  C' 


cn  a.  do  a.  cn  u.  do  ti.  9ti  ,  so  u  \ 

—3 2  •  —   ■       —  =r   pltrc  Cane  ( )  4-  C, 
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#2sn  a.  sn  u.  du 


mq\   C       K  sn  a  sn  u.  du  ,!«•/  sn  *\       „ 

18)  1—3 3 ——5 -  =  Jtrc  5ang( )  +  C, 

Jena,  cn  u  —  km  a.  sn  u  \snc  ut 

19)  I 5 ^ =  cJbrc  5ang  ( )  -f-  C, 

4/       sn  a  —  sn2u  °\sna/ 

ftAk    /~cn  a.  dn  a.  snu.  du  ,      ^        /sne  a\       _, 

20)  I - ; =  c^rc  Sang  ( )  -+-  C, 

J       sn  a  —  sn  u  \snc  u' 

ft.     /»sn  a.  cn  a.  dn  u.  du  _      _        /tn  u  \ 

21  I 5 3— =  ^rcSaug  ( h-  C, 

J       sn  a  —  sn  u  ^  Una  / 

22  I s 5 =  ekrc5ang(1 — )-*-C, 

J       sn2a  —  sn2u  °  \dn  m/ 

oov     C  CD  a-  CU  U.  du  1    •        a.         /CDC  U  V 

23)   I— ; ; 773—; —  rsTpdtrc  Cangi )  -*-  C, 

Jena,  cn  u  —  krsn  a.  sn  u     k'  V  cn  a  / 

_..    f  sn  a.  dn  a.  sn  u.  dn  u.  du        1  m      _      /cncav        „ 

Mx    r  dn  a.  dn  u.  du  1  ,  t  v     „ 

25)   1-7-3 — t-3 73-775 — -3 j-=?r.arc  tangfdnc  a.  tnu)-+-C, 

'  Jdn2a.  dn2u-H*  .A  .sn2a.sn2u      k!  ex  ' 

k2sn  a.  cn  a.  sn  u.  cn  u.  du       1  ,  , 

c=-— .are  tang(tn  a.  dnc  u)  -h  C. 


*>/k 


dn2u-4-*a.A/2.sn2a,  sn2u      fc' 


Ex  bisce  formulis  siraal  perspicie?,  quanti  momenti  sint  in 
calcalo  integrali  functiones  byperbolicae. 

Sin  veto  functionem  modalarem  argomenti  u  aut  adtiu 
qoadratam  et  cum  du  maltiplicatam  integrare  sascipias,  iis, 
qaae  supra  ad  bibita  suut,  praesidiis  integra  tiones  perfici  ne- 
queunt;  itaque  transcendentem  aliquam  fanctionem  deliga- 
mus  necesse  est ,  quae  ,  propterea  qaod  amplitodines  auxi- 
lium  negant,  earum  vice  funga  tur,  ut  quaesita  integrala  ad 
eam  reducere  possimus. 

Facillime  trium  integralium  /„sn2u.  du ,  /0cnau.  du  et 
/0dnau.  du  unum  ad  allentai  reduci  licei;  haec  et  reliqua , 


(  117  ) 
quae  cura  iis  cohaerent,  integralia  suol  ea  ipsa,  quae  ab  au- 
ctore  in  numerum  primi  generis  integralium    modularium  re- 
lata sunt. 
Qaum  integrale 

am  ti  =  I  dn  et.  du 

Jo 

inter  ipsi  similia  siraplicissimum  sii,  faic  pariter  integrale 

Jdu2u.  du  =  fdf  1/^(1  —  *3sin3p) 

prò  9  =  am  u,  aactor  formam  prìmariam  delegit ,  ut  celerà 
ad  id  redigerei.  Sed  id  ipsum  est  illud  integrale ,  ex  quo 
planae  ellipseos  rectificatio  dependet  atque  qnod  vere  elli- 
pseos  are  una  ex  p  ri  mi  t.  Sicubi  igitur  omnino  in  modularium 
funclionum  theoria  de  functione  ediqua  eUiptica  dicere  licei , 
hoc  tantum  nomine  Illa  forma  primaria  appellar!  possit.  Qua- 
re  signum  huius  functionis  a  duabus  verbi  :  ellipsis  initiali- 
bus  litierìs  auctor  petivit,  ita  ut  sit 

(27)  el  u  =  f  dn't*.  3t#  =  f  ^(l-ft'sin'y). 

Verumtamen  functionem  transcendentem  hoc  integrali  re- 
praesentatam,  quam  xar  s^o/^v  primi  generis  integrale  mo- 
dulare vocavit,  manere  ex  modulo  k  pendentem  piane  mani- 
festum  est.  Ilaque  loti  dupla  periodo  functiooum  theoriae  ab 
ilio  singulari  integrati  nominationem  deduce  re,  tanquam  si , 
ut  plana  ellipsis  reclificaretur,  haec  theoria  pottssimum  in- 
venta fuisset,  omnino  irritum  est. 

Si  ponitur  u  =  9t  integrale  ex  eo  determinatum    per  E 
designatur;  quare  est 

(28)      E  = f   dnatt.  du  =  f  a  dp.i/"(l-*2.sin2p). 

Quanti tas  el  u  non  solum  ex  modulo  A,  veruni  etiam  ex  ar- 
gumento  tt,  sed  quantilas  E  ex  uno  modulo  k  pendei.  Loco 


(  "8  ) 
moduli  k  coniugains  modulùs  k'  si  suraitur»  id  bocqe  moda 

desi  guatar 

(29)  el'u  =  fln"u.  du     et    E'  =  f  *'dn'2t*.  du. 

Quantitates  E  et  E'  ob  causai  iam  comraemoratara  eUiptici 
quadrantes  iique  ,  quippe  qui  ad  modulos  k  et  k'  spectent  , 
coniugali  quadrantes  ettipùìci  amMAaniar. 

Functio  el  u  si  ad  argumenti  complementum  cKL  —  u  re- 
ferlur,  eodem,  quo  retiquae  complementi  foBcfones  ,  modo 
scribitur;  igitur  est 

eie  u  =  eI(£XL  —  u), 

elc't*  =w  eW  —  ti). 
E*  aeqjuatrione 

du  =  f  3<p.|/"(l  —  **  si*1» 

sequitur,  si  modulum  A  primum  =  0,  tum  =  1  ponis,  mo- 
dulare integrale  el  u  semper  inter  /Ines  <p  et  sin  <p  ,  sive  igitur 
inter  fines  am  u  et  snu  cont inerì.  Quia  scraper  y  >  sin  y , 
igitur  etiam  amu>snu  est,  functio  el  t*,  si  argumentum 
non  routalur,  crescente  modulo  diminuitur.  Pariter  quadrane 

E,  qui  semper    inter    fines  -     et  1  interposi  tus  est,  dirai- 

Buitur  modulo  aneto. 

Ad  cowputandap  fanctiooaa  el  u  et  el  cu  spectani  series 
(&.  et  9»  in  exeuate  disputauonfc  paragrapbo  10)  expositae. 

Facili  imo  vero  negotio  reliqua  integrata  secundum  defi- 
nìUonem  primo  generi  adnumeranda,  ad  unum  integrale  el  u 
rediguntur.  Ac  quidem  est 

u  —  el  u 

S~""~   > 


(30)  f  sn2u.  du  = 

(31)  f  cnV8M  =  M -— ,* 


«  -  eli* 


(38)       J   tu1*  d» 
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(o  u.  (In  u  —  el  u 


*#2 

Fuctionum  el  »  et  eie  «  facile  «*a  ad  aUeram  reducitur  hae 
formula 
(33)  E  =  el  ti  H-  eie  *  —  *a  »  *•  «ncu. 

Porro  inveniuntur 


r    3w         In  w.  dnu—  el  u-4-  *'*.t* 


J"      CU 


du         el  a  —  A*sn  u.  sne  u 


(36) 


X.     „         t»—  (E—  ek«) 


'  (E  —  ete  *)  —  jt'».w 
—  , 


(37)  f  cncV  3«  =  v k% 

(38)  T  — r  =  tn  «.  dn  *■+•(*—  el  i*), 
J0sncw 


3u 

—  el  tu 


(3a\  C .  —  tnu-  dn  u  —  el 

Series  expressionuro,  ut  u,  u  —  el  u ,  E,  E  —  eie  u  ,  quae 
in  hi9  forma  li  s  apparent,  eodem  loca  citato  iain  evolutas  io-* 
venis.  Addenda  est  formula 

el(a-*-t*)-t-el(a— u)         .  A2so  a.  cn  a.  dn  a.  sn*u 

(40)      — L7T— ^ '  =   el  a j 75—3 ; , 

v*  '  2  1 — A  sn  a.  unii 

quae  nos  ad  consideranda  secundi   generis  integralia  moduh 

larìa  transducit. 

Integralia  ncundi  generis  modulari»  sani  ea,  quae  etiam 
quadrata  quidem  modularium  functionum,  snati,  cn*!*,  dn2«, 
continente  sed  praeterea  constantitas    quibusdam  faetoribua 


(  120  ) 
instructa  sani.  Qaam  eminenti  quadam  ratione  faaec  tota  au- 
cloris  disputatio  ad  ea  ipsa  spectet,  diffusius  ea  explicemus 
necesse  est.  Siquidera  aequationem  (40),  in  qua  u  mutabilis 
et  a  constans  quantitas  cogitetur,  cum  du  multi  plica  tara  ita 
integramus,  ut  integrale  evanescat  prò  «  =  0,  invenis 

k2su  a.  cu  a.  dn  a.  sn2i*  du 


s 


i  —  A2sn3a  sn2u 


=  u.  eì  a  —    -^-  i  el(a  •+•  u)du  •+-  —  i   el(a  —  u).du. 

Integra lia  f^  eì(a  -+•  u).du  et  J0  eì(a  —  w).3u  cognita  esse 
sumuntur.  Naraque  auctor  ut  integrale  fQ  dnaw.  du  formai» 
primariam  fecit,  ita  integrale  fQ  el  u.  du  novam  primi  ti  vam 
functionera  accepit,  qaam  in  ipsias  theoria  functionum  mo- 
dularium  modulariamqae  integraliam  diffusius  atque  aberins 
traclavit.  Sed  cam  rem  hoc  loco  praeldrmittamus  statimqne 
novnm  integrale 


/. 


A2sn  a.  cn  a.  dn  a.  sn2«.  du 


0  1  —  k*sn*a  sn2t* 

consideremus.  Quod  qaidem  integrale,  quippe  quod  in  ipsias 
numeratore  continet  sn2u,  sinus  integrale  secundi  generis  no- 
minatami per  §(«,  a)  designavi^  est  igilur 

o/       v       C  b*su  a*  cn  a-  do  a-  sn3u.  du 
J  o  1  —  isna  sn2ti 

Quia  autem 


L 


Aaso  a.  snc  a.  cn*u       _  K3sn  a.  cn  a.  dn  a.  sn*u 

~ -5—5 —  =  A  sn  a.  snc  a 75—5 3 

1  —  h  sn  a  sn  u  1  —  A  sn  a.  sn  u 

fit 

A2sn  a.  snc  a.  cn2w.  du 


1 


1  —  A  sn  a  sn  tt 
qaod  integrale  propter  functionetn  cn2u,  quac  in  numeratore 


(  421  ) 
appare!,    cosinus   integrale   secondi  generis    nominatola    per 
Q{Uy  a)  denotavi!,  ita  ut  sit 

*k2sn  a.  snc  a.  cri2t*.  du 


II.       e(«,  a,  -/i^ 


A2sn2a.  sn2u 
Quia  deniqoe 

In  a.  dn  a.  dn2u  A2sn  a.  co  a  da  a  snati 

— ^ —  =  tn  a  do  a 3 75 — 5 3 > 

1  —  k  sn  a  sn  «  1  —  A  sn  a  so  u 

emergi t  integrale: 

■ 

tn  a.  dn  a.  dn*u.  du  ,  _.      v 

-1 .,    ,       ,      =  ina.  dn  a.  «  —  S(w,a)  ,  . 

1  —  &  sn  a  sn  u 


/ 


cai  propter  fanctionem  dn2«*  nomen  :  differentis  integrate  se* 
cundi  generis  imposuit  et  signora  S(u,a)  attribuii,  qoare  est 


III. 


tn  a.  dn  a.  dn2¥.  du 


-,       v        r  in  a.  an  a.  an  «.  < 

JU,  a)  =   I     —•; 75—3 j- 

7       J0      1— *2sn2asn2t« 


Matabilis  qaantitas  u  argumcntum  integrala  et  constans  a 
parameter  vocatur.  Ex  tribns  igitur  trium  qnodque  integra- 
lium pendet  quantitatibus,  ex  argomento  u,  ex  parametro  a 
et  ex  modulo  k. 

Sed  illieo  tria  nova  ex  tribus  bis  integralium  secundi  ge- 
neris formis  primariis  prodeunt  integralia.  Siqoidera  ai  loco 
a  ponitur,  illa  mutantur  in 

«  r  ik2tntain'a.sn7u.du 

(U'  M)  ~J0  cn'\*(l  -4-  A2tn'2asn2ti)    ' 


f        ik2irìa  cn2u.  3n 
©(«,  ai)  —  J    dn/a(1^Aaln'2asnat|)  » 


0  ™  j(  1  -►-  k'tn'a  sn*t«) 
t  tn'a.  dn'a.  dn2u.  òu 


-.,        ..        r    t  Ina.  dna. dn  u.  du 

3(u,  at)=  I    — rir7i 2 

N  J0      l-*-fc2tn'2a.  sn2u 

Nane  qaodvis  trium  integralium  imaginarium  est.    Sed   di 
faittendo  factorem  1  tria  nova,  eaqae   realia    obtinebis  inte- 


(  122  ) 
gralia,  quae  per  S(tir«) ,  C(*>a)  et  D(t#,  a)  dksignantiir.  Bel 
igitur 

IV.  9(a,  o)>  =s  -L  S(n,  ai) 

A2 Ina.  dna.  snV  3n         r      dnc'a  snati.3t» 


i a.  dn a.  sn  u.  cu        r      anca 
fi  +  k2lu'2a  su*u)     J  o  tnc'a.snc'2a 

f 

1 

V.  C(tt,  a)  =s  —  6(a,  at) 


l-HfcHn"asii2tt 


'*-„.»».-' 


Ji'tn'a.  cn2«.3w       rènda  cn2*.3n 

otfntytH-^n'Wtt)^.  tac'a    '  1  +Fln'2a  sn'i  ' 

VI.  D(u,  a)'  =^  $(u,  ai) 

J*  tn'a.  da'*  dn2tfc  3tt ^*  su'  a  dn2t#.  3u 

0  1  -4-  A2ta'2*  so2u      J  0  sn?a   '  l-hfc2to,2a  sn2u  ' 

Io  fuibas  sex  ialegratibus  eliam  m  loco  u  si  fooilor,  fede 
proficiscuotar  sex  alio*  Ne  modutares  functiooeo  argwnenli 
*  reifltae  siot  od  cooiogatonk  modulato,  in  sex  prioribua  io- 
tegralibas  ambos  modulos  mutamus,  priusqoam  m'Ioeo  u  p<*» 
suiauis.  dado  oriooior 

r  —  t'.A'Wa  cn'a  dnra  snau.  3w 

*K  «)  -Jo     cd*u(1  +  *'2  sn"a  tn2«)       ' 

,  /»      i.A'Wa.  snc^a.  3i« 

e  (ut,  a)  -^  cn2i*(l  -t-  A"  sn"a  ta2u)  ' 

v  ^.r    «"-l11'11'  dn'a.  dnV  3« 
»K  a)  — J   cn^(1  ^  r  sn,2a  tnau)  » 

e,   •     \         f    cr/  .      n       f  —  **"tn  q.  do  a  soV  3u 

S  itti,  a)  =  — 7-  S  (wt>  a*)  =  I    — ; TT5 — rn — 2 TT  9 

v    *    '  i i      y    '     '     J0  cn'a.  cn2u(l—  A'2tn2a  ln2t#) 

t*'2tn  a.  du 


C\ui,*)=lr.e'(ui,ai)=f 


.»»•-»_    l-2..t    * 


dn  a  cnJ«(l  —  jftn'a  tn'ti) 
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,  1  r  i  tu  a.  dn  o.  dnau.  3n 

Diro,  a)  =  -r.Sw,  0»)=!-—--; ■+ *--  . 

x         7         i      v  '     Jcnau(l--A'a  Uraln2w) 

Qao  fit,  ai  sious  integralibas  factw  —  « ,  «osinaa  el  (Jiffe- 
rentis  integralibas  Factor  •"  cootinetur.  Hfece  factoribus  di- 
missis  iam  sex  nova  integrala,  inventa  sunt ,  quorum  Cria 
priora  per  'S(u,  a) ,  'C(t#,  a)  et  'D(u,  a) ,  tria  reliqaa  per 
'§(*,  a)  9  ^©(k,  a)  et  '$(*,  a)  sigaifioaotur.  ltaque  bafeebis, 
«•do  ne  negliga»  esse 

cu2u(l  -+-  ft'asn'V  tnau)  =  1  —  dn'2a.  snau  , 

at|2«c 

tn**(l— k'Hu'a  ta'u)  =  1  —  (1  •+■  *'atnaa).sn*tt  =  1 ;-  , 

sne  a 

VII.   S(«,  a)  =  —  §'(«,,  a)  =J  t  _  dn> ^  m,u , 


vili.      'c(«,  «)  =  T  ev,  «)=/o  !  _  ^..  sn»„  » 


,_.  _,       v  1   „„  r  tn'a.dn'a.  dn  u.du 

IX.  'D  «,  a  =  —  %  a   =  I   - — -j-r r~  ; 

x      '         t       v       '       J0    1 — dn2a.  sjxu 

X-  'S(u,  a)  =  — - r  SVi  «)  =  *'(•*  ai) 

J%  kf2tn  a.  dn  a.  sn*u.  3u      r  dnc  a         snau.  3u 
o         ,  /»         snau  v       J0  tnc  a      snc2a  —  snau 
\  sne  a  ' 

XI.  'Q(u,  a)  =  y  C'(ui,  a)  =*  -  e'(«»>  ai) 


JArtn  a.  3u               T  dnc  a  du 
V  '  ^  I    • 
a  '           /.          sn  ti  v     */«  tnc  a 
dnafl  —  — H 
\           snu  a! 


tnc  a    "  sn2u    ' 


1    - 


sne2a 


/ 
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XII.  '3(«,  a)  =  -y-  D'(«t»  a)  =  —  y(«t,  ai) 

In  a.  dn  a.  dnati.  du      r  su  a  do3 ti.  3t* 


Jtn  a.  dn  a.  dn  ti.  du rsna 
«         sn'ti              J  rt  snc  a 


t_  „.„        1_SD'« 


snc3a  sncaa 


Daodecim  integralia  hic  exposita  jam  rat  ione,  qua  exorta 
sont,  in  quatuor  trinoram  integraliam  natara  inter  se  iuu- 
ctoram  classcs  sese  disponunC.  Sed  quod  ad  earam  ordinem 
atlinet,  auctor  adnumerat  inter  integralia  secandi  generis 
modularla 

pritnae  classi*  :      S(ti,  a)  ,  C(u,  a)  ,    D(fi,  a)  ; 

secundae  classi*  :    S(u,  a)  ,  G(u,  a)  ,     5(u,  a)  ; 

ferftae  ctorà  :      'S(u,  a)  ,  'C(u,  a) ,     'D(ti,  a)  ; 

quartae  classisi     'S(u,  a),  '0(u,  a)  ,N  fD(u,  a). 

Parìtionis  ratio  est  haec.  Integrale  enira  secondi  generis 
modulare  imam  semper  habet  qualaor  harnm  formarnm  : 

JA  sn2u.du      pA  cnat*.du       /"*À  dnau.  du  p   .A.du 

l-+-n  snau  '  J 1  «+-n  snati   *  J 1  -+-  n  snau         J  1-t-  n  sn'V 

si  per  A  et  n  conslantes  coefficientes  significanlnr,  Classem, 
cuias  tale  integrale  sit,  prorsus  ex  denominatore  1+n  snatt, 
aut  ex  coefficiente  n  metiamur  necesse  est.  Considerando 
singnlos  qoantitatis  n  valores  in  duodecim  generis  secondi 
integralibus  iuvenies,  quantitatem  n  totam  percorrere  nome- 
rorum  scalam  ideoqoe  omnibus  nomeris  a  positivo  infinito 
osque  ad  negalivum  infinitom  parem  esse  posse;  ac  quidem 
interposi  la  est 

1 

aol  1)  inter  fines  —  et  0 ,  qoare  positiva  est, 

aut  2)  inter  fines  0  et  —  k*  ,  quare  negativa  est, 
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aut  3)  inter  fines  —  k*  et  —  1,  quarc  negativa  est, 

1 

aut  4)  inter  6nes  —  1  et  —  -jr-  ,  qaare  negativa  est. 

Sane  igitnr  rea  necessaria  est,  ex  horum  valorum  ordine 
singnlae  integralium  classes,  aut  si  mali»,  ex  ordine  inverso 
distribuantnr.  Hoc  modo  simal  certissimam  cniascanqae  clas- 
sis  diiudicandae  indicium  datum  erit.  Descendentibas  qaan- 
titatis  n  valoribas  si  integralia  in  classes  disponuntur,  ipsam 
earam  ordinem  ab  auctore  delectnm  habebis,  in  quo  sopra 
integralia  enumerata  sunt. 

In  nume  rum  igitur  integralium 

prima*  classis  referenda  sunt  S(u,  a)  ,  C(u,  a)  et  D(«,  a)  cy- 

clici  generis,  quia  in  iis  n  =  Aatn'aa  est,  ideoque  in- 

l 

ter  fines  -jr  et  0  continetur  ; 

secundae  classis  sunt  $(tt,  a),  G(m,  a)  et  3(u,  a),  hyperbolici 
generis,  quia  in  iis  n  =  —  A3sn*a  ,  atque  inde  inter 
fines  0  et  —  Aa  continetur; 

tertiae  classis  sunt  'S(u,  <*),  'C(«,  a)  et  'D(tt,  a)  cyclici  gene- 
ris, quia  in  iis  n  =  — dn'*a,  igitur  inter  fines  —  A2 
et  —  1  continetur; 

quarta*  denique  sunt  '$(u,  a),  'G(t*,  a)  et  '3(u,  a)  hyperbo- 
lici generis  quoniam  in  iis  n= — r-=  — (l-t-Afatn\*) 

sne  a 

1 

igitur  inter  fines   —  1  et ^  continetur. 

Nequc  te  effùgerit,  dum  disquisitio  de  inlegralibus  gene- 
ris secundi  modularlbus  ex  iis,  quae  secundae  classi  adnu- 
meranda  sunt,  iuilium  capit,  contra,  ut  in  seriebus  evolvane 
tur,  ex  iis,  quae  quartae  classis  sunt,  incipiatur  necesse 
fuisse. 
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Quae  quidcra  duodecim  formulae  integrali  a  m  generis  se* 
condì  modularium  primilivae  io  calcalo  integrali  soni  sum- 
mo  momento.  Namqoe  propler  ipsarum  tasi  fé  liei  ter  dele~ 
clam  forraam  ?el  frequentissime  in  usum  vocaotur.  Immo  res 
mitri  stupendo  «rat,  qnod  in  disquisilionibus  natura  divewis* 
simis,  de  qaibus  Doctissimns  auctor  lectiones  habuit,  exejnpli 
gratia  de  pendoli*  sphaerieis,  aul  de  curvis  ea tenari is  spbae- 
rkis  (conf.  ipsius  dispotationes  de  bis  rebus  in  commenta* 
riis,  quae  Serotini  ab  III.  Creile  ed  un  tur,  matfaemalicis  Tom. 
XXXIII  et  XXXVIII  expositas),  aut  de  sectionibus  coni  ci  s 
sphaericis  etc,  mirum  in  modum  9emper  ea  ipsa  inCegralia 
mi  hi  occurrebant,  quae  uui  aut  alteri  formularum  illarom 
duodecim  primariarum  perfecte  congruerent,  quin  tantum 
constaos  factor,  nisi  numerlcus  factor  2  aut  l ,  cum  iis  con- 
iunctus  esset.  Talibus  profecto  in  casibus  haec  integralia,  ut 
quaesitae  quantitatis  espressione»  praebeant  ipsam»  lanquam 
procreata  esse  videntur.  Id  polissimum ,  quod  expressiones 
tmn  inopinate  smp  Ifaes  evadunt,  maxime  deleetat. 

Integralia,  quae  Illustrissimo  Legendre  propria  sunt,  si  hic 
adhiberenlur,  in  omnibus  illis  multisque  alifs  casibws  inventa 
integrali*  impediente  qnodam  factore,  quem  neuliquam  qatta» 
Hiatum  eratarm»  hafoeri  possi*  mensuram  di  fidente  in  sive 
mensurae  unitatera ,  instructa  esscnt.  Res  ia  eo  posila  est , 
quod  Illustrissimi  Legendre  inlegralibns  illae  cooslanies  pa- 
rametri functiones  desunl;  quas  quidem  nequaquam  volonta- 
rie iis  additas  esse  iam  ex  ratione,  qua  haec  secondi  gene- 
ris integralia  exorta  si  ni,  bene  perspexeris.  Gontra  ita  com- 
paratae  sunt,  ut  integralibus  quasi  implicita©  esse  videantur. 
Accedi t,  ut  in  sphaera,  si  radius  sumitur  unitas ,  tali  men- 
sola oonino  opus  non  sit. 

Qnae  quidem  formulae  primariae  ,  quom  tantopere  sesa 
proestent  in  usu  probatae,  iure  omnium  attentione  dignigst~ 
mae  swit.  fauno  ipsius  doctrinae  res  est  nominanda  graris* 
sima,  quod  auctori  nuoc  ctiam  processi t,  ut  ad  computando* 
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integralium  modularium  valorcs  viam  aperoerit  et  aplbsi- 
mam  et  simplicìssimam.  —  lntegralia  a  a  lem  primitiva  si  ad 
calculos  vocari  possunt,  simul  omnia,  quaecunque  ad  ea  re- 
daofea  sani,  iategralia  computa  ri  liost.  h  postema»  igitur 
AnalySlarum  erit,  integrala  quam  poterò  ut  plurima  ad  duo- 
decita  illa  primaria  secundi  generis  iniegralia  modularia  re- 
digere, ut  etiam  computali  queant. 

Si  auctor  acerrime  concupisci!,  ut  aliqua  civilas  aul  so- 
cietà te  s  aliquae  JitLeraram  artiui»que    faulrioes    iriuna  fun- 

r  r 

ctionum  Xr(f>)  ,  6  et  %  tabulas^  qnae  in  m od  uro  disciplinae 
sint  constructae,  computaudas  curare  velini;  id  iam  iis,  quae 
modo  dixi  piane  comprobantur. 

Ob  rei  gravitatemi  adhuc  noanuttas  rclationes  inter  primi- 
tivas  intfltgpalium  secundi  generis  modularium  formulas  hic 
afferam. 

lntegralia  pl^na  aite  finita  su*X  ; 

S(«,  3C')=  1 ,  »(«,  3C')  *  1  u ,   D(«,  3C')  «  -|"  "' 

(1)  \  S(3C,  a)  =  j(Dt  —  E)  a-f.  (to'a  òa'a  -  eì'a)dt , 
C(9t,  a)  «  Dt(E'  —  clc'a)  -  (dt  —  E)a  , 
D(Dt,  a)  »  dt  eì'a  —  (IKL  —  E)a. 

8(«,  3t)  =«,  e(»,  3C)  =  0,  3(i,,  3Q  =  ~  , 

(2)  \  $(3C,  a)  =  dt.  ci  a—  E.  a  , 
COt,  a)  =  E.  <*  —  9t(E  —  «le  a)  , 

(  3(cKL,  a)  «  3C(tn  a.  dn  a  —  el  a)  -f-  E.  a. 


(3) 


'S(u,  W)  =  0,  'C(u,  3t')  =  0,  'D(«,  SV)  =  ~   , 

\ 

'S(3C,  a)  =  (3C  -  B)a  —  dt.  el'a  -4-  -^  »  » 
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'C(9t>  a)  =  (dt  —  E)a  —  Dt(E'  —  elc'a)  -+-  -1  *, 

'D(3C,  a)  =  (9C— E)a  -+-  dt(tn'a.  dn'a  —  el'a)+  ~-  ir. 

2 

In  quartae  classis  iategralibus  communis  divisor  1 — 

snc  u 

iam=  0  e?aserit,  si  soca  s=sn  ti,  igitur   si    a  •+-  *==  SC 

factum   est  ,  itaque  tria  illa  integrafo   prinsquam  a  aut  u 

usque  ad  quantitatem  cKL  crevit,  infinitum  magnum  iara  ade- 

pta  eruat,  ac  quidem  quum  ti  =  cKL  —  a  factum  est. 

In  singulis  classibus  integrafìa  hoc  modo  inter  se  cohaerent: 

v     _,  *atn'a  dnc'a  k  cnc'a 

S(ti,  a)+C(ti,  a)  =  ,  ,    .  u  =  —7—.  ti  = — — .  u  , 
17  dn'a  Ine  a  cn'a. 

(4)  /  ,  sn'a 

1  '  l  S(ti,  a)-4-D(u,  a)  =  tn'a.  dn  a.  u  =  ^-  ,  u  , 

snc  a 

D(ti,  a)  — C(ti,  a)  =  (fc'asn'a.  snc'a.)u. 


S(ti,  a)  -+-  G(ti,  a)  =  &asn  a.  snc  a.  «  , 

sn  a 

8(ti,  a)  -4-  5(u,  a)  =  tn  a.  dn  a.  ti  =  —  .  ti , 

(5)  -  snca 

_,       .         dnc  a  A'cnca 

iS(ti,  a)  —  ©(ti,  a)  = .  u  = .  ti. 

1X7  tnc  a  cn  a 


ì  'C(ti,  a)  —  'S(u,  a)  =  A'2  sn'a.  snc'a.  u  , 

,fiv  /'D(u,  a)  —  'S(u,  a)  =  tn'a-  dn'a.  ti  =  — r .  u  , 
(o)  ;  snc'a 

i/iw       \       wv      \       dnca  *cnc'a 

'D(ti,  a)  -  'C(u,a)  =  — -  .u  =  — — -.  u  , 

tnc  a  cn  a. 
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^  dnc  a 

i   G(t*,  a)  —  §»  w,  a)  = .  w, 

I  toc  a 

<7>  ì  '3(«,  a)  -  '§(a,  a)  =  —  .  u, 
!  snc  a 

,  '3(«,  a)  —  'C(a,  a)  =  A'sn  a.  snc  a.  u  . 

Siaiplicissimac  intcr  prìmae  et  tertiae  classis  inlegralia  rela- 
(iones  reales  sunt  hae  : 

'S(3C— «,  a)  -+-  C(«,Dt'  —  a)  =  'S(3C,  a)=C(0t,3t'— o), 

J'S(«,  9t'-a)-f-  C(ÉKL— «,  a)  =  'S(S>t,  3C— a)=C@C,  a); 

''C(IML— u,  a)  -+-  D(«,  9V— a)='C(3C,  o)=D(3C,  9t'— u), 

'C(«,  9t'— a) -H  D(9C-«,  a)='C@C,  3C'— a)=  D(3t,  a). 

'D(3t,  a)  —  'D@C-«,  o)  =      ,   *   , S(u,  9t'— a), 

/q\   /  sn'a  snc  a 

S(DC,  a)  —  S(Dt  —  u,  a)  =      ,   "   , 'D(u,  3C'— a). 

sn'a  snc  a 

Simplìcissioias  nexus  inter  inlegralia  secondae  classis  sic  ex- 
hibetur. 

G(£XL-«,  a)  -+-  S(«,  3C— a)  =  G$C,  a)  =  8(9t,  3C— a), 
S(IKL-«,  a)+Q(u,  3t— a)=8$C,  o)=G(Dt,  3C— a)  , 
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3(9C— «,  a)-3(u,  3C— a)  =  3(9C,  a)  —        " 


sn  a  snc  a 
Atqae  ncxus  in  intcr  iotegralia  quartae  classis  est  : 

i 

u 


('S(dC  —  u,  a'  —  '§(u,  3C— o)  =  'S(£>C,  a> 

\  •  sn  a.  sue  a 

(11)    yG(9t  —  «,  a)  —  'V>  9C-  —  o)  =  'G$C,  «), 
,'SOC  -  «,  o)  —  'G(«,  9t  -  a)  =  '3(3C,  a), 
innati  di  Sciente  Mal.  e  FU-  T.  V.  aprile  1854.  9 
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Quaram  formularam  nonnullae  in  disputatone    exeunte  ap- 
parente 

Integralia  argumenti  9C  —  u  ad  integralia  argamenti  u  re- 
dacuntur  his  formulisi 

I  /*dn(u— a) 

S(3C— u,  a)-4-S(a,  a)=S(3C,  a)— logj/     ^  ?  . 

(12)  ^©(^-*>  «)+C(u,  a)=C(3C,  a)+log[/    J^Zfj  , 

3(3C-u,  a)-t-3(u,  a)=3(3C,  «)-Hlogl/  ^~*)  . 

S(c)t— m,  a)  -H  S(u,  a)  =  S(3t,  a)  —  y  , 
C(3C  -ti,  a)  -h  C(u,  a)  =  C(3C,  a)  -f-  <p  , 
D(3t— *,  a)  4-  D(w,  a)  =  D(3C,  a)  -+-  y  , 

(13)  /         *°  quibus 

/dne'a  \ 

<p  =  are  tangf  — r- .  sn  m.  sne  u  I 

1  /Acnc2uv        1  /sn2tc  \ 
«=  —  arc  tang  (  r. — j—  \ 2-  are  tang  (  — rr-  )  . 

2  °  \fc'cnc'2a  /        2  *  \tn'2a' 

s 

'S(9t  —  u,a)+-  'Sfa,  a)  «=  'S$C,  a)  —  ^  , 

'C(3C  —  «,  a)  -»-  'C(«,  o)  =  'C(9C,  a)  —  <J> , 

'DpC  —  «,  a)  -+-  'D{«,  a)  =  'D(9C,  a)  —  «p, 

/dn'a  \ 

ó  ss  are  tangf — r-  .  sn  u.  sne  « 

1  /sn  2tt  \  ,    1  (k  cnc  2u\ 

=  a  arc  ung  fe  )+  ¥ arc  teng  \l^ù  ) 


(14) 


(15) 
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Porro  inlegralia  parametro  9t  —  a  aut  3C'  —  a  praedita 
ad  alia,  io  quibus  parameter   =  a  est ,    redigi  possunt.  Ac 
quidem  est  : 

«  /      1         .     tn«\ 

S(u,  91'— a)  ■+■  S(m,  a)  ss   -, ; are  taog  I  .   -r— /  , 

v  '  '         v  '    '        sn  a  sne  a  \sn  «  sne  a         onu  ' 

'C(m  atf-aHC(ih  «)=  -(*"sn'a.  snc'a)u+arc  tang  (^  ^^  ^)  , 

I  D(té,  9t'_a)n-D(t*,  a)=(A'2sn'a.  snc'a)*  -h  are  tang(SQ>q  SQC>a  •  jj^)i 

nodi  sequifur  esse  : 

/         1  In  u  \ 

Ciuf  3t'  —  a)  -t-  D(«,  a)  =  are  tang  (  ~-j y—  .  ~ — -)  , 

1-t  ,      x  '  Vana  anca        dnu/ 

D(ii,  3C'  —  a)  -h  C(a,  à)  =  are  tang  (—, r    .  ^-^  )  . 

x  \sn  a  sne  a       dn  w  / 

I  /  dn(a—  ti) 

S(u,  3C— a)  -+-  S(«,  a)  «  (*  «n  a.  sne  o)  u  —  log  y     —ì—J  f 

I  /dn(a  —  u) 
(Ì7K  e(M,  3t— «H-  ©(«*>  a)  =i=(*2sn  a.  sne  a)a  -4-  log  y      — , 

~«  w  il  /"dn(a  —  w) 

3(11,  3C-  a  -4-  3  «,  a  = 1-    log  1/  . 

x  N       '       sna.  sne  a  r       dn(a  -H  u) 

ft'aSn'a  snc'a.  -- — V 

dnu/ 

/iov  /%  9C'— aH-'C(tt,  «)=(*'2sn'a.  snc'a^-Harc  tang    (Vasa'a.an€'«.  ^-^  ), 
(lo)  \  \  dn  u  / 

'D(t#,  3C— a)  VD(tf ,  a)=s— : r*  ■+■  arctang  (*'asn'a.Mìc'a.  - —  )  . 
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(  C(«,  9t'— a)  —  'S(«,  a)  =  are  t«ng(,^r--  sn  «*• snc  tt  J  » 

i  .  /dn'a  \ 

|D(«,  dt'—a)  —  'C(«,  a)  =arc  tang/ -p-.  sn  u.  snc  «  J  , 

i  /anca  \ 

D(u,  a)—  'C(u,  3C/-- a)  =  are  tang(t^7-  •  sn  tt-  snc  */  ' 

/dnc'a  \ 

C(w,  a)  —  'S(u,  9t'—  a)  =  are  tangf  — —    sn  u.  snc  u  J  . 

_      /da  a  tn  u  \      ,     ■  /~sn(a-M) 
G(«,  3C-«)-4-S(«,  a)  =^rc  &»««(,— .j^)=  logj/    -— , 

(2<ty 

^  «.      /dn  a   tn  u  \      ,      ■  /  sn(a-Hi) 

'*(«,  X— MX*  «)=  efcrc  5aog(_.d—  )-  log  J/    _( 

Qaibas  addendae  sunt  formulac  ; 

(sd 'a       sn  u  \ 
— T  •  )  » 
snc'a     snc  u/ 

7.  /  sn'a       sn  u  \ 

/21\\  D(a,  a)— S(y,  a)  =arc  tang — r   . )  , 

t^1/)    x  x  D\sncra      snew' 

/  sn'a       sn  u  \ 

C'(u,  a)-hC(u,  a)  =  are  tangi  — r  .  — r  )  ; 

\sncra      snea' 

'S(u,  a)— §(u,  a)— Are  Gang( . )=  log!/ 

'  c\sncasncu/         °|/ 

(22)/*(«,  «)+'§(«,  «)=Xrc  5ang(i^.!^  U  ,ogl/"c_B^  , 
i  \snc  a  snc  ut  "y      ™(a  •+■  *) 

'e(u,a)+e(u,a)=c«0rc5ang(S^-.^L)=  logl/  CPj*  ~  ">  . 
v  v      '  e\sncasncu/  by      cn(a  -*-  w) 

Integrala,  quae  ex  primariis    secuudi    generis    integralibus 
pendente  praelermiltiraus.  Inter pres. 


cn(a  —ti) 
cn(a  H-  «)  ' 
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SOPRA  ALCUNI  FENOMENI  DI  -  ELETTRICISMO  STA- 
TICO E  DINAMICO  RECENTEMENTE  OSSERVATI  DA 
FARADAY  NEI  CONDUTTORI  DE'  TELEGRAFI  SOT- 
TERRANEI E  SOTTOMARINI. 

iV  O  T  A  (*) 
BEL.  §IG.  PROF,  MACEDONIO  MELLONI 

I  lavori  che  si  eseguiscono  presentemente  in  Inghilterra 
dai  signori  Glarke  e  Compagni  per  oso  de'telegrafi  sottoma- 
rini hanno  condotto  a  diverse  curiose  ed  importanti  sperien- 
ze,  che  V  illustre  amico  mio  Faraday  ebbe  la  gentilezza  di 
comunicarmi  con  due  sue  lettere  in  data  dei  30  gennaio  e 
9  febbraio  p.  p.  Queste  sperienze  spargono  una  viva  luce 
sulla  cagione  delle  differenze  trovate  da  diversi  osservatori 
nella  velocità  colla  quale  il  fluido  elettrico  percorre  i  con- 
duttori metallici,  ed  offrono  le  migliori  prove  che  si  possano 
mai  desiderare  intorno  alla  identità  delle  forze  cbe  produ- 
cono i  fenomeni  della  elettricità  statica  e  dinamica*  L'autore 
vi  scorge  inoltre  molti  argomenti  favorevoli  alla  sua  teorica 
della  conducibilità,  che  consisterebbe  in  una  rapida  succes- 
sione d'induzioni  elettriche  trasmesse  dall'una  all'altra  mole- 
cola  de'corpi;  e  qui  l'affezione  tanto  naturale  per  le  produ- 
zioni del  proprio  ingegno  lo  trascina  forse  tropp'  oltre  ;  po- 
tendosi, a  mio  credere,  spiegare  ugualmente  i  fatti  da  lui 
ottenuti  colla  teorica  ordinaria,  la  quale  considera  la  trasmis- 
sione del  principio  elettrico  come  un  trasporto  effettivo  di 
esso  principio  dall'una  all'altra  estremità  del  conduttore. 

Ad  ogni  modo,  gli  esperimenti  del  Faraday  sono  interes- 
santissimi, ed  bo  quindi  creduto  opportuno  di  formarne  l'og> 
getto  di  questa  mia  scrittura. 

Dirò  primieramente  il  metodo  di  verifica  adottata  dal  sig* 
Statham,  impiegato  della  Compagnia  de'telegrafici  elettrici,  per 


(1)  Questa  nota  di  già  stampata  ci  fu  inviata  dal  Sig.  Prof.  Melloni , 
priva  di  data  e  di  luogo  :  probabilmente  sarà  estratta  da  un  qualche  giornale 
napolitano  B.  T. 
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assicurarsi  che  il  filo  di  rame  é  perfettamente  isolato  dallo 
strato  di  gutta  percha  aderente  alla  sua  superficie. 

Questo  filo  si  ravvolge  sotto  forma  gomi telare  e  $i  tuffa 
nell'acqua  di  un  canale,  lasciandone  emersi  i  due  capi  che 
vengono  poi  introdotti  in  una  grande  stanza  situata  a  pian 
terreno,  dove  trovasi  una  pila  o  elettromotore  di  360  coppie 
(3x4  poli.).  Un  polo  di  essa  pila  comunica  col  terreno  umi- 
do; l'altro  trasmette  la  sna  tensione  elettrica  ad  uno  de'capi 
del  filo  passando  per  un  gal  variometro  mollo  sensibile.  Sic- 
come la  gutta  percha  non  è  conduttrice  della  elettricità/ si 
intende  che  in  tale  disposizione  di  cose  il  circuito  elettrico 
può  solamente  stabilirsi  nel  caso  vi  fesse  qualche  soluzione 
di  continuità  che  producesse  il  contatto  del  filo  coli'  acqua 
circostante:  ma  l'applicazione  dell'  involucro  isolante  è  fatta 
con  tale  e  tanta  diligenza  ,  che  la  corrente  elettrica  trovasi 
quasi  del  tutto  impedita  ed  il  galvanometro  resta  appena 
sviato  di  5°  dalla  sua  posizione  iniziale  quando  s'impiegano 
200  gomitoli  di  mozzo  miglio  l'uno  riuniti  per  modo  da 
formare  un  sol  filo  lungo  100  miglia.  Al  galvanometro  sen- 
sibile se  ne  sostituisce  poi  uno  assai  pigro;  ai  congiunge  il 
secondo  capo  del  filo  al  polo  della  pila,  che  comunicava  pri- 
ma col  suolo;  eia  vivacità,  con  cui  P indice  galvanometrico 
è  cacciato  dalla  sua  posizione,  mostra  l'altitudine  del  filo  me- 
tallico a  trasmetterò  la  corrente  elettrica.  La  grossezza  del 
filo  di  ramo  è  un  pò  minore,  e  quella  dello  strato  di  gutta 
percha  un  pò  maggiore  d'una  linea. 

S'immagini  ora  uno  di  questi  fili  lungo  100  miglia,  gia- 
cente sul  suolo  della  stanza  ove  penetrano  i  due  capi  d'uu 
altro  filo  della  medesima  lunghezza  immerso  nell'acqua.  Ri- 
stabilita la  pila  nello  stato  d' isolamento ,  si  fa  comunicare 
uno  de'suoi  poli  coll'estremità  del  filo  esterno  circondato  di 
acqua  che,  per  amor  di  brevità,  diremo  fune  elettrica  bagna- 
ta o  acquea  onde  distinguerlo  facilmente  dal  suo  compagno 
riparato  entro  la  stanza,  che  sarà  per  noi  la  fune  elettrica 
asciutta  o  aerea* 

Dopo  alcuni  istanti  si  rimuove  il  contatto  della  pila  ed  un 
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osservatore,  posto  in  comunicazione  colla  terra,  toccando  la 
estremità  libera  della  fnne  immèrsa  ,  aente  una  fortissima 
commozione.  Questa  commozione  si  riproduce  parecchie  volte 
di  seguito  quando  s'interrompe  e  si  ripiglia  il  contatto,  ma 
con  una  forza  decrescente,  sicché  il  fcnomeo  cessa  compiu- 
tamente dopo  un  certo  intervallo  di  tempo.  Però  il  numerò 
-delle  scosse  é  tanto  maggiore  quant'é  minore  la  durata  del 
contatto  s  Faraday  ne  ottenne  sino  a  40 ,  rendendo  siffatta 
durata  Unto  breve  quanto  gli  fu  possibile.  La  scossa  è  meno 
intensa  quando  il  contatto  non  segue  immediatamente  l'inter- 
rompimeuto  della  comunicazione  tra  il  conduttore  immerso  e 
la  pila;  ma  trovasi  tuttavia  sensibile  dopo  parecchi  minuti  9 
decrescendo  sempre  e  riducendosi  finalmente  a  zero ,  come 
nel  caso  precedente. 

Se,  in  vece  di  toccare  colla  mano  la  fune  acquea  elet- 
trizzata, vi  si  accosta  una  miccia  metallica  o  tubetto  di  sol- 
furo di  rame  alla  Statbam,  se  ne  ottiene  immediatamente  I' 
arroventaqjonto  il  quale  produce  la  combustione  della  polvere 
da  sparo  :  fenomeno  che  può  ripetersi  cinque  o  sei  volte  con- 
secutive, qualora  non  si  lasci  trascorrere  un  intervallo  mag- 
giore di  4,  o  5"  (*). 

L'esperienza  pnò  finalmente  variarsi  in  altro  modo  ,  con- 
giungendo  un  galvanometro  alla  fune  acquea;  poiché,  quando 
comincia  la  carica  pel  contatto  d'uno  de'poli  della  pila  iso- 
lata, l'indice  galvanometrico  muovesi  vivamente  per  un  dato 
verso,  retrocede  e  fermasi  stabilmente  dopo  5,  o  6"   presso 


(*)  Le  predette  miccia  metalliche  si  ottengono  mediante  ì'azion 
lenta  della  gutta  percfaa  solforata  sui  fili  di  rame;  che  vengono  poi 
rimossi  iu  parte  come  pure  lo  strato  superiore  di  gutta  percha;  la- 
sciando cosi  in  libertà  il  rame  solforato  sotto  forma  d'un  sottil  tubo 
aderente  al  filo  metallico. 

La  facilita  colla  quale  questi    corpicciuoti    s' arroventano   sotto 

l'azione  della  corrente  elettrica  li   rende  assai   più  atti    de*  fili  di 

platino  per  lo  scoppio  delle  mine  sottomarine,  poiché  Faraday  li  ha 

visti  produrre  gli  effetti  suindicati  all'  estremila   più  lontana  «V  199 

miglia  della  fune   acquea. 
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Fa  sua  posizione  iniziale,  e  gira  poi  di  nuovo    in    direzione 
contraria  allorché,  rimosso  il  contatto  della  pila,  si  fa  tosto 
comunicare  col  suolo  l'estremila  libera  del  galvanometro. 

Nessuno  di  questi  fenomeni  può  riprodursi  sostituendo  la 
fune  aerea  alla  fune  acquea.  Ciò  non  deriva  punto  da  un 
diverso  grado  d'isolamento  del  metallo  interno  della  prima 
fune  per  rispetto  a  quello  della  seconda  :  Faraday  lo  dimo- 
stra colla  massima  evidenza  mediante  due  .galvanomelri  si- 
mili rispettivamente  congiunti  alle  due  funi.  Imperocché  fatto 
un  sol  capo  delle  estremità,  libere  de*  due  strumenti  e  po- 
stolo in  comunicazione  coli'  uno  de'  poli  della  pila  isolala  e 
collcgate  del  pari  le  due  estremità  libere  della  fune  acquea 
e  della  fune  aerea,  i  due  galvanomelri  manifestano  lo  slesso 
preciso  angolo  di  spostamento  qnando  si  pone  in  contatto  il 
polo  libero  della  pila  colle  due  estremità  parimente  libere 
delle  funi  riunite  in  un  solo  conduttore  :  e  tale  uguaglianza 
si  mantiene  inalterata  dopo  di  aver  sostituito  l'uno  all'altro 
strumento,  per  modo  che  il  galvanometro  della  bine  aerea 
occupi  il  poslo  di  quello  congiunto  colla  fune  acquea,  e  vi- 
ceversa. 

La  cagione,  per  cui  questi  due  conduttori  si  comportano 
tanto  diversamente,  é  facile  a  comprendersi  :  poiché  nel  caso 
della  fune  immersa,  lo  strato  d'acqua  che  trovasi  a  conlatto 
della  gutta  percha  si  elettrizza  per  induzione  in  senso  oppo- 
sto alla  superficie  del  filo  metallico;  sicché  ne  nasce  una  di- 
sposizione totalmente  analoga  a  quella  de'vctri  armati;  i  cui 
effetti,  malgrado  la  debole  tensione  della  elettricità  voltaica 
rispetto  alla  elettricità  ordinaria,  sono  assai  poderosi  in  con- 
seguenza delle  sterminate  dimensioni  dell'apparecchio.  Calco- 
lando infatti  tali  dimensioni,  trovai  che  il  filo  di  rame  ado- 
perato nelle  sperienze  di  Faraday  aveva  una  superficie  di 
8300  piedi  quadrati,  e  che  lo  strato  d'acqua  in  contatto  colla 
superficie  esterna  dell'involucro  di  gutta  percha  applicato  sul 
filo  non  era  meno  di  33000  piedi  quadrali;  quantità  che  su- 
perano probabilmente  la  somma  di  tutte  le  batterie  elettri- 
che delfiniera  Europa  ! 
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Ora,  la  fune  aerea  manca  dello  strato  di  materia  deferente 
apposto  alla  superficie  esterna  della  gatta  percba;  ed  essen- 
do, pertanto,  comparabile  ad  una  bocca  dì  Leyden  spogliata 
del  suo  conduttore  esterno,  non  può  evidentemente  caricarsi. 

La  scossa  tratta  dalla  fune  acquea  é,  al  dire  del  Faraday, 
affatto  simile  a  quella  dell'elettromotore  voltaico;  ed  abbiam 
veduto  inoltre  essa  fune  operare  sull'ago  magnetico  ed  ac- 
cendere la  polvere  da  sparo:  proprietà  che  sono  speciali  alle 
correnti  elettriche  e  mancano  ordinariamente  nella  scarica 
della  boccia  di  Leyden.  Tutto  ciò  deriva  manifestamente  dalla 
distribuzione  della  elettricità  sulle  due  lunghissime  superficie 
armate  dello  strato  di  gotta  percba  ...  Ma  questi  fatti  sono 
oltremodo  istruttivi  perchè  ci  permettono  per  così  dire  ,  di 
assistere-  alla  conversione  della  elettricità  voltaica  in  elettri- 
cità ordinaria,  e  viceversa;  e  ci  presentano  quindi,  come  di- 
cevamo pocanzi,  le  prove  più  convincenti  che  possano  mai 
desiderarsi  intorno  alla  identità  delle  cagioni  donde  proven- 
gono i  fenomeni  dell'elettricismo  nello  stato  di  quiete  e  di 
movimento. 

Tra  i  vari  conduttori  che  corrono  tra  Londra  e  Manchester 
se  ne  trovano  parecchi  composti  di  filo  di  rame  spalmato  di 
gutta  percba  e  sotterrati  entro  tubi  di  piombo  o  di  ferro- 
fuso.  Il  nostro  autore  ebbe  a  sua  disposizione  1500  miglia 
di  così  fatti  fili,  dove  gli  effetti  della  corrente  trasmessa  dal- 
l'una all'altra  estremità  delfiniera  linea  potevano  facilmente 
esplorarsi  di  375  in  375  miglia  per  mezzo  degli  andirivieni 
o  duplicazioni  che  ritornavan  tutte  a  Londra  nell'uffizio  ceiir 
tra  le  de'  telegrafi  elettrici.  Ora  questa  specie  di  conduttori 
sotterranei  non  si  comportò  negativamente,  come  la  fune  ae- 
rea, ma  produsse  i  medesimi  fenomeni  della  fune  acquea.  È 
vero  che  da  un  lato  s'ebbero  azioni  più  deboli  a  cagione  del 
minor  isolamento  del  filo  metallico;  ma  la  circostanza  della 
maggior  lunghezza  diede  luogo  ad  altri  fatti  importantissimi 
relativi  alla  trasmissione  delle  forze  elettriche. 

Faraday  prese  tre  galvanometri  a,  6,  e,  e  li  frappose  lungo 
una  linea  di  750  miglia,  in  guisa  da  essere  traversati  dalia 
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elettricità  circolante  del  filo,  e  per  modo  che  e  slava  sa! 
principio,  b  nel  mezzo,  e  e  all'estremità.  Fatto  quindi  comu- 
nicare lo  strumento  estremo  col  suolo,  egli  stabilì  il  circuito 
elettrico  e  vide  l'indico  del  galvanomeiro  a  porsi  primo  in 
movimento,  poi  l'indice  del  galvanomeiro  6  e  finalmente  l'in- 
dice del  galvanomeiro  e.  Adoperando  l'intera  linea  di  1500 
miglia  egli  contò  2"  d'intervallo  tra  il  moto  del  primo  e  quello 
dell'ultimo  strumento. 

I  galvanometri  erano  ad  ago  semplice  e  di  poca  sensibilità, 
e  la  corrente  li  rendeva  presto  immobili  nelle  loro  indicazioni, 
le  quali,  a  cagione  della  dispersione  dell'elettrico  lungo  il  fi- 
lo, trovandosi  tanto  minori  quanto  maggiore  si  era  la  lonta- 
nanza dello  strumento  della  pila.  Dopo  di  aver  aspettato  al* 
cuni  istanti  onde  ottenere  la  predetta  immobilità  sotto  l'ef- 
flusso elettrico,  s'interruppe  il  contatto  della  pila.  Allora  a 
videsi  tornare  immediatamente  a  zero;  lo  stesso  moto  di  ri- 
torno si  effettuò  poscia  per  A,  e  quindi  per  e;  in  guisa  che 
la  corrente  circolava  ancora  in  e  quando  ogni  segno  elettro- 
dinamico era  già  compiutamente  sparito  in  a  —  Altrimenti, 
toccato  il  filo  colla  pila  e  rimosso  immediatamente  il  contat- 
to, l'indice  del  galvanomeiro  a  si  scostò  dallo  zero  e  vi  tornò 
prima  che  incominciasse  il  moto  di  b;  e  e  non  si  pose  in  mo- 
vimento se  non  dopo  compiuta  l'oscillazione  di  b. 

Qui  vedovasi  pertanto  a  colpo  d'occhio  la  propagazione  suc- 
cessiva dell'elettrico  lungo  il  conduttore  :  e  questa  dimostra- 
zione poteva,  in  certa  qual  guisa,  duplicarsi  e  triplicarsi  me- 
diante un  pronto  e  successivo  alternare  del  contatto  e  della 
interruzione  di  continuità  tra  la  pila  e  f  estremità  libera  del 
filo  :  imperocché  diverse  onde  d'azione  elettro-magnetica  si  mo- 
stravano allora  coesistenti  nel  conduttore. 

Riprodotto  il  contatto  della  pila  ed  ottenute  le  indicazioni 
stabilite  degli  strumenti,  s'interruppe  di  nuovo  la  comunica- 
zione dell'elettromotore  e  s'introdusse  nel  suolo  I'  estremità 
del  filo  :  a  non  solo  ritornò  a  zero,  ma  se  ne  scostò  in  verso 
contrario  quando  e  stava  tuttavia  sviato  nella  direzione  pri- 
mitiva; per  modo  che  le  indicazioni  galvanometriche  mostra- 
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vano  che  l'elettricità  simultaneamente   sgorgava    dall'  una   e 
dall'altra  estremità  del  filo. 

Finalmente,  dopo  no  rapido  contatto  colla  pila,  si  conficcò 
sabito  nel  saolo  l'estremità  libera  del  conduttore  e  le  due 
opposte  direzioni  assunte  successivamente  dal  galvanometro  a, 
mentre  i  galvanometri  b  e  e  conservavano  il  loro  stato  di 
perfetta  quiete,  dimostrarono  che  la  corrente  entrava  e  quin> 
ni  usciva  per  a  limitando  la  sua  escursione  al  principio  del 
filo. 

Quest'ultima  esperienza  fa  travedere  la  via  che  dovrebbe 
seguirsi  per  isciogliere  il  problema  ,  propostomi  scherzosa- 
mente dal  Faraday  nella  prima  sua  lettera,  di  confidar,  cioè, 
al  telegrafo  elettrico  un  messaggio  e  poi  richiamarlo  prima 
che  giunga  al  suo  destino  (*). 

Ma  una  conseguenza  facile  a  dedursi  dai  fatti  precedenti 
si  era  che  la  propagazione  del  fluido  elettrico  nello  stesso 
conduttore  metallico  cambia  in  forza  dell'induzione  prodotta 
lungo  la  sua  superficie.  Faraday  si  pose  pertanto  d'accordo 
colla  Compagnia  de'telegrafi  elettrici;  ed  il  direttore  di  essa 
congegnò  una  graziosa  combinazione  telegrafica,  che  riassu- 
me, per  cosi  dire,  in  se  stessa  le  varie  proposizioni  relative 
alla  carica  e  velocità  di  trasmissione  della  elettricità  ne'  fili 
aerei  e  sotterranei.  A  tal  fine  egli  adattò  tre  penne  al  tele* 
grafo  di  Bain,  il  quale  trasmette  e  scrive  nello  stesso  tempo 
i  messaggi  alla  parte  estrema  de'fili  che  servono  di  condut- 
tori elettrici.  Queste  penne,  o  stili,  consistono  in  cilindretti 
di  ferro  sotto  cui  passa  con  moto  uniforme  un  foglio  di  carta 
imbevuto  di  ferro-prussiato  di  potassa.  Il  contatto  della  penna 
colla  carta  succede  ogni  qual  volta  l'elettrico  arriva  all'estro* 
mità  del  filo;  ed  allora  si  produce,  per  virtù  della  reazioni 
chimiche,  una  linea  turchina  che   rappresenta  fedelmente  le 

«■*-»■—■—     ■  ■■■■■         ■    ■■■■■■■■■  ■  i^-^— -~-*-^--<-  ■  ■■■■■■■■  —  ■■——■-■■■■■■■-■    i      ■        ■»  ■■*^^^P^w^»'i^»PWP^^^^<P^<» 

(*)....  and  for  the  sake  of  puzzìing   you,   will  gìye  yon  the 
folto wing  pToMem.  How  to  «end  a  message  out  by  the  electrtc  tele- 
graph  wire  and,  before  the  pulsatioiis  reach  the  distasi   station,    to 
recali  them  bach  to  that  fron  where  they  started. 
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coedizioni  relative  al  passaggio  ed  alla  interruzione  della  cor* 
rente.  Nel  caso  da  noi  considerato  le  tre  penne  erano  dispo- 
ste l'una  accanto  all'altra  ad  una  mutua  distanza  di  circa  *|IO 
di  pollice.  La  penna  tn  apparteneva  ad  un  filo  brevissimo 
animato  dà  un  elettromotore  speciale  e  serviva  a  render  noto 
l'istante  in  cui  si  cominciava  ad  operare,  abbassando  la  chia- 
ve di  contatto.  La  penna  n  trova  vasi  alla  fine  d'iin  lungo  filo 
aereo;  la  penna  o  alla  fine  di  un  lungo  filo  sotterraneo  :  e 
con  un  secondo  elettromotore  più  energico  del  primo  si  po- 
teva stabilire  il  circuito  elettrico  ora  nell'uno  ora  nel!'  altro 
di  questi  due  ultimi  fili  ;  ma  sempre  simultaneamente  con 
quello  che  passava  pel  filo  della  penna  m  indicante  il  prin- 
cipio dell1  esperienza.  Quando  m  ed  n  erano  in  azione,  la 
traccia  lasciata  sulla  carta  dallo  stile  m  consisteva  in  una  li- 
nea uniforme  la  cui  lunghezza  indicava  la  durata  del  passag- 
gio elettrico,  e  la  traccia  dello  stile  n  era,  dessa  pure,  una 
linea  uniforme  parallela  alla  prima  e  di  una  lunghezza  ugua- 
le, spostata  d'una  quantità  appena  percettibile  secondo  il  moto 
della  carta;  mostrando  così  che  il  lungo  filo  aereo  trasmet- 
teva la  corrente  elettrica  quasi  istantaneamente  dall'una  all' 
altra  estremità.  Ma  quando  l'azione  contemporanea  stabiliva» 
tra  m  ed  o,  la  seconda  linea  cominciava  e  finiva  dopo  la  pri- 
ma con  intervalli  visibilissimi.  Dessa  era  inoltre  debole  sul 
principio,  aumentava  man  mano  in  larghezza  ed  intensità , 
mantenevasi  costante  per  un  certo  spazio  e  diminuiva  poi  di 
bel  nuovo  dileguandosi  gradualmente  verso  la  fine.  Ora  la 
comparsa  tardiva  della  seconda  linea  indicava  che  I'  azione 
esigeva  un  certo  tempo  per  giugnere  all'  estremità  del  con- 
duttore: la  sua  debolezza  iniziale  significava  che  la  prima 
forza  elettrica  era  in  gran  parte  impiegata  nell'induzione  la- 
terale :  il  suo  successivo  ingrossamento  segnava  la  porzione 
crescente  di  elettricità  che  circolava  nel  Glo  di  mano  in  mano 
che  l'induzione  diminuiva  :  l'uguaglianza  della  sua  parte  cen- 
trale mostrava  la  costanza  della  corrente  elettrica  quando 
Tinduzione  era  compiuta;  ed  il  decrescimento  posteriore,  che 
seguiva  l'interruzione  del  circuito  elettrico,  indicava  lo  scolo 
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del    fluido   trattenuto    lungo  le  pareti   durante  il  passaggio 
della  corrente. 

E  qui  importa  notare  che  ho  cambiato  appositamente  le 
frasi  impiegate  dall'autore  nell*  assegnare  le  cause  della  ap- 
parenze osservate,  onde  provare  col  fatto  la  verità  di  quanto 
dissi  pocanzi  della  possibilità  di  spiegare  i  bei  fenomeni  de- 
scritti dal  Faraday  coll'ipotesi  ordinaria  della  elettricità  tra- 
sportata dall'una  all'altra  estremità  del  filo  metallico. 

Del  resto,  qualunque  sia  la  teorica  adottata  intorno  alla 
conducibilità  elettrica,  queste  ultime  sperienze  dimostrano 
che  l'elettricità  si  propaga  più  lentamente  ne'fili  spalmati  di 
gutta  percha  e  profondati  nel  suolo  che  ne'  fili  nudi  isoiati 
nell'aria,  e  che  siffatta  differenza  deriva  dai  fenomeni  d'in- 
duzione laterale ,  ossia  dalla  maggior  capacità  elettrica  de' 
primi  rispetto  ai  secondi.  £  così  rimane  spiegato  il  perché 
la  velocità  del  fluido  elettrico  ne'  conduttori  sotterranei  fu 
trovata  da  50  a  100  volte  inferiore  a  quella  dello  stesso 
fluido  ne'conduttori  aerei  che,  secondo  Wheatstone,  sarebbe 
di  288600  miglia  per  1",  di  112680,  giusta  le  sperienze  di 
Fizeau  e  Gonnelle,  e  meno  ancora,  secondo  altri  osservatori. 

Donde  apparisce,  che  anche  nei  telegrafi  aerei,  gli  esperi- 
menti relativi  alla  velocità  di  propagazione  della  elettricità 
non  sono  concordi  —  Ciò  pare  a  prima  giunta  in  opposizione 
colle  considerazioni  precedenti  —  Ma  pochi  istanti  di  rifles- 
sione bastano  per  convincersi  che  questa  contraddizione  ò 
più  apparente  che  reale. 

Difatto  tutti  conoscono  l' esperienza  del  decrescimento  di 
divergenza  che  succede  in  un  pendolino  sospeso  alla  super- 
ficie posteriore  d'un  disco  metallico  elettrizzato  e  vertical- 
mente disposto  alla  sommità  d'un  sostegno  di  vetro  quando 
s'accosta  alla  superficie  anteriore  di  esso  disco  e  parallela- 
mente alla  sua  direzione,  una  lamina  metallica  comunicante 
col  snolo:  e  tutti  sanno  del  pari  che  questo  decrescimento 
di  divergenza,  il  quale  denota  l'aumentata  capacità  del  me- 
tallo isolato,  deriva  dalle  induzioni  elettriche  che  si  produ- 
cono a  traverso   I'  aria  frapposta  tra  il  corpo  elettrizzato  e 
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l'altro  comunicante  col  suolo;  precisamente  come  reagiscono 
a  traverso  il  vetro  le  opposte  elettricità  delle  due  armature 
d'una  boccia  di  Lejden.  Laonde  l'aria  opera  in  cosi  fatta  espe- 
rienza come  il  vetro  o  qualunque  altra  sostanza  coibente. 

Ora  ognuno  intende  che  lo  strato  aereo  interposto  tra  il 
filo  telegrafico  ed  il  suolo,  od  altri  corpi  vicini  terrà  luogo 
della  gutta  percha  ne'coud  ultori  sotterranei  e  che,  pertanto, 
la  maggiore  o  minor  altezza  de'pali,  il  numero  e  la  lunghezza 
dei  tumuU  attraversati,  la  natura  e  l'umidità  del  terreno,  la 
qualità  e  quantità  delle  fabbriche  circostanti ,  dovranno  ne* 
eessa  riamente  influire  sulla  capacità  del  filo  ,  e  per  conse- 
guenza sulla  velocità  del  fluido  elettrico;  e  perciò  la  cagione 
de'di versi  valori  assegnati  a  questa  velocità,  tanto  ne'telegrafi 
sotterranei  quanto  ne'telegrafi  aerei ,  risulta  chiara  e  mani* 
festa  dalle  magnifiche  osservazioni  del  Faradaj- 

£  si  noti  che  così  fatte  osservazioni  non  soo  figlie  del  ca- 
so, ma  si  bene  di  quell'altissimo  ingegno  donde  scaturirono 
tante  idee  preziose  pel  progresso  delle  scienze  fisiche  e  chi- 
miche. Pochi  anni  dopo  i  primi  tentativi  fatti  per  determi- 
nare il  tempo  impiegato  dalla  scarica  d'una  boccia  di  Leyden 
a  percorrere  un  conduttore  metallico,  Faraday  previde  la  pos- 
sibilità di  alterarlo  in  virtù  de'fenomeui  d'induzione  che  ac- 
compagnano il  passaggio  delia  elettricità  a  traverso  certe  so- 
stanze coibenti.  I  lavori  intrapresi  dalla  Compagnia  inglese 
deìelegrafi  elettrici  non  furon  dunque  che  una  fortunata 
combinazione  di  porre  al  cimento  la  verità  di  queste  sue 
previsioni. 
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LA  COMETA  DI  BRORSEN 
non  a  guari  comparsa. 

NOTA 
DEI  SIG.  PROF.  GIUSEPPE  BIANCHI 

CS3T7J22? 

E  sempre  capricciose  e  strane  le  Comete  nelle  loro  appa- 
rizioni !  Benché  soggeUe  esse  pure  nei  loro  movimenti  per 
lo  spazio,  al  pah  dei  pianeti  e  di  tutti  i  corpi  del  mondiale 
sistema,  alla  semplice  legge  dell'attrazione  scambievole  com- 
binata con  un  primitivo  impulso  di  projezion  istantaneo  e 
tangenziale,  e  quindi  regolarmente  guidate  intorno  al  Sole  per 
elissi  più  o  meno  eccentriche,  tuttavia,  per  la  fisica  loro  co- 
stituzione e  dipendentemente  dai  grandi  cambiamenti  delle 
successive  loro  distanze  dal  centro  del  moto  e  del  calorico, 
esse  offrono  alle  visibili  apparenze  la  massima  varietà  della 
focaia  e  illuminazione.  Direbbesi  a  tale  riguardo  che  nello 
spettacol  celeste  del  planetario  sistema  le  comete  3  col  pro- 
teiforme loro  aspetto,  son  destinate  a  interrompere  qua  e  là 
la  troppo  grave  monotonia  del  quadro  ,  e  ad  accordarvi  la 
dilettevole  varietà  coll'unità;  il  qual  accordo  risplende  pure 
e  più  in  grande  nell'apparente  disposizione  del  cielo  sidereo, 
dalla  più  brillante  e  isolata  delle  stelle  fisse  al  gruppo  delle 
plejadi  e  alla  più  remota  e  indecomposta  delle  nebulose.  Ar- 
monia della  massima  semplicità  e  varietà,  carattere  generale 
dell'intera  natura  fisica,  e  che  innalza  la  mente  del  vero  sag- 
gio a  riconoscervi  l'opera  e,  come  in  riverbero,  gli  attributi 
medesimi  essenziali  del  Creatore  ! 

Or  dunque  una  cometa  ,  sin  qui  novella  ,  presenta  vasi  la 
sera  del  16  marzo  ultimo  scorso  al  Sig.  Brorsen  nell'Osser- 
vatorio di  Senftenberg,  volgente  all'occaso  e  non  lungi  dal  tra- 
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monto  del  sole;  ma  l'annunzio  e  quella  prima    osservazione 

di  essa  furon  ignorati  o  non  vennero  confermati  per  altri;  sì 
che  la  cometa  stessa  ai  primi  d*  aprile  divenuta  già  grande 
e  visibile  ad  occhio  nudo  all'occidente ,  e  seguendo  il  sole 
dappresso,  sorprese  la  vigilanza  degli  astronomi  esploratori, 
e  comparve  a  tutti  manifesta,  lo  la  riconobbi  e  cominciai  ad 
osservarla  soltanto  la  sera  del  2  aprile,  avendone  udito  l'av- 
viso e  l'indicazione  di  spettatori  comuni;  ma  circa  lo  stesso 
tempo  essa  è  stata  similmente  avvertita  nelle  altre  specole, 
quando  cioè  tutti  gli  occhi  al  vespertino  crepuscolo  n'  eran 
colpiti.  Gol  favore  dell'aria  quasi  costantemente  serena,  essa 
per  alcune  sere  successive  ci  restò  visibile,  e  piuttosto  spe- 
ciosa, senza  bisogno  di  cannocchiali  :  però  il  suo  moto,  co- 
me indicaron  le  osservazioni,  rapidamente  allontanandola  dal 
sole  e  da  noi,  essa  perdeva  pur  prestamente  di  grandezza  e 
splendore,  tanto  da  esserne  in  breve  telescopica,  e  poco  dopo 
eziandio  scomparsa  totalmente  all'occhio  armato.  La  sera  del 
18  aprile  io  la  vidi  per  l'ultima  volta,  ma  talmente  indebo- 
lita, sebbene  a  crepuscolo  diurno  già  caduto  e  ancora  non 
sorta  su  l'orizzonte  la  Luna,  che  non  mi  riuscì  prenderne  alla 
paratattica  la  posizione  sicura  e  precisa  ,  non  avendo  io  in 
essa  distinto  che  una  tenue  ombra  di  nebulosità,  senza  trac- 
cia di  nucleo ,  e  tuttoché  nel  campo  ottico  mi  apparissero 
fino  le  stelle  più  minute.  Così  da  quella  sera  io  mi  congedai 
dalla  cometa,  che  penso  non  sarà  stata  neppur  altroVe  molto 
più  oltre  veduta. 

Frattanto  l'aver  potuto  per  poche  sere  di  seguito  osser- 
varla cogli  strumenti  e  ne'cannocchiali  a  piena  illuminazione 
del  campo,  e  stante  il  rapido  suo  moto  in  Ascension  retta 
non  meno  che  in  declinazione  (in  14  giorni  di  circa  34.°  di 
aumento  nel  primo  senso  e  di  13.°  di  diminuzione  boreale 
nel  secondo),  me  ne  ha  procuralo  un  discreto  numero  di 
buone  posizioni,  dalle  quali  emergerà  l'orbita  sufficientemente 
bene  determinala.  Se  non  che  altre  cure  non  consentendomi 
per  ora  le  riduzioni  de'luogbi  apparenti,  e  il  calcolo  dell'or* 
bita,  io  debbo  qui  restringermi  a  notare  qualche  fisica  circo- 
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stanza  e  particolarità  offertami  dalla  cometa-che,  per  essere 
alata  sebben  di  sfuggita  una  delle  rare  di  grande  volume  in 
coda  chioma  e  nucleo,  ha  dovuto  eccitar  appunto  la  curio- 
sità e  interessar  le  ispezioni  e  ricerche  de'suoi  caratteri  este- 
riori, per  confronti  con  altre  simili,  e  ad  avanzarne  le  più 
probabili  congetture  sopra  la  natura  o  oostitnziou  fisica  di 
questa  numerosa  specie  di  corpi  celesti.  A  sentir  l'importa*** 
non  che  il  diletto  delle  quali  ricerche  non  è  duopo  se  non 
ricordarsi  le  belle  osservazioni  e  deduzioni  di  Oihers  e  di 
Herschel  principalmente,  intorno  la  grande  cometa  del  1811, 
discusse  e  illustrato  viemmaggiormente  da  Biot  noi  Giornale 
dei  Dotti  per  l'anno  1831  (Quaderni  di  ottobre  e  novembre); 
ai  che  a  tutta  ragione  quest'ultimo  emetteva  il  giudizio  «  L' 
*  examen  aUentif  des  noyaux  des  comòles,  sous  oe  rapport 
»  de  ferme  et  de  conslitution  phjsique,  est  assurément  une 
»  des  ètucles  les  plua  essentieUe*,  que  lon  puisse  en  fai  re.» 
Ben  è  vero  che  tali  ricerche  non  possono  istituirsi,  come  av- 
verte lo  stesso  Biot,  se  non  col  sussidio  de'tclescofri  o  dei 
rifrattori  della  massima  forza  d'ingrandimento,  che  a  me  non 
é  dato  di  adoperare;  laonde  rimane  solo  il  desiderio  che  al- 
tri abbia  potute  giovarsene  per  la  recente  cometa.  Pur  non* 
almeno  astretto  io  a  valermi,  per  le  osservazioni  regolari  e 
di  misura,  deU'isiromento  equatoriale  e  del  sno  discreto  can- 
nocchiale con  ingrandimento  dalle  50  alle  60  volte,  he  rile- 
vato con  questo  alcune  apparenze  della  cometa,  che  mi  sem- 
bra n  degne  di  attenzione  e  che  vengo  ad  esporre* 

Somigliantissima  di  grandeaaa  e  splendore,  come  altresì 
nell'ora  e  posizione  di  massima  visibilità  rispetto  al  sole,  la 
cometa  recente  di  Brorsen  é  stata  solo  e  un  poco  men  am- 
pia di  testa,  e  di  coda  men  lunga  della  cometa  di  Klinger- 
fuea  al  cader  dell'agosto  ultimo  scorso.  Come  di  quella,  cosi 
pure  di  questa  avendo  io  potuto  cominciar  l'osservazione  ap- 
pena tramontato  il  sole,  e  nella  più  viva  lace  del  crepusco- 
lo, mi  san  goduto  a  seguire  il  progressivo  aumento  ch'essa 
prendeva  di  forma  e  chiarezza  di  mano  in  mano  che  l'aria 
nel  campo  ottico  andava  facendosi  più  scura.  Mi  è  avvenuto 
Annali  di  Scienze  Mai.  é  Fis.  T.  V-  aprile  1854.  10 
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•così  di  confermar  più  volte  la  differenza  notevolissima  dell' 
aspetto  laminoso  della  cometa,  secondo  che  essa  era  veduta 
nel  /campo  del  cannocchiale  pienamente  rischiarato  dal  crepu- 
scolo o  da  ona  lacerna,  ovvero  a  oscurità  di  notte  incomin- 
ciata. Nel  primo  caso  io  non  ho  mai  distinto  di  essa,  fuor- 
ché il  corpo  centrale  o  la  testa,  senza  contorno  preciso,  e 
benché  più  fulgida  nel  mezzo,  avvolta  e  sfumante  in  un  bre- 
ve anello  di  nebbia.  Ma  non  si  tosto  intorno  a  questa  imma- 
gine dispariva  la  luce  crepuscolare,  o  toglievasi  di  notte 
quella  della  lucerna ,  emergeva  il  nucleo  centrale  della  co- 
meta, distintissimo,  circolare,  ben  terminato,  di  lume  giallo- 
aureo  ,  uniforme  e  tranquillo ,  come  un  disco  planetario ,  e 
piuttosto  grande,  fasciato  da  zona  bianco-nebulosa,  che  pro- 
lungavasi  dalla  parte  opposta  al  sole  per  2  gradi  o  poco 
più  di  estensione,  meno  splendente  o  più  diradata  e  sfumante 
più  che  a  Non  lana  va  si  dalla  testa,  di  una  larghezza  nel  mezzo 
assai  maggiore  della  testa  medesima,  e  con  un  ventre,  ossia 
di  forma  rigonfia,  convessa  nella  linea  di  confine  verso  au- 
stro, e  concava  più  leggiermente  verso  borea,  quale  una  vela 
investila  da  un  vento  settentrionale.  Io  so  bene,  per  le  bello 
osservazioni  di  Herschel,  di  Olbers  e  di  altri  che  la  forma 
e  grandezza  di  planetario  disco  nel  nucleo  delle  comete  ri- 
solvesi  coi  cannocchiali  o  telescopi  di  forte  amplificazione  in 
un  lame  confuso  e  di  contorno  indefinito,  rimanendo  solo,  e 
non  sempre,  in  questo  un  tenue  punto,  più  splendente,  in- 
terno, e  talvolta  eccentrico,  siccome  nella'  grande  cometa  del 
1811  di  bifida  coda.  Comprendo  ancora  chp  la  forte  luce  cre- 
puscolare diurna,  o  quella  della  lucerna  di  notte,  nel  campo 
di  visione  per  simultanea  sensazione  rende  impercettibile  al- 
l'occhio il  debole  splendore  delle  parti  più  rare  e  vaporoso 
della  cometa  quali  sono  le  sfumature  della  testa  e  la  coda. 
Tuttavia  io  domando ,  come  avviene  che  ne'  cannocchiali  di 
piccola  o  mediocre  forza  il  nucleo  planetario  della  cometa, 
così  beo  pronunziato  e  definito  a  campo  oscuro,  svanisce  o 
sfama  nebbiosamente  a  campo  illuminato  e  viceversa  ?  L'e- 
stranee-e  terzo  lume   della  lucerna  o  del  crepuscolo  che  si 
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mesce  a  quello  coloralo  del  corpo  centrale  della  cometa  e  al 
bianco,  del  conoide  o  involucro  esteriore  della  chioma  e  co- 
da, in  qual  modo  confonde  e  toglie  la  percezione  del  peri- 
metro, circolare  di  confine  fra  le  immagini  di  questa  e  di 
quello?  Mentre  poi  sopra  l'immagine  della  nebulosità  cen- 
trale projettasi  alla  vista,  sebbene  con  tanta  minore  spes- 
sezza che  ai  lati,  altresì  una  parte  dell'involucro  esteriore  ? 
Se,  ciascuna  grande  cometa,  nelle  vicinanze  deL  suo  perielio, 
si  compone,  come  sembra,  di  tre  parli  differenti,  quali  sono 
il  picciol  nucleo  di  materia  più  compatta ,  se  non  solida  la 
nebulosità  centrale,  osservata  sempre  circolare  di  figura  ap- 
parente e  che,  se  luminosa  per  se,  potrebbe  dirsi  una  pho- 
tosfera,  e  il  conoide  o  involucro  esterno  di  materia-  vaporosa 
e  più  rarefatta,  non  si  potrà  meglio  indagarne  e  conoscerne 
la  costituzione  fisica,  se  non  esplorandola  coi  polariscopi  ap- 
plicati per  ciascuna  parte  ai  refrattari  della  maggior  forza  e 
distinzione.  In  ogni  caso  però  si  dovrà  sempre  conchiudere 
e  ritenere  la  quantità  di  materia  o  la  massa  di  tai  corpi  es- 
sere assai  tenue,  ricordando  specialmente  la  famosa  cometa 
del  1770,  non  mai  riveduta  quantunque  da  Lexell  calcolala 
periodica  di  cinque  anni  e  mezzo,  che  attraverso  il  sistema 
dei  satelliti  di  Giove,  e  passò  più  di  qualunque  altra  vicina 
alla  nostra  terra,  senza  produrre  la  minima  perturbazione  ni 
moti  di  quelli  e  di  questa.  Per  norma  di  ricerche  e  ad  avan- 
zarne fa  scienza  in  questo  genere  di  cognizioni  gioverà  so- 
prattutto consultar  e  leggere  attentamente  la  seconda  e  terza 
delle  quattro  Memorie  interessantissime,,  colle  quali  il  celebre 
Biot  analizzò  profondamente  i  primi  lavori  pubblicati  dalla 
Società  astronomica  di  Londra,  e  inserite  nel  citalo  Giornale 
4ei  dotti  per  gli  anni  1831  e  1832. 

Fra  Me  altre  particolari  circostanze  da  me  avvertite  nella 
cometa  recente  io  rimarcai  la  sera  del. 5  aprile  una  piccola 
stella  presso  il  margine  boreale,  e  appena  uscita  dalla  coda 
cometica  nel  mezzo  circa  della  sua*  lunghezza,  che  punto  non 
rimanovane  offuscata.  E  altra  stella  di  10"a  grandezza  nella 
successiva  sera  del  6  appariva  pure  allo  stesso-  lato  boreale 
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e  presso  il  termine  della  dotta  coda,  senza  perderne  di  luce. 
Ha  la  cometa  eoi  suo  moto  verso  II  Sud-Est  alioManavasi 
da  tali  stelle,  nò  potete  quindi  coprirle.  Piuttosto  nella  se- 
guente aera  del  7  una  «Iella  di  11."*  al  princìpio  della  mia 
osservazione  rodendosi  ai  confine  australe  e  alta  metà  circa 
della  I Doghe? za  dulia  coda  ,  in  seguito  io  stimai  ch'essa  ne 
venisse  alcun  poco  adombrala;  e  sarebbe  stato  importante  di 
tener  d'occhio  altra  stella  di  l.ma  in  6.a  situata  dalla  stessa 
parte,  e  ohe  doveva  esser  raggiunta,  se  più  tardi  lo  cometa 
non  fosso  troppo  discesa  ad  Smarrire  ne* vapori  orizzontali. 
Ecco  pertanto  la  terza  delle  belle  comete,  pomposamente 
e  fugacemente  mostratesi  in  pochi  anni,  dopo  la  bellissima  e 
fugacissima  del  1  marzo  1843,  o  delle  quali  mi  fu  dato  aprir 
un  cenno  in  codesto  alai  Giornale  di  Scienza  fisioo-tnatema- 
tica.  Ricordandoci  anche  ognuna  di  tali  comete  che  «  cosa 
bella  e  mortai  passa  e  non  dura  »  quest'ultima  poi  di  Bror- 
sen  potrebbe  intitolarsi  dalla  stagione  de'  favonj  e  de*  fiori 
ch'essa  venne  a  ricondurci.  O  levando  assai  più  alto  il  poe- 
tico pensiero,  avrebb'essa  ingemmata  celestialmente  la  corona 
di  una  giovane  Sposa  e  Imperatrice  novella. 
Modena,  24  aprile  1854. 

LETTERA 

DEL  MG.  PROF.  GIOVANNI  BATTISTA  AMICI 

AL  COMPILATORE 

Signor  Professore 

Firenze  20  aprile  1854. 

Comunicai  il  giorno  7  del  corrente  a  questo  Monitore  To- 
scano gli  elementi  parabolici  approssimati  della  Cometa  che 
ad  occhio  ondo  comparve  visibile  alla  fine  dello  scorso  mar- 
zo. Le  osservazioni  ed  i  calcoli  di  questo  nuovo  astro,  ese- 
guiti colle  forinole  del  chiarissimo  Prof.  Mossotti  appartene- 
vano al  Sig.  Dottor  Donati  che  fa  pratica  d'  astronomia  nel 
nostro  Osservatorio,  ed  a  cui  spero  quanto  prima  sarà  sta- 
bilmente aggregato   Qoeslo  abile  giovine  avendo  continuate 
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le  sue  osservazioni,  alcune  delle  quali  trascriverò  qui  sotto, 
ha  corretto  l'orbita  prendendo  per  base  quelle  del  31  marzo 
e  del  6  e  17  aprile.  Perciò  ba  ottenuto  i  seguenti  elementi 

Passaggio  al  perielio  marzo  24,05342  t.  m.  di  Firenze 

Distanza  perielia 0,  2764538 

Inclinazione 97°.17'.13",2 

Long.  Nodo  ascendente.  .  %.  315.30.41,  6)daU'eqnin°.  medio 
Long.  Perielio 57.    4. 18,  6)     1°.  aprile  1854. 

L'inclinazione  maggiore  di  90°  mostra  che  il  moto  è  retro- 
grado. E  volendo  ritenere  la  ordinaria  distinzione  di  moto 
retrogrado  converrebbe  in  vece  della  inclinazione  superiore 
prendere  il  suo  supplemento,  e  porre  la  longitudine  del  pe- 
rielio uguale  213°.  57'.  4",  6. 

Confrontando  i  luoghi  osservati  con  i  .calcolati  si  hanno  le 
differenze  che  seguono  in  cui  i  segni  si  riferiscono  alla  po- 
sizione osservata  meno  posizione  calcolata. 

Giorni  Differenza 

delle  in  Distanza  di  Gom. 

Osservazioni    Long.   La  Ut.         dalla  terra  dal  Sole 

Marzo  31  -hl',4  +0,6-...  0,84760  ...  0,36037 

Aprile  3  +1, 3  +1,3  ....  0,  85234  ...  0,  42339 

»  6  -hi,  6  —0,8....  0,88294  ...  0.49180 

»  9  -t-0,7  -2,4....  0,93108  ...  0,56089 

»  17  h-1,  4  —1,8 ....  1,  10805  ...  0,  74386 

Le  osservazioni  che  ho  menzionale  di  sopra  sono  le  seguenti 

t.  m.  di  Firenze  AB  Gom.  Deci.  Com. 

..  1*.36'.20'',77  ...-t-19°.16'.33",9 
..  2.  19.35,70  ...  17.13.26,8 
.  2.  57.  1,07  ...  14.  18.50,3 
.  3.27.23,09  ...  11.  17.42,9 
..  4.  24. 42,  57  ...      4.  13.    4,  9 

Queste  si  sono  corrette  dalla  rifrazione. 

Colgo  questa  occasione  per  esprimerle  i  sensi  della  parti-' 
colare  stima  che  le  professo. 


Marzo 

31,  30463 

Aprile 

3,  30911 

» 

6,  33946 

» 

9,  33126 

» 

15,  34822 
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DÉMONSTRATION  ÉLÈMENTAIRE 
D'UNE  FORMULE  LOGARITHMIQUE  DE  M.  BINET; 

PAR 

1*.  ANGELO  GEN  OCCHI 

de  Twin.  (*) 


Od  sait  que,  dans  un  me  moiré  très-remarquable,  insèrè  att 
Journal  de  VÉcóle  Polytechnique  de  Paris,  27. 9  Cahier,  M .  Bi- 
net  est  parvenu  à  remplacer  par  une  sèrie  toujours  conver- 
gente la  sèrie  divergente  de  Stirling.  Sa  méthode  est  fondèe 
sur  une  analyse  que  M.  Gauchy  appello  justement  fori  deli- 
cate, et  à  laqoeile  11.  Gauchy  lui-mème  n'a  supplée  qu'à  l'ai- 
de  de  tbéories  très-élevéesr,  dans  le  2e  volume  de  ses  Exer- 
cices  d%  Analyse.  Gomme  on  n'a,  que  je  sache  ,  ancune  autre 
démonitration  de  cet  itnportant  rèsokat,  j'éspère,  qu'on  verrà 
avec  plaisir  une  manière  de  l'établir  tout  à  fait  simple  et  de 
nature  à  pouvoir  étre  introduite  dans  les  èlèmenls,  qui  four- 
nit  mètne  une  expression  da  reste  de  la  sèrie  après  un  nom- 
bre  quelconque  de  termes. 

Posant 

1                                                    1          a_fc 
,  on  a  identiquement  %  =  — x. 


x  -ha  x-t-k       x-+-k 

quel  que  soit  A,  et  faisant  successi voment  k=0, 1,  2,3, ... , 
on  en  tire 


(*)  Qnesta  dimostrazione  è  un  estratto  del  tomo  20    de'  Bol- 
lettini dell'Accademia  Reale  delle  scienze  del  Belgio.  B.  T. 


(  151  ) 

-  L  _  i       «  J -~ 

~~~  x  x  aH-1         x-hl 

1  «-2 

x  = -  *,  etc. 

a?  +  2        jM-2 

d'où,  par  des  sobstitotions  successi ?cs,  od  dèduit 

—  1  —  °L      —  *  a  a(«— 1  ) 

xx  x  x{x-hl)        x{x-t-i) 

^1    _        ce  afa— 1)  g(g— l)(g— 2)    _ 

—  7  *(jM-1)      x(x+l)(x-\-2)  ~~  *(.r-f-i)(x-+-2)  * 

el  l'oo  en  conci  ut  la  formule  attivante»  due  à  Stirling  (*), 

Ila  afa — 1) 


««— It    ■■■!       H  —»*-—— ■■■»»     —     ,#. 


a?-+-a        a?        x(»-+-l)     x(qc+1)(x-\-(Ì) 

,     -,    *(«— l)...(a— n-hl)      ,     ..        a(a— l)...(a— n) 
*  «(ar+l)...  (sH-n)  #(a:4-l)...(x4-n)(a>+-a) 

MultiplioDs  par  da  les  deux  merobres  de  celle  équation , 
el  intégrons  ensuite  toas  les  tenues  eatre  les  limi  tes  &=0y 
a=l  :  en  posant 

f  a(«-l)  ...  (a-t-4-1)  .      T         1 

a'=J0  — r^r^ — rfa>x»=r  ■ 

A/  d 


noii9  aaroas 

log[   1  -4 —  ì=  Xa  —  a,X,  -HaaX2  — ... 


.(ff-f-n)(aM-aj 


(*)    Nicole  a  donne  une  formule  plus   generale  dans  les   anciens 
Memoiret  di  l'Jcadémiè  da  teienca  dt  Pari»,  aunée  1727,  pag.  287. 
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Gette  sèrie,  mais  sans  l'expression  da  reste,  a  élé  doanéé 
par  Lagrange.  Oa  peat  remarquer  qu'  elle  est  convergente 
poar  toutes  les  valears  positives  de  x,  car  le  reste ,  qai  la 
complète  après  n  termes,  décroit  indèfiniment  à  mesure  que 
n  croit  :  en  effel,  la  fonction 


j?(a?-+-l),...(a>+-n)(jrH-a) 
est  le  quotienl  des  deux  produits 

«"-«>(»-£) («-£)« 

x(x+a)(l+x)(i  -H  J  ) (l  H-  Ì  )  , 

et  lorsqu'on  passe  de  n  à  n  + 1,  on  ajoate  au  dividendo  le 

a  a? 

facteur  1 r-  au  diviseur  le  facteur    1  h ,    le 

n  -*- 1  n-Hl 

premier  inféricur  et  le  second  supèrieur  à  l'unite,  puisqu'on 

a  o<a<i,  x  >  o,  d'où  il  suit  que    cette    fonctions  est 

décroissante  ;  de  plus,  elle  décroit  au  delà  de  tonte  limite, 

paisqne  le  diviseur,  étant  plus  grand  que 

x(x-Hx)  -*-  x*(x-t-ec)  (1  •-!--.  -f-  y   H--  ...  H ). 

\  À  v  fi' 

croit  au  delà  de  tonte  limite  avec  la  somme 

11  1 

2        3  n 

il  en  sera  de  mème  à  l'égard  de  son  intégrale    prise  entre 
les  limites  a  =  o  ,  a  =  1.   . 
Gonsidèrons  maintenant  la  fonction 

U  ~  (x  "~  2*  )l°*X  ~  X} 
et  prenons  sa  différence  en  supposant  Ax  =  1  :  il  vieni 
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A«  —  log.*  H-  (x  -+-  -  )log.(l  H-  -  )  —  1. 

Si  Fon  substitue  ici  l'exprcssion  précédente  de  log.Jl  ■+•  —  ì 
ea  rcmarqaant  qae 

(x-t-L)x„=i-+-L, 

et  faisant 

od  obtient 

Att  =  log.a? ■ l h  /30X,  —  /3,X2-*-  /32X3  —  ... 

x 

-+-  (-1)"  £,.,  X,,.,  -  (—1)»  (»  •-  2"  )a"X" 

_  r«  a(g-l)..,(a-n).x-H)  ^ 

J0   Jé(aH-l)...(aH-n)(aH-a) 

1 

Mais  on««,  =  r,  et 

\  2  /  Jo   rr(x-Hi)...(r-f-n)(xH-«) 

J»1'  a(g— l)...(«~n-*-l)(a~-i) 
0   x(jr-hl)...(x-i-n— l)(aH-a) 

dono  cette  formule  se  rèduit  à 

Aw  =  log.r  H-  &X,  —  /3,X2  -+-  /32X3  —  ... 
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Inlégrons  eofin  par  2  tous  les  lermes  de  celle  équalion , 
et  meltons  n -+- 1  à  la  place  de  n:    si    Con    observe    que 
2X{*  =  —  X/-!  ,  oq  eu  déduira  le  développement  suivant  de 
2.  log.x  : 

2log.x  =(x  —  --  jlog.a; — a?-*-/30Xo  *-  /3,X,-4-/3jXa  —  .•. 

J0   a?(:rH-l)...(xH-n)(a?-fa) 

où  l'oii  a  re  rais  poar  u  sa  valeur.  On  trouvera  en  outre,  au 
moyen  de  l'cxpression  de  a,  et  de  la  relation 


^   a 


1.2 ...  <*-4-l) 


Le  dernier  terme  de  la  formale  précédente  renferme,  sous 
les  signes  2,  /,  une  fonctìoa  composée  de  deus  faoteurs 

a  _  L     /_i). *(*-l)...(cc-n) 

2  '  *       '    x{x+-\)...  (x+n)(x-Jha)  ' 

doni  le  premier  est  indépendant  de  n,  et  le  second  conver- 

1 

gè  vers  zèro  avec  — ,  ainsi  qa'  ou  1*  a  vu  ci-dessus  :  celte 

J 

fonction  converge  donc  elle-mème  vers  fcéro  avec  — ,  et  la 

n 

mème  chose  aura  lieo  pour  son  intégrale  définie  relative  à 
a  et  prise  entre  les  limiles  a  =  o ,  a  =  1  ,  et  aussi  poar 
l'intégrale  désignée  par  2  et  relative  à  x9  qui  peni  ètre  re- 
gardée  corame  la  somme  d'un  nombre  fini  de  valeurs  de  fin- 
tégrale  relative  à  ot,  en  convenant  d'ajouter  au  second  mem- 
bre  de  la  formule  précédente  une  arbitraire  C*  Ainsi,  le  der- 
nier terme  de  celle  formule  tedd  à  s'évanouir  pour  des  va- 
leurs croissant**  de  n  :  on  a  donc  la  sèrie  convergente 
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/90X>  —  /3,X,  -+-  /3,X»  —  ^3X1  -+- .... 

1 

et  en  désignant  sa  somme  par  [i(x),  il  vient 

2  log^t=  C  +  Ix  -^  -  jlog.or  —  jc  -+-  /*(*)• 

Il  est  visible  que,  pour  a:  =  00 ,  la  fooclion  fi(x)  se  ré- 
diiil  à  zèro,  alasi  que  les  qaantités  X0  ,  X,  ,  Xt  ,  ....  :  k 
laide  de  celle  proprìélé  et  de  la  formale  de  Wallis,  oa  de- 
terminerà l'arbilraire  C,  de  la  méme  manière  qti'on  le  fai! 

1 

poor  la  sèrie  de  Stirling,  et  lon  trouvera  C  =  —  log.2/r  . 

Non*  en  conci  nons 

I  /  1  \ 

2  log.a;  =  5-  log.2fiM~  Ix  —  -•  llog.x —  x 

■+■  ^0^0  —  £  A"*-  ^aX»  —  £3X3  4-  ...  i 

ce  qui  est  la  formale  de  M.  Bìnet;  et  le  reste  de  cette  sè- 
rie, après  le  terme  ( — l)**1  /3/i-x  X*., ,  aura  pour  expressioo 

1  «(«—!)...(«— n)(«~$) 
?(or-f-t)..(aj-Hi)(x-f^e) 

Jecrois  que  cette  expression  da  reste  de  la  sèrie  de  M.  Bi- 
net  n'èlait  pas  coooue. 
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Elementari/  Theorems  rclating  to  determinanti  By  William 
Spottiswoode  ,  M.  A.  of  BaUiólCollege  Ojrford.  London  1851. 
in  4°.  pag.  63. 

Nel  fascicolo  dello  scorso  Febrajo  facemmo  un  breve  cenno 
sopra  un1  importante  opuscolo  pubblicato  dal  Sig.  Prof.  Fe- 
lice Chiò  di  Torino  relativo  alle  proprietà  dei  determinanti  ; 
dicemmo  di  più  che  attendevano  ancora  un'operetta  del  Sig. 
W.  Spottiswoode  sullo  stesso  soggetto  ,  e  di  già  pubblicata 
fin  dal  1851:  ci  giunse  colla  fine  l'opuscolo  del  Sig.  Spotli- 
woode,  e  contemporaneamente  sullo  stesso  argomento  ci  giun- 
se altra  recentissima  opera  del  Sig.  Prof.  Francesco  Brioschi 
di  Pavia  da  esso  gentilmente  inviataci,  e  della  quale  ne  par- 
leremo in  seguilo. 

L'operetta  del  Sig.  Spottiswoode  è  divisa  in  dieci  paragrafi, 
dove  sono  enunciati  quattordici  teoremi  diversi  sui  determinanti. 
In  essi  spesso  le  applicazioni  riguardano  le  linee,  e  le  super- 
ficie di  sccond'ordine,  l'area  di  un  (riangolo  inscritta  in  un' 
ellisse,  come  già  si  fece  recentemente  dal  Sig.  Prof.  Joacbi- 
mslal  di  Berlino  nel  tomo  39  del  Sig.  Creile  e  più  antica- 
mente anche  dal  Sig.  Binet  nel  giornale  della  scuola  politec- 
nica. Altre  applicazioni  sono  dirette  alla  risoluzione  di  un 
sistema  di  equazioni  di  1°  grado ,  alla  teorica  dell'elimina- 
zione, ad  alcuni  teoremi  sull'equazione  differenziali  come  si 
fece  dal  Sig.  E.  Malmsten  di  Upsal ,  ed  in  fine  ai  determi- 
nanti funzionali  per  il  loro  uso  nelle  trasformazioni  degli 
integrali  multipli.  Per  meglio  conoscersi  dei  nostri  lettori  lo 
spirito  del  dotto  autore  nelle  co  mpilazione  di  questa  operetta 
riporteremo  i  titoli  dei  paragrafi.  Il  1°.  è  consacrato  ad  un?  in- 
troduzione ,  e  consiste  a  far  vedere  ,  come  la  ricerca  degli 
assi  principali  delle  linee,  e  superficie  di  secondo  grado  si  ri- 
duca alla  ricerca  di  un  determinante.  Il  2°.  parag.  versa  sulla 
formazione  dei  determinanti.  Il  3°.  sulla  trasformazione  dei 
determinanti.   Il  4°.    sul  nesso  fra  i  determinanti  ,  e  l'equa- 
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rione  lineari.  Il  5°  -sui  prodotti  e  potenze  dei  determinanti: 
Il  6°.  Sui  sistemi  inversi,  e  sui  determinanti  dei  determinanti. 
H  7°.  sull'espressioni  per  nn  determinante  e  anoi  costituenti 
in  termini  dei  auoi  coefficienti  differenziali.  L'8°.  sui  sistemi 
rcdundanti»  e  ani  grappi  dei  determinanti.  Il  9°.  ani  deter- 
minanti gobbi.  Il  10°.  sui  determinanti  funzionali.  Negli  enun- 
ciati dieci  paragrafi  vengono  messe  a  profitto  le  ricerche  fat- 
te dai  più  dotti  geometri  aù  questo  soggetto;  come  nello 
scoreo  secolo  da  Cramer,  da  Yandermonde ,  da  Laplace,  da 
Lagrange,  e  fra  i  moderni  da  Jacibi  dai  Sig.  Caucby,  Binet, 

Cayley,  Sylveater,  Herniite,  Hesse ,  e  non  possiam 

che    lodata    V  impegno   dell'autore   per   rendere    più  acces- 
sibile questa  difficile  teorica  ad  un  maggior  numero  di  lettori. 

B.  T. 

La  Teorica  dei  determinanti,  t  te  sue  principali  applicazioni. 
DH  D.  Francesco  Brioschi  Prof.  Ord.  di  Matematica  applicata 
otta  L  e  J|.  Università  di  Pavia.  Pavia  Tipografia  degli  Eredi 
Bhz&ni  1854.  Volume  in  4.°  di  116  pagine. 

Annunciamo  con  gran  piacere  la  recentissima,  e  dotta  nuo- 
ta opera  del  Sig.  Prof.  Francesco  Brioschi,  la  quale  ci  giunse 
inaspettata,  e  gentilmente  inviataci  dal  medesimo. 

L'uso,  e  l'utilità  dei  determinanti  si  va  sempre  più  esten- 
dendo nelle  svariate  questioni  di  Analisi  ,  di  geometria ,  di 
meccanica,  trattate  dai  più  celebri  geometri  moderni,  tal  che 
si  rende  oramai  indispensabile  di  far  gustare  questa  teorica 
agli  allievi  nei  primordii  dell'algebra  elementare,  e  nelle  pri- 
me applicazioni  dell'algebra  alta  geometria:  in  questa  guisa 
si  renderà  sempre  più  importante  la  teorica  dell' elimina* io- 
ne ,  la  risoluzione  algebrica  di  un  sistema  di  equazioni  di 
primo  grado  a  più  incognite,  ove  come  già  abbiamo  avver- 
tito $i  può  dire,  che  nasca  la  teorica  dei  determinanti. 

L'opera  de)  Brioschi  è  più  estesa  di  quella  del  Sig. 
Spottiswocfe,  e  non  sono  da  per  tutto  somiglianti  le  nota-» 
ziwi  adottate.  Proceduta  da  una  prefazione  ,  ove  concisa- 
mante  s'indicano  i  travagli  dei  geometri  su  questo  soggetto, 
viene  divisa  in  «odici  paragra6,  come  segue,  1.°  Definizioni, 
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e  notazioni.  2.°  Legge  di  formazione  dei  determinami.  Ne 
mostra  subito  le  applicazioni  elementari  all'espressione  dell' 
area  di  un  triangolo,  e  al  volume  della  piramide  in  funzio- 
ne delle  coordinate  dei  vertici.  3.°  Proprietà  generali  dei  de- 
terminanti :  dopo  di  aver  messo  in  luce  le  principali  proprietà 
dei  determinanti,  l'autore  presenta  giudiziosamente  delle  ap- 
plicazioni tanto  di  analisi  pura,  quanto  di  geometria,  e  rela- 
tivamente a  quest'ultima  si  propone  la  risoluzione  della  se- 
guente questione  «  dati  sei  punti  in  un  piano  determinare 
)>  il  luogo  geometrico  di  un  settimo  punto  pel  quale  abbia 
»  luogo  la  proprietà  ,  che  condotte  da  essa  le  sei  rette  ai 
»  punti  dati  il  fascio  che  ne  risulla  sia  in  involuzione  :  il 
»  luogo  geometrico  #è  una  linea  del  terzo  ordine  la  quale 
»  passa  per  i  sei  punti  dati.  »  4.  Della  risoluzione  dell'equa- 
zioni algebriche  lineari.  Variatissimo  é  l'uso  dell'  equazióni 
lineari  di  1.°  grado  in  un  gran  numero  di  problemi,  e  spe- 
cialmente nell'eliminazioni  delle  incognite  dall'  equazioni  di 
grado  superiore  al  1°,  come  ha  fatto  riconoscere  il  Sig.  Bi- 
chelot,  in  modo  che  I'  eliminazione  di  un  incognita  fra  due 
equazioni  di  grado  superiore  al  primo  si  ridurrà  alla  ricerca 
di  un  determinante  di  un  certo  numero  di  equazioni  di  i.° 
grado  con  un  egual  numero  d'incognite  :  a  questo  metodq  si 
può  ricondurre  la  ricerca  del  discriminante  di  una  funzione 
omogenea  a  due  variabili  :  così  chiamasi  il  primo  membro 
dell'equazione  risultante  dall'eliminazione  delle  variabili  dall' 
equazioni  .che  si  ottengono  eguagliando  a  zero  le  derivate 
parziali  di  primo  ordine  di  quella  funzione  rispetto  a  cia- 
scuna delle  variabili  II  Sig.  Brioschi  cerca  il  disaminante 
di  una  funzione  omogenea,  del  quarto  grado,  e  per  l'elimina- 
zione fa  uso  di  un  metodo  adoperato  dal  Sig*  Sy.lvester ,  e 
che  dallo  stesso  autore  viene  chiamato  dialitìca)  ma  questo 
metodo  mi  pare  che  possa  ridursi  a  quella  del  Sig.  Biche- 
lol;  metodo  che  pone  immediatamente  in  evidenza  la  natura 
della  ricerca  da  intraprendersi  nei  problemi  di  eliminazione. 
5.°  Moltiplicazione,  ed  elevazione  a  potenza  dei  determinan- 
ti, Questa  paragrafo  é  molto  esteso  :  contiene  diversi  teorc- 
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mi  relativi  alle  indicate  operazioni  sai  determinanti,  e  fra  le 
molliplici  applicazioni  ci  sia  bastante  di  notare  come  la  real- 
tà delle  radici  dell'equazione  del  terzo  grado,  che  incontrasi 
nella  ricerca  degli  assi  principali  di  una  superficie  di  secondo 
grado  viene  ad  essere  posta  in  evidenza  dal  Sig.  Sylvester 
per  mezzo  della  moltiplicazione  dei  determinanti.  6.°  Deter- 
minanti ad  elementi  reciproci,  o  determinanti  dei  determinanti. 
Se  P  sia  il  determinante  composto  con  gli  elementi  ar, ,,  e 

dP 
pongasi  otr , ,  =  .  ,  in  allora  un   determinante  S  corn- 

ar »  s 

posto  con  gli  elementi  ofrU).  .  .  dicesi  reciproco  a  P :  fra 
questi  due  determinanti  si  ha  la  relazione  rimarcabile 

S  =  VM , 

Enumerate  dal  Sig.  Bfioschi  altre  proprietà,  si  presentano  di- 
verse applicazioni  tanto  di  analisi  pura,  che  di  analisi  appli- 
cata alle  curve  coniche  in  special  modo.  7.°  Proprietà  dei 
determinanti  minori.  In  questo  paragrafo  quale  applicazione 
viene  ad  analizzarsi  un'equazione  del  grado  n  relativamente 
alla  realtà  delle  sue  radici,  equazione  che  si  presentò  a  La- 
place nelle  sue  ricerche  sulle  perturbazioni  secolari  ;  e  che 
per  il  caso  di  n  =  3  riducesi  ali  equazione  di  già  nota  per  la 
determinazione  degli  assi  di  una  superficie  del  secondo  gra- 
do. 8.°  Dei  determinanti  gobbi,  e  dei  determinanti  simmetri» 
ci.  Molto  si  estende  in  quest'argomento  il  Sig.  Brioschi ,  e 
fra  le  applicazioni  alla  meccanica  sulla  rotazione  dei  corpi 
giunge  a  diversi  risultati  ottenuti  da  Eulero  dai  Sigg.  Cay- 
ley  e  Rodriguez.  9.°  Dei  determinanti  delle  radici  delle  equa- 
zioni algebriche,  e  dei  determinanti  degli  integrali  partico- 
lari delle  equazioni  a  derivate  lineari.  Anche  su  questo  ar- 
gomento molto  si  estende  il  Sig.  Brioschi  :  si  riduce  la  ri- 
cerca del  determinante  del  quale  gli  elementi  siano  integrali 
definiti,  al  valore  di  uno  integrale  multiplo,  e  si  richiamano 
alcuni  risultati  ottenuti  dal  Sig.  Tissot  nel  giornale  del  Sig. 
Liouville  1852,  da  Abel,  e  dal  Sig.  W.  Roberts.  Una  funzione 
omogenea  di  grado  dispari  2n  -t- 1  a  due  variabili  viene  ri*» 
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dotta  alla  su*  forma  canonie*  e  questa  riduzione  dipende  dalle 
radici  di  uo'eqimtione  del  grada  nH-1  la  quat'  equazione 
sarà  un  determinane.  Il  Sig«  Sylvester  si  è  occupata  eoa 
gre»  profondità  io  questo  genere  di  ricerche,  e  la  dimostra** 
itone  relativa  ail'  indicata  riduzione  fu  anche  recentemente 
pubWicala  fcl  Sig^  Gav.  F*  Fad  di  Bruno  nel  giornale  del 
Sig.  Lioeville  pel  1852.  Infine  U  Sig.  Brioseài  riporta,  on* 
importante  teorema  dovuto  al  Sig.  Malmslen  di  Upsal  per 
gli  integrali  particolari  di  una  equazione  alle  derivate  linea- 
ri. 10.°  Dei  determinanti  delle  funzioni.  In  questo  paragrafo 
il  Sig.  Brioscbi  presenta  delle  applicazioni  assai  utili  special* 
mente  alla  trasformazione  degli  integrali  multipli  per  moia* 
delle  coordinate  ellittiche,  alla  trasformazione  di  certe  equa- 
zioni a  derivate  parziali,  che  s' incontrano  nella  teorica  del 
calorico,  nel  problema  sulle  attrazioni,  ec;  e  ad  altre  que- 
stioni di  dinamica»,  come  già  fece  JaeoH  per  mezzo  del  prin* 
cipio  dell' ultimo  moHiplkcUore.  11.0  Del  determinitele  di  Hes-> 
se*  La  ricerca  del  determinante  cognito  setto  il  nome  del 
Sig-  Hmi*  si  presenta  in  varie  ricerche  geometriche  relative 
alle  curve  piane  di  ordino  superiore*  Dalla  riferita  ename- 
razione  il  lettore  potrà  scorgere  che  il  Sig,  Prof.  Briesebi 
i  entrate  maturamente  a  discutere,  e  ad  esaminare  tolte  queHe 
questioni  Delle  quali  può  essere  utile  l'iato  dei  determinanti,  e 
siam  d'avvisa  che  quatto  suo  trattato  faciliterà  di  molta  lo  stu- 
dio dei  medesimi,  e  renderà  più  famigliari  presso  di  noi  eerto 
teorie,  si  profondamente  studiate  dai  struMevh  II  Sig.  Sjlvesler 
nelle  sue  profonde  ricerche  *nl  calcolo  delle  forme  fa  ut 
continuo  uso  dei  determinanti  ;  e'  iaoafea  però  di  già  una 
altra  teorica  tanto  più  estesa  dovuta  ad  no  gran  geometra 
inglese  il  Sig.  Geyley  ;  vaglio  dire  la  teorica  4eglì  pmfefer* 
minanti,  lì  Sig*  Gav,  F,  Fàa  di  Bruno  ci  avea  promesso  f*e* 
sta  nuova  teorica  con  tutti  gli  sviluppi  dal  suo  bel  priooi* 
pio,  per  i  nostri  Annali  :  speriamo  di  farla  conoscere  ai  non 
stri  lettori.  Barnaba  TorlolinL 
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LETTERA 

BEL  »l«.  PRO*.  GASPARE  MAINARSI 
AL  COMPILATORE 


Sig.  Professore 

Giacché  la  S.  V.  accoglie  eoo  benevola  indulgenza  i  miei 
piccoli  lavori  ,  gradisca  ancora  il  presente ,  in  cui  le  verrò 
successivamente  comunicando  alcune  idee,  che  mi  si  offersero 
studiando  le  sublimi  invenzioni  dei  Geometri  intorno  la  in- 
tegrazione delle  equazioni  a  derivate  parziali. 

1.°  Un  pensiero  che  sembrami  doversi  tenere  ben  fisso  alla 
mente,  allorché  si  deve  integrare  una  equazione  a  derivate 
parziali  di  ordine  superiore  al  primo,  quello  si  é  di  ridurla 
ad  altra  di  grado  più  basso  col  sostituire  alla  variabile  in- 
cognita una  sua  opportuna  funzione.  Il  fatto  mi  ha  dimo- 
strato che  quella  semplice  idea,  avvalorata  da  qualche  eser- 
cizio, in  moltissimi  casi  suggerisce  la  conveniente  trasforma- 
zione :  e  ne  reco  a  prova  diversi  esempi  tratti  per  la  mag- 
gior parte  dalla  grand'opera  di  Monge  su  la  geometria  ana- 
litica, annotata  dall'illustre  geometra  sig.  Lionville. 

La  equazione 

da*  ,    da* 

—  a 


dx2  dy 


si  scrive 


dà  tosto 


Me -*-•£)  -^(r,+«7,H 


d*  d* 


Annali  di  Scienze  Mot.  e  Fis.  T.  F.  maggio  1854.  il 
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poi 

z  =  <p{x  ■+>  ay)  -H  ty{x  —  ay). 

La  equazione  di  Monge  pag.  73 

(Cq  H-  B)V  —  2{Cq  -H  B)(C/>  -4-  A)*  -i-  (Cp  *4-  A)*  =  0 , 

ossia 

(Cf  -4-  B)  l(Cq  -4-  B)r  —  (Cp  4-  A)#  ] 

—  (Cp  ■+-  A)  [(Cy  -t-  B)s  —  (ty-H  A)r]  =  0 
fatto 

Ax  -f-  By  -4-  Cz  =  t« , 


siccome 


«        di*     „         .         dw 


porge 


d>"-  d*0  ~  d-M- d'  (^  )  =  ° ; 

quindi 

(a)  drw  =  <p(u).dyt* 


ossia 

C/H-  A 


in  ■  —^ 


=  f(Aa?  .4-  By  -4-  Cz)- 


•  •  • 


Cj-hB 
Monge  pag.  84.  Dalla  equazione 

rx2  -H  2ary  +  *y3  =  xdx(xp  -h  yjr) 

H-  ydy(sp  -+-  yq)  —  (aj>.-*-  yq)  =  0 
deriva 

pr  -H  yy    =      ,yx 

«  J  ^x  I 

Monge  pag.  Ì07.  La  equazione 

(rt  -+-  s2)(ytyi  -  f #')  -  r<p'  -  *(?,  +  <//)  —  ty.  -f-  1  =0, 
dove 
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,  __  d?(f.  g)  Ap 

?==__,    f,»^,  ec 

sì  scrive 

(f'r  +  <fx$  —  1 W»  •+■  ^,«  —  1)  »  (?'«  ■+■  ?.<)(f  '  •*-  *,<) , 
ovvero 

(a)        d«(p  —  a).  dy(<f — y)  =  dy(p  —  *).  d,(4  -  y) 
onde 

f  -  *=F(c|r—  y). 

Monge  pag.  303.  La  equazione 

(or  -i-  /3»)(/3  -+-?)  =  (««  -t-  /3«)(«  H-  J>) 
dove 


a=__L±i!)    ^=_ 


qx—py  qx  —py 

si  scrive 
ovvero 

/sc(i  -♦-  pa  -+-'  ?a)(™  ■+-  *y  )  -+■  (*  —  p*  —  yy)^  ■+■  j*)  3 
—  «t(i  -h  />a  +  »*)(•*  +  ty  )  -+-(*—/>*— «)(**  -*-  f)3=  o 

per  coi  posti 

siccome 

«= —  dyT  ,      /3  sa  —  H7 ;  d*T 

qt-+.p$z=z  UdyU  ,     jw  -f  j*  =  UdxU , 

nr  -f-  sy  =  —  dxV  ,    sa?  -f-  ty  *=  —  dyV 

ne  seguono 

d^Ud^V  —  VdyU)  H-  d/TlUd^V  -  VdxU)  =  0 
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(a)      d*T.dy  I  +  d/T.d,  I  «  0 ,    ~  -t-  F(T)  =  0. 

Indico  qualche  caso,  in  cai  la  riduzione,  non  offrendosi  spon- 
tanea, si  ottiene  però  proponendoci  per  tipo  la  forma 

La  equazione  di  Lacroix  (  Grande  Trattalo  di  calcolo  diffe- 
renziale T.°  2.°  pag.  508) 

(1  -hpq  +  f >  -+-  (f»  -  p>  -  (1  -Kj»1  -4-  W)<=  0 
si  scrìve 


1  -f-  2pq  y      1  -H  2jjjf 


per  cui 


1  -+-/  -*-  q* 


=F(*  —  y) 


l-*-2W 
e  la  seguente 

(1  +W  -+-?>-  (Ja -/>>-(!  -*-W  -4-/^  =  0 

non  è  che 

<UW  ■+•  log(p  -+-  ?)]  —  dy[pjf  -+-  Iog(p  -f-  jf)]  =  0  , 

epperò 

pq  -+-  Iog(p  -+-  j)  =  y  (a?  -+-  y).- 

Quando  dalle  equazioni  (a)  fra  derivate  si  passa  alle  equa- 
zioni finite  si  introduce    una   essenziale    limitazione:  egua- 
gliando però  diversamente  i  fattori  dei  due  termini  del  pri- 
mo membro  ponno  aversi  curiose  conseguenze. 
La  equazione  (Lacroix  T.°  2.°  pag.  585) 

q2r  —  2pqs+p2t  =  0, 


ossia 


rq  —  ps      p      sq—pt 
9  9  '       9 


cioè 


dà 


quindi 


poi 


Se  ne  deduciamo 
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p 

iz  =sp[das-H  <p(x)iyl 

x  ss  F[x  •+■  yp(z)  ]  . 


<*.'(«) 


p         gf  (*)  -H  Ìf/(U)    òrX  p_  _    #'(*)_+  ffl 

dX    7""       1    —    ^/'(«)  dy*    '  '      f        "         '  1"—    *<f/(«) 

ove 

u=«H-x-£-,    e    <//'(*)  =  d^»(*, «) ,  <p'(«) s=  dB<{< , 

ne  deriva  l'integrale 

che  contiene  una  funzione  di  due  argomenti,  più  oltre  non 
integrabile  nella  sua  generalità,  e  che  fu  notato  dal  chiaris- 
simo Sig.  Commendatore  Bordoni. 
La  equazione 

9(y  —  x)  d=  x 
ossia 

(f  ±  x)  lix(p  —  q)  -4-  d^p  -?)]-+-  (p-f  y 
H-  (p-  })(d=  1  -fl  ±  (/>  +  f)  =0  , 

essendo 

?  -  d(y-*)  ' 
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<U(p  —  q)(?  *  x)  zfc  *]  •+■  Ay  Up—q){<p  =ì=  «)  =b  *]  =  0 

epperò 

F(y  —  a?)  =p  *  ^ 

9(y  —  *)  —  x  ' 

La  equazione 

X 

implicita  in  quella  integrata,  non  porgeva  integrale  primo  a 
Lacroix  (T.°  2.°  pag.  659)  ed  al  sullodato  Sig.  Cav.  Bordoni 
(Lezioni  di  Calcolo  sublime  T.°  2.°  pag.  191). 

Credo,  senza  più  olUre  insistere,  di  «vere  ricordato  un  me- 
todo che  sembrami  il  più  spontaneo  e  diretto,  e  forse  troppo 
dimenticato. 

2.°  Fra  tante  gravissime  Memorie  in  cui  i  geometri  hanno 
trattate  equazioni  a  differenziali  parziali  ,  o  considerandole 
astrattamente,  o  per  risolvere  elevate  questioni  di  filosofia 
naturale,  delle  quali  Memorie  si  potrebbe  comporre  un  im- 
portante e  ricco  volume ,  trattato  di  pura  analisi ,  reputo 
preziosissima  una  del  Sig.  Brisson  che  si  legge  nel  Tomo  7.° 
del  giornale  Politecnico  di  Francia  :  se  non  che  ,  a  quanto 
sembra,  non  avendo  l'ingegnosissimo  autore  veduto  il  suo  te- 
ma sotto  il  miglior  punto  di  vista  la  esposizione  n'è  riescila 
alquanto  complicata.  Io  credo  che  si  acquisti  in  chiarezza  e 
brevità  dal  seguente  discorso. 

Si  debba  integrare  una  equazione  a  derivate  parziali,  li- 
neare, per  esempio  fra  tre  variabili  z  funzione  di  x  ed  y. 
Indicato  con  u  un  argomento,  con  cu  una  funzione  indeter- 
minata di  esso,  e  con  &>',  a".  ...  le  derivate  —  ,  — -  ec. 

di*       dir 

....  si  supponga 

x  =  Po>  -+•  Qft>'  -f-  Ro"-h  So*'" 

essendo  P,  Q% .  .  .  quantità  da  trovare.  Siccome 
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u* 


«(«)  =  «(0)  -t-  W(0)  -+-  j^  a"(0) .... 
avremo 

*  =  P»0  -*-  (Q  -t- uPK  +(»  +  «Q  +  ^p  )»". 


(s^-r+^q  +  ^r)^ 


o 


Sostituito  questo  valore  nella  proposta  equazione  ,  ciascuno 
de'coefficienti  di  ar0  ,  »#0 . . .  dovrà  renderla  soddisfatta.  Sap- 
poniamo che  Io  sia  particolarmente  da  x  =  exu  <p(xy  g),  es- 
sendo a  una  costante  indeterminata  ,  e  ?(x,  ce) ,  opportune 
funzioni.  La  stessa  equazione  sarà  poro  soddisfatta  ponen- 
dovi 

z  =  da(e*"9)  =  «ewp  -+•**"  -p  , 

1      ,.    ,  w3  dp  dao 

1.2      al     W      1.2       *  dee  da' 

ec.  ec 

cosicché  potremo  supporre 

P  =  e««?,    Q -*- wP  =  da(««^) , 

onde 

do  1  à2o 

e  sarà 

^•1.  2  ...  n    dt*n     do* 

m-o 

Se  la  equazione  data  ad  integrare  si  rendesse  soddisfalla  pò- 
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nendo 

z  =  (l  -+•  au)*<p(x,  u), 

essendo  a  una  data  costante,  Io  sarà  ancora  da 

1  1 

*  =  —  Aa(l  -+-  auff  =  w(l  -+-  au)«<p  H (1  -H  au)«+*  A«y 

ecc 

per  cui  potremo  sapporre 

P  B  (1  +-  a«)«9  ,      Q  =  1(1  +au)«+l  A*y  , 

1 

R  =    1. 2.  a*  (1  +  ali)a*2  ^  '  CCC'  •  •  ' 
e  sarà 

«  =  (1  -+•  at*)«  A  — — A\a 

x  '    *-*  1.2.  .  .n.a"    du"        * 


s=0 


Il  Sig.  Brisson,  seguendo  una  elegantissima  analisi  dovuta  a 
Parseval,  somma  quelle  serie  col  mezzo  di  integrali  defluiti. 
Se  la  equazione  a  derivate  parziali  contiene  quattro  va- 
riabili %  funzione  di  a?,  y,  t;  essendo  co  funzione  indetermi- 

nata  di  due  argomenti  ti ,  v  j  o>  =  — ,  o.  =  —  ..... 

di*  do 

porremo 

z  =  Pa>  -+-  (Qo/  -+•  Ro>.)  -t-  (So>"  -+-  W,  -*-  Va,,)-*-  ... 

e  siccome 

g>(ii,  t>)  =  <v>a  +-  (u&)'o  -H  t»>,)  -+-.... 
sarà 


r 


(  *69  ) 
x  =  P«0  H-  (t«P  -+-  Q)0)'o  -4-(o>Q  -+•  RJtìxfO)  H-  . .  . 
Se  la  proposta  equazione  è  soddisfatta  da 

rimanendo  indeterminate  le  costanti  a,  /3,  porremo 

P  =  e**-^ ,  Q  =  **+Pàjf  ,  R  =  &*«-*-?'&&  ,  ec 

Lo  stesso  metodo  si  applica  alla  integrazione  delle  equa- 
zioni lineari  simultanee,  argomento  di  grande  difficoltà  e  som* 
ma  importanza.  Figuriamoci  per  es.  le  tre  equazioni  che  si 
leggono  a  pag.  184  della  elegante  e  profonda  opera  «  Theo- 
rie  mathèmatique  de  1'  élasticité  des  corps  solides  dell'  illu- 
stre geometra  Sig.  Lamé.  »  Essendo  U,  V,  W  tre  variabili  di- 
pendenti da  tre  altre  p,  r,  z  per  mezzo  dì  equazioni  lineari 
del  secondo  ordine,  poniamovi 

U  =  P*>  H-  Qo>r  ■+-  Re*,  -*-  Sa"  «+-  W,  -1-  Zg>m  •+-..., 

V  =  V&  •+•  Q,g>'  -*-...,  W  =  Pao>H- .  . .  . 
dove 

,       do>  da> 

a==:^'  "«-  ai  »  — 

e  perché 

©*  z2 

quindi 

U  =  P«o  -+-  (Pj>  ■+-  Q)<ù\  -4-  (Ps  ■+-  R)^ 
1 

"""  (12  ^P  ■*" ?Q  "*"sr"  °  * (?'p  "+" *Q + ?R  "*" T*®'1 

•+-  (^2  P ■■+■  *R  •+•  z)a>„  -+-.... 

Se 

P  ss  e*+frx  ,  PI  =  e"**^  ,  Pa  =  ePT+H  ; 

dove  a:,  y,  t  dipendono  da  r,  a,  /3;  rendono    soddisfatte  le 

t 


(  170  ) 
proposte  equazioni  qualunque  siansi  le  costanti  a,  j3,  lo  sa- 
ranno ancora  dalle    derivate    parziali    rispetto  a  a  e  j3    di 
quelle  funzioni,  e  troviamo  per  conseguenza  potersi  fare 

dx  ix  1        dax  ix2 

Q=^,   R=^,  8-ja^,  T=fi^,  ec.... 

ove  [i  «=  «*?+£*  ,  onde  avremo 

a       r  da    da?      du  ix       1     daG>    d\r       dao>     dax  1 

U_*«P    ^w*  ■+-  -  .  g  -+^-  ^  -4-^  ^  .  ^4-  —  ^  +  .... J 


ec. 


Serie  che  vengono  sommate  mediante  integrali  definiti. 
3.°  Laplace  poi  Legendre  studiarono  la  equazione 

/*v        d*z  daz  daz  dz  dz  _, 

dove  le  lettere  a,  b  . . .  T  indicano  funzioni  determinate  di 
x,  y,  z.  Supponiamo  che  l'integrale  sia 

z=F(x,  y,  or,  ^.^  .  .9)  , 

essendo  9  una  funzione  indeterminata  di  un    argomento  in- 

dr© 
cognito  u,  e  <pr  =  t-~  .  Siccome 

dz_dF      rdF  dF  ndw 

d^-dx^Ld^1   +  "d^9"  *  •  "  *  Jd^  ' 

tfs_dF      rdF  dF  -       Tjdw 

ITW^l**9**  "*"d^;?r  '  '  •  •  Jd£  » 

d*a~  d?>r  ?r*a  IdJ         Ldyr  da:2  "*V  d»"*"  \di/    )did£ J^1 

daz       dF           iu  iu      rdF    dau        daF    da       d2F  da     1 
dxdy      dyr  rr'Ha  dx  dy      Ltyr  dxdy       dxdy,  dy      dydpr  dx J™*" 


(  17*  ) 
dove  ho  scritti  unicamente  i  termini  che  contengono   pr+l , 
?r+a  :  posti  questi  valori  nella  equazione  (1)  perchè  i  coeffi- 
cienti di  <pr+2  ••••  devono  annullarsi    separatamente  ne  ven- 
gono le  equazioni 

»      (=)"*•  SS -»©"-•■ 

/     iu  duv  d2F  /     dt«  du\  daF 

\     dx  dy'dxd<pr       \     dx  dyldyd<pr 

/daw  dau        ,  dau  d*        ^dwvdF        A 

Vdxa  dxdy  dya  dx      ^  dy/dfr 

delle  quali  la  prima  determina  due  argomenti  u  :  la  secon- 
da insegna  dover  essere  la  forma  di  F  =  6fr  -4-  cu  .    Sosti- 

d9 
tutto  questo  valore  nella  equazione  (1),  posto  -z =  Qt  ed 

d?r-i 

eguagliato  a  zero  il  coefficiente  di  p% ,  troviamo  che  la  fun- 
zione dt  deve  rendere  soddisfatta  la  equazione  (3) ,  ove  si 

dF 
ponga  Q2  in  scambio  di    -r— ,  per  cui  volendosi  la    (1)  non 

parzialmente  soddisfatta  da  9<pr  e  da  o>,   ma    sibbene    dalla 
loro  somma,  deve  essere  9t  =  0,  e  quindi 

in  cui  la  funzione  y  è  totalmente  esplicita.    Questo    valore 
posto  nella  (1)  porge  la  prima  equazione 

(S\  lk2  —  -H     —\—      l     —      2A  ^?\^i 

\     dar  dy'dx      V     dx  dy'dy 

V 

/d2t«  daa         _  dau  du        .  du\.       n 

-HI —  -4- a  — —  -H  A  — „  -He h/^  — 10  =  0 

^  W  dxdy  ^      dya  ^      dx  ^  dyì 

poi  la  equazione  generale 


(  172) 

(4,     (2  *  +  a  £fè±  +ta  *L+  a,  £)*U 
\     dx  di//  dx         \     dx  dyl  dy 

/à2u  d2w  dat#  du        „d«\. 

d*e,       d»e,        dae,       ae,      .  i$t    .    . 

e  le  due  ultime 

<6>    *£?  + +!«*-«. 

Integrate  particolarmente  la  prima  poi  le  seguenti  equazioni, 
tutte  del  primo  ordine,  la  penultima  porgerà  il  valore  di  6r 
che  dovrà  rendere  identicamente  soddisfatta  la  equazione  (5), 
affinchè  la  proposta  (1)  ammetta  l'integrale  (a)  :  e  resterà  poi 
a  soddisfare  particolarmente  la  equazione  (6). 

Supponiamo  che  debba  essere  z  =  9<p  -\-  6t .  Supposte 

/     dv       «,duv     /     du  Au\ 

/d2«  dav_  dat*  du  duv  ^  /     dt#;      d«\ 

\dxa  da?dy  dya  da:  dyl     \     do:      dy/ 

[(m+«)^-i-  jj^a+c«+,]  :  [(m+a)^^2mit-han+cm+/ 

=  -  P. 

Siccome 

ma  -+•  aro  -t-  A  =  0 

le  equazioni  (3)  (5)  si  riducono  alle  seguenti 


(173) 
d'onde  si  ricava  la  condizione 

dP  dP  dm        dn 

—  =rm  - H  P h  —  . 

dx  dy  dy         dy 

Perché  l'integrale  abbia  la  forma  (a)  insieme  a  questa  con- 
dizione un  altra  ancora  deve  essere  verificata,  la  espressione 
della  quale  si  va  più  complicando  quanto  è  maggiore  il  nu- 
mero dei  termini  che  si  assegna  all'integrale  :  come  si  vedrà 
in  appresso. 

Colle  antecedenti  formole  si  ottiene  l'integrale  per  serie , 
che  talvolta  si  ridnce  ad  un  integrale  definito.  Per  la  equa- 
zione 

Axdy 

preso  w=rx,  come  indica  la  formola  (2),  avremo  dalla  (3) 
9  =  x  ,  dalla  (4) 

=  W) , 


dy 


essendo 


-nu-S--*. 


onde 


et„  =fF(e,)dy , 

e  fatto  <pr  =  iji ,  avremo 

x  =  aù\x)  ■+■  Q.foix  -+-  SJ^ÒV  -+.  .  .  . 
e  siccome 


sarà 


(174) 

Intorno  alla  forma  dell'integrale  finito  della  equazione  (1) 
prefissa  da  Laplace  sembra  che,  in  conseguenza  de'posteriori 
trovati,  possa  nascere  qualche  incertezza. 

4.°  La  mancanza  di  generali  norme  per  integrare  le  equa- 
zioni di  ordine  superiore  al  primo  rende  preziosi  i  metodi 
particolari,  quali  sono  quello  dei  residui  inventato  dal  cele* 
bre  Sig.  Cauchy,  e  da  Lei,  eh.  Sig.  Prof.  Tortolini  egregia- 
mente sviluppato,  e  l'altro  delle  caratteristiche  profondamen- 
te studiato  dai  chìariss.  Geometri  Sigg.  Lobatto  e  Boole:  in- 
torno ai  quali  terrò  discorso  in  appresso. 

5.°  Si  raccolgano  pure  con  diligenza  tutte  quelle  classi  gè* 
nerali  di  equazioni  che  si  arrendono  alla  integrazione:  gran 
copia  delle  quali  si  trova  esaminata  nelle  opere  dei  citati 
geometri  e  di  altri. 

Svilupperò  un  idea  che  mi  sembra  in  parte  implicita  in 
una  importante  Memoria  dell'illustre  Sig.  Boole  (  On  a  Ge- 
neral Method  in  Analysis  Transact.  Philosoph.  1846.  Par.  I) 
limitandola  a  ciò  che  concerne  le  equazioni  lineari  del  se- 
condo ordine.  Sia  z  funzione  ignota  di  due  variabili  indi- 
pendenti x,y:  A,  B,  C,  M  funzioni  conosciute  dalle  mede- 
sime :  a,  b  date  costanti.  Usiamo  la  scrittura  simbolica 

«  dw       *  dn 

Xu  -4-  B  —  -+-  C  -j-  =p(w) 

dx  dy 

e  scriviamo 

Una  equazione  della  forma 

/  au  -4-  b<p(u)  -+•  f2(u)  =  M 
è  facilmente  integrata  :  perchè  fatto 

p(w)  =  mu  -4-  U  , 

essendo  m  costante,  U  funzione  da  determinare,  siccome 

<p2(w)  =  mp{u)  -f-  <p(\ì)  =  m3ti  -f-  roU  «+-  y(U) , 


(175) 
la  equazione  (1)  quando  sia 

roa  H- 4m-f- a  =  0 

si  riduce  alla  seguente 

da  dy 

integrata  la  quale  otterremo  u  integrando  ancora  la  seguente 

».  du     *     di*       „ 

A  —  m )m-  B  —  -4-  C  —  —  D 

dx  dy 

eosiche  la  equazione  (i)  ossia 

B>£?  +2BC     *L  -  C  £ 
dx  dxdy  dy 

H-(6B-*.2àB+B  —  H-C    ,-W- 
\  dx  dy/dy 

^(*C  +  2ACH.B^cf£ 
\  da:  dy  /dy 

+(.+u -*•+,£-«£)_ 

ammette  completa  integrazione. 

Supposti 

du  dti  A 

rt«)=,-*-*--y-,M  =  0 

avremo  la  equazione 

ix'  y  dxdy        V    dy2 

ed  il  proprio  integrale 


i  -  — 


M  =:  y«-y(*y)  -♦-  y        m  tyxy)  . 


(  176  ) 
Collo  stesso  metodo  si  trovano  molte  equazioni    integrabili. 
Sapponendo  a  cagion  d'esempio 

?(«)  =  A«  -4-  B£  , 

essendo  A,  B,  M  date  funzioni  della  sola  variabile  x,  ed  a, 
b9  e  .  .  .  costanti  arbitrarie  :  la  equazione 

au  -4-  49(11)  4-  c<f%(u)  -4-  dp3(t*)  .  .  .  .  ss  M 
viene  integrata  ponendo 

9(a)  =  mu  -4-  U  ,    a  4-  4m  -hem*  . . .  .  =  0 

da  che  ne  deriva 

(A^HwH-dm^.0U^-(c4-dm...0?(U)+(d..)?a(U)^-.  .  .  =M 

equazione  differenziale  della  stessa  forma,  ma  di  un  ordine 
minore  dell'unità.  [Sarà  continuato.) 


Rettificazione  delle  formule  per  assegnare  il  numero  dette 
somme,  ognuna  di  due  quadrati,  nelle  quali  un  intero  può  spezzarsi. 

N  O  T  ^(*) 
DEL  PROF.  PAOLO  VOLPICELI.! 

con  un'appendice  (**). 

L 

La  seconda  delle  due  forinole,  date  dai  celebri  Gauss,  e 
Legendre  (***)>  per  assegnare  il  numero  delle  somme,  ognuna 
di  due  quadrati,  nelle  quali  può  un  intero  spezzarsi,  fu  ri- 
guardata dal  sig.  Terquem  (****),  ed  anche  da  me  (*****) , 


(*)  Comunicata  all'accad.  de'nuovi  lincei,  nel  22  settembre  1853. 

(**)  Comunicata  al  direttore  del  giornale»  nel  20  maggio  4854. 

(***)  Disquisitiones  aritbmeticae.  Lipsiae  1801,  p.  219  (nota). — 
Rechercbes  aritbméYiques  par  M.  Gauss.  Paris  1807,  p.  157.  —  Theo- 
rie  des  nombres  par  M.   Legendre.  Paris  1830.  T.  1.  p.  314. 

(**")  Nou velie»  Annate*  de  mathématiques.  Paris  1850.  T.  IX.  p. 
307,  308  (nota)- 

("*•*)  Ivi,  p.  300.  —  Atti  dell'Accademia  pontificia  de'nuovi  Lin- 
cei. Roma  1850.  T.  IV,  p.  28. 


(  177  ) 
come  affetta  da  errore  tipografico.  Per  tanto  l'ogge ito  di  questa 
nota  consiste  nel  fare  osservare;  primieramente,  che  nella  for- 
mula stessa  non  avvi  errore  di  sorta;  secondariamente  che 
oltre  quelle  due  formule,  dai  citati  geometri  già  stabilite  , 
se  ne  deve  ammettere  una  terza,  la  quale  non  ancora  da  ve- 
run'altro  fu  contemplata,  e  che  si  riferisce  a  quei  casi  non 
compresi  nelle  due  prime. 

Premettiamo  a  tal  fine  che  un  qualunque  numero  M,  può 
rappresentarsi  con 

M  =  2*  S  h\k^ahyò  .  .  .  .  hTk, 

purché  hs ,  h2,  .  .  . ,  hk  esprimano  fattori  primi  ed  ineguali, 
ciascuno  della  forma  4m-+-  1  :  la  S  un  prodotto  di  fattori 
primi,  ognuno  della  forma  \n  •+.  3:  finalmente  jx,  a,  /3,  ... ,  r 
esponenti  positivi  ed  interi.  Sappiamo  dalla  teorica  dei  nu- 
meri che,  non  essendo  la  S  un  quadrato,  non  si  potrà  mai 
la  M  decomporre  in  due  quadrati.  Inoltre  sarà  S  =  1 ,  se 
l'intero  M  non  contenga  verun  fattore  della  forma  4n-f-3; 
e  sarà  /x  =  0  f  se  la  M  sia  un  impari. 

II. 

Ciò  premesso,  qualunque  sia  l'intero  [i ,  se  per  lo  meno 
uno  degli  esponenti  a,  ^3,  y,  .  .  .  t  sarà  impari,  certo  il  nu- 
mero v  delle  somme,  ognuna  di  due  quadrati,  nelle  quali  si 
potrà  decomporre  l'intero  M,  verrà  espresso  dalla 

/«ì             .       (a+l)(/3-^l)(Y-hl)....(T^l) 
(a)  v  = ^ — 

Questa  é  la  prima  delle  due  formule,  date  dagl'illustri  Gauss 
e  Legendre  nel  citato  luogo,  e  che  applicheremo  ai  seguenti 

ESEHP    I 
1.°  Si  abbia  il  numero 

M  =  22'.  37349  =  2^.  17. 13*, 

pel  quale  abbiamo 
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la  (1)  darà  v=  4;  io  fatti  direttamente  si  trova 

2V.37349=2^.(10a^-193^822-t-t75M3Qart-l43a«182a-h65a). 

2.°  Dato  inoltre  il  Damerò 

M  —  4668625  =  17.  13*.  53, 
si  ha 

jUlaiqO,      «9b19      /3mr»,      7  mx  3j 

quindi  la  stessa  (1)  fornisce  v=16  ,  come  per  via  diretta  si 
verifica  nelle  seguenti  equazioni  ; 

4668625=1880aH-1065a^1980a-+-  865a=1340,4-1695a=21602^h    55a 
=  780a-h2015a=:2080a+  585a=  260^+•2145a=:^560a-4-l495, 

*  276a-+*21432*  496*^2103*=  552a+a089a=1252a+176r 

c11443H-1833a=:1716a-hl313a=1872a-f-1079a=2132aH-35l1. 

3.°  Ppnjamo  il  numero 

Mx=;260O=B23.5a.  13; 
sarà 

^  =  3;    c*=2,    /S=l, 

quindi  la  (1)  dqrà  v  =*3:  in  prova  di  ciò  per  altra  parte  si 

ha 

2600  ^  IO2  -4-  50a  =  22a  -*-  46a  =  34a  -+-  38*, 

IH. 

In  secondo  luogo  fi  sia  impari;  se  gli  esponenti  a,  j3,  ..., 
t  sjepo  tatti  pari,  allora  il  numero  v'  delle  somm*,  ognuna  di 
4^  quadrati,  nelle  quali  si  potrà  l'intero  M  decomporre,  sarà 
espresso  dalla 


m        ,'  =»  («+1)Q9-H)  *  (7+*)  ■  •  •  fr+-*),  1 
W  =  a  -t-  2 

In  questo  secondo  caso,  ponendo 

H  =  2p  -+-  1  , 


(179) 
egli  é  chiaro  che  la 

*a  -*-  y8=2^*  A*,  A/3,  A>j  • . .  A% 

avrà  per  una  delle  sue  soluzioni  la 

*  =  y=2'A1~A7-A3~.  .  -A^. 

Le  formule  (1)  e  (2)  sodo  appunto  quelle,  stabilite  dai  si- 
gnori Gauss  e  Legeudre,  nei  citati  luoghi,  per  assegnare  il 
numero  delle  somme  di  cui  parliamo.  La  (2),  come  si  disse 
in  principio  di  questa  nota,  fu  creduta  da  errore  tipografico 
affetta,  cioè  fu  creduto  che  dovesse  leggersi  — i  ,  invece  di 
-J-é  nella  medesima.  Però  non  è  cosi;  poiché  la  formula  (2), 
quale  fu  data»  soddisfa  giustamente  al  secondo  caso, eh  e  ora 
contempliamo,  come  si  verifica  nel  seguente 

ESEMPIO 

Venga  proposto  il  numero 

M  =  33800  =  23.  52.  t3a, 
sarà 

a  ss  3,    a  =  2,    0  =  2, 

per  cui  dalla  (2)  dedurremo  v'  =  5,  lo  che   in    altra  guisa 
viene  confermato  dalla 

33800=262+1823=462H-178i=94a+t582=1702-h70a=1302-v-ia0 

IV. 

In  terzo  luogo  pongasi  che  jx  sia  pari  ,  o  nullo  ;  e  che 
gli  esponenti  a,  /3,  .  .  . ,  t  sieno  tutti  pari;  sarà  il  numero 
y"  delle  indicate  somme,  rappresentato  in  tal  caso  dalla 

'.       „ _  (<H-l)(ft+l)(yH-l) .  .  ,  (th-1)        1 

(3)        1 - —  . 

ESEMPI 

1.°  Venga  proposto  il  numero 

M  ss  2*.  7225  =  W.  y.  17% 


(  180  ) 
nella  quale  abbiamo 

|x=2p,        «=2,        /3  =  2; 

e  la  (3)  fornirà  y"  =  4  :  sì  ottiene  in  fatti 

VP.  7225  =  2^(512  -+-682  =  752-f-402  =  132+84a  =  772-4-362). 

2.°  Similmente,  avuto  il  numero 

M  «  4225  =  52.  132, 
nel  quale  abbiamo 

f*=0,    «  =2,    /3  =  2, 

dedurremo  i/'  =  4  dalla  stessa  (3);  lo  che  appunto  dev*  es- 
sere, poiché 

4225  =  252  H-  602  =  393  -f-  522  =  332  -+-  562=  632-*- 16*. 

V. 

La  formula  (3)  appunto  é  quella,  che  a  me  sembra  doversi 
aggiungere  alle  altre  due  già  cognite,  per  determinare  il  nu- 
mero degli  spezzamenti,  dei  quali  si  tiene  discorso;  e  col  l'ag- 
giunta della  (3)  alle  (1)  e  (2),  si  potrà  determinare  il  numero 
stesso  per  ogni  caso. 

Se  nella  (3)  poniamo 

sarà 

U  =  VPh\h\h\...  h'k=z*; 
quindi 

3*— 1 


(4) 


2~  ' 


essendo  i/"  il  numero  delle  somme,  ciascuna  di  due  quadra- 
ti, nelle  quali  può  essere  decomposto  il  quadrato  z2;  essen- 
do cioè  v"'  il  numero  delle  soluzioni,  che  in  interi  apparten- 
gono alla 


2       .  2  .      2 

x2  -t-  y  =  z  . 


La  formula  (4)  fu  direttamente  da  me  ottenuta  nell'agosto 
del  1850,  e  prima  comunicata  in  Londra  al  sig.  De  Morgan, 


(18t  ) 
quindi  pnbblicata  in  Parigi  nel  giornale  intitolato  :  Nouvelles 
annales  de  mathèmatiques  (*).  Fu  in  questa  occasione  che  , 
non  potendosi  dedurre  la  stessa  (4)  né  dalla  (1),  né  dalla  (2j, 
sole  formule  allora  conosciute  su  tale  argomento,  il  sig.  Ter- 
quem,  ed  io  credemmo  incluso  nella  (2)  stessa  Terrore  tipo- 
graBco  sopra  indicato,  credenza  che  deve  oggi  abbandonarsi, 
per  le  precedenti  osservazioni. 

Se  la 'somma,  composta  di  due  quadrati  fra  loro  eguali,  e 
che  s'incontra  solo  nel  secondo  caso,  non  volesse  considerar- 
si, allora  sarebbe 

cioè  l'intero 

M  =  2V+1  h*°t  h^2  h*<3  ..  ..h*k 

sarebbe  decomponibile  in  tante  somme,  ognuna  di  due  qua- 
drati, diversi  fra  loro,  quante  sono  le  unita  della  (3). 

Concludiamo  che,  per  abbracciare  i  casi  tutti  relativi  alla 
determinazione  del  numero  delle  somme,  ognuna  di  due  qua- 
drati, nelle  quali  può  essere  un  intero  M  spezzato ,  se  fac- 
ciasi per  compendio 

(« -4-1)03 -+-1)(7+ì)...(t-»-1)=H, 


sarà  il  numero  stesso  dato  dalle  tre  seguenti  formule 

H  .       H-f  1  „       H— 1 


2  '  2      7  2 

La  prima  di  queste  suppone,  che  qualunque  sia  jx,  dovrà  per 
lo  meno  uno  degli  esponenti  a,  /3,  . . . ,  t  essere  impari  :  la 
seconda  suppone  che  [X  sia  impari,  e  che  ognuno  degli  espo- 
nenti medesimi  sia  pari  ;  la  terza  che  [X  sia  pari  o  nullo,  e 
che  sieno  gli  esponenti  stessi  tutti  pari.  Perciò  ad  assegnare 
i  casi  tutti  che  si  riferiscono  all'attuale  quistione,  non  basta 
considerare  solo  gli  esponenti  a,  jS,  .  .  .  .  ,  r  ,  come  sino 
ad  ora  si  è  fatto,  ma  eziandio  si  deve  avere  riguardo  pure 
all'esponente  jx. 

O  T.  IX.  aono  1850,  p.  306. 


I 


(  m  ) 

La  dimostrazione  che  già  pubblicai  (*)  per  le  formale  (1) 
e  (3),  si  estende  facilmente,  senza  cangiare  principj,  anche 
alla  formula  (2),  cai  fa  allora  per  equivoco  sostituita  la  (3), 
mentre  questa,  come  abbiamo  veduto,  deve  invece  aggiun- 
gersi alle  (1)  e  (2)  stesse. 

APPENDICE 

Dai  valori  delle  v,  v\  v"  ora  stabiliti,  discendono  i  seguenti 
corollari  : 

1.°  Riguardando  alle  condizioni,  che  accompagnano  (espres- 
sioni delle  h  i/9  /  si  vede,  che  mentre  in  ognuna  delle  me- 
desime il  valore  numerico  é  indipendente  da  quello  del  re- 
lativo esponente  jx,  la  scelta,  e  la  forma  di  ciascuna  dell'espres- 
sioni stesse,  dipende  tanto  dagli  esponenti  a,  /S,....  ,  t,  quanto 
dall'esponente  jtx. 

2.*  In  qualunque  caso  il  numero  degli  spezzamenti  ò  indipen- 
dente dal  fattore  S,  il  quale  perciò  non  dovrà  entrare  nell' 
analisi  del  numero  stesso. 

3.°  Essendo  gli  esponenti  a,  /3, . . .  ,  t  tatti,  o  parte  im- 
pari, ed  essendo  fx,  o>  due  qualunque  interi,  per  ognuno  dei 
numeri 

sarà 

H 

Perciò,  in  questo  caso,  tanti  saranno  gli  spezzamenti  di  N* 
quanti  sono  quelli  del  suo  multiplo  2<*N,  ove  gli  esponenti 
g>,  (x  possono  variare  a  piacere» 

Quindi,  pel  multiplo  più  semplice,  posto  fx  =  1 ,  tanti  sa- 

0  Atti  dell'accademia  pontificia  de'Nuovi  Lincei,   Roma    1850. 
T.  IV.  p.28. 


(183) 
ranno  gii  spezzamenti  di  un  àutnéro  N,  pari  ài  impari,  ilei 
qtìale  gli  esponenti  a,  /S  .  *  .  sieno  tolti  od  iti  parte  impari; 
quanti  quelli  del  suo  doppio 

4.°  Essendo  gli  esponenti  a,  /3, . .  .  tutti  péri ,  ccrù  (i  ed 
6>  impari  ambedue,  per  l'uno  e  V altro  degl'interi 

M'  s  2*«-1  A2",  A»*2  é . .  A**  ,        M'  =  2™  N' , 
sarà 

2 

Per  tìò  in  questo  caso,  tanti  saranno  gli  spezzamenti  di  N\ 
quanti  quelli  del  suo  multiplo  2awN',  ove  n,  m  possono  ta- 
rtare a  piacere.  Nel  caso  medesimo  Ara  gli  spezzamenti  ve 
ne  sarà  uno  composto  di  due   quadrati  eguali  fra  loro. 

Inoltre,  pel  multiplo  più  seùiplice,  fatto  iti  =**  1 ,  Casti  sa* 
'ranno  gli  spezzamenti  di  un  intero  N'  pari ,  e  dalla  forala 
2S*<+'IP,  nel  quale  gli  esponenti  «,  j8  -  •  .  «  siano  lutti  puri , 
quanti  quelli  M  quadruplo  di  esso  N'< 

5.°  Essendo  pure  gli  esponenti  medésimi  tutti  pari,  ma  oon 
p.  ed  (ù  pari  o  ntflli  ambedue,  pei  due  numeri 

N"  sa  2**  A*\  Aa*a  .  -  .  h«k ,    M"  =  2"*N" 

sarà 

Perciò  in  tal  caso  tanti  saranno  gli  spezzamenti  de*  numero 
pari  od  impari  N",  quanti  quelli  del  suo  multiplo  2imN",  ov* 
la  il  colla  m  possono  tartare  ad  arbitrio. 

Pel  multiplo  più  semplice,  fatto  m  =ss  1,  taciti  SttfttùftO 

gli  spezzamenti  di  un  intero  N"  pari>  della  forma  2f**P,  od 

impari  P,  nel  quale  gli  esponenti  soliti  sieno  tutti  pari,  qtfàUti 

sono  quelli  del  quadruplo  di  esso  N". 

6.°  Se  nel  valore  di  v'  si  escluda  Io  spezzamento^  compo* 


(  184  -) 
sto  di  due  quadrali  eguali  fra  loro,  sarà  in  tale  ipotesi  i/=v". 
Perciò  nella  ipotesi  medesima  concluderemo ,  che,  gli  espo- 
nenti a,  /3,  .  .  .  .   essendo  tutti  pari,  con  y.  ed  <ù  come  si 
vogliono,  pei  duo  numeri 

N'"  =  2wA2a1  h*l>2  .  .  .  h"k  ,  M'"  =  2/*  N'" 


sarà 


v" 


H— 1 

2 


* 


Perciò  in  questa  sola  ipotesi,  tanti  saranno  gli  spezzamenti 
del  numero  V",  pari  od  impari,  essendo  i  solili  esponenti 
tutti  pari,-  quanti  quelli  del  suo  multiplo  2^"',  polendo  /x 
ed  (ù  variare  a  piacere. 

E  poiché  fu  trovato  (3°),  che,  qualunque  sì  eoo  fi  ed  q,  se 
gli  esponenti  a ,  ]3  .  .  . ,  t  sieno  tutti  od  in  parte  impari,  sa- 
ranno tanti  gli  spezz  amenti  del  numero  pari  od  impari  N, 
quanti  sono  quelli  del  suo  multiplo  2'*N;  perciò  concludere- 
mo che  sólo  nella  fatta  ipotesi,  tanli  sono  gli  spezzamenti  di 
un  intero  qualunque  I,  quanti  quelli  del  suo  multiplo  2^1 , 
essendo  jx  quale  si  vuole. 

7.°  P  el  caso  del  più  semplice  multiplo,  poniamo  jx  =  1 , 
e  discenderà  chiaramente  che,  non  contando  lo  spezzamento 
io  due  quadrali  eguali  fra  loro  ,  tanti  saranno  gli  spezza- 
menti di  un  qualunque  intero,  quanti  quelli  del  suo  doppio. 

Questa  proposizione  adunque  non  si  veriBca  generalmente, 
senza  escludere  ciao  lo  spezzamento  in  due  quadrali  fra  loro 
eguali;  per  ciò  mi  sembra  che  solo  con  siffatta  esclusione  deb- 
basi  ammettere  l'enunciato  seguente  «  vi  sono  tante  decompo- 
»  sizioni  per  un  numero  n,  quante  pel  suo  doppio  (1),  che  il 
chiarissimo  sig.  avv.  Angelo  Genocchi  ha  pubblicato  recen- 
temente (*). 

(*)  Nouvelles  Annales  de  mathématiques  par  M.  Terquem  eie.  Pa- 
ri* T.  XIU,  Àvril  1854,  p.   158. 


(  185  ) 
Io  fatti  prendiamo  due  numeri,  uno  doppio  dell'altro,  cioè 

8450        e        4225: 
cercando  materialmente  nelle  tavole  dei  nnmeri  quadrati,  gli 
spezzamenti  dell'uno  e  l'altro  dei  proposti  numeri,  avremo 

3450=1 3^912=23a-^89a=352H-85a=47a+79a=652-h65 
4225=162^-63a=25a-h60a=33a-h562=39a-*-52a. 

Ha  il  primo  numero  si  decompone  in  cinque  ,  il  secondo  in 
quattro  somme,  ognuna  di  due  Squadrati;  dunque  non  si  ve- 
rifica  generalmente  l'enunciato  riferito. 

Per  questo  motivo  il  nominalo  geometra  ,  nel  suo  dotto 
lavoro,  testé  pubblicato  nei  citati  Annali  (*),  giunge  a  stabi- 
lire le  sole  due  formule  (1)  e  (3),  senza  incontrare  la  (2)  , 
pur  essa  necessaria,  e  che  si  riferisce  agli  spezzamenti  del  nu- 
mero 

2""4-1  A2",  h2b2  A2C3  .  .  .  K*k  , 

il  quale  non  essendo  un  quadrato,  non  é  compreso  nel  secondo 
membro  della 

(a)  x*  -+-  y2  =  n, 

particolarmente  considerata  dall'autore  (**). 

Questa,  come  ognun  vede,  ha  tante  soluzioni,  quanti  sono  i 
punti  della  circonferenza  di  raggio  j/n  ;  fra  le  quali  solo 
quelle  in  interi,  possono  corrispondere  ai  cercati  spezzamenti 
del  numero  quadrato  n.  L'autore  medesimo  fra  questi  spezza- 
menti, pone  anche  quello  corrispondente  alla  soluzione 

(b)  x=[fn,        y  =  0; 

ma  non  sempre  tutte  le  soluzioni  di  una  equazione,  conven- 
gono al  problema  cui  si  riferisce  l'equazione  stessa.  Ciò  ap- 
punto si  verifica  per  la  soluzione  (b)  ;  non  sembrando  che 
possa  riguardarsi  lo  zero  per  un  numero,  e  molto  meno  per 
un  intero.  Inoltre  se  lo  spezzamento  n-f-0,  proveniente  dalla  so* 
luzione  frammettasi  per  uno  degl'indicati  spezzamenti,  sempre 


2 


(•)  T.  XHI,  p.  i05. 
(**)  Luogo  citato. 


(  1»  ) 
un  qualunque  intero  quadrato  risarebbe  spezzabile  io  altri  due 
quadrati;  mentre  da  lutti  si  riconosce,  che  tale  spezzamento  av- 
viene solo  per  certe  date  condizioni.  Dunque  non  inutile,  co- 
me dice  il  Sig.  Terquem  (*),  ma  inesatta  deve  riconoscersi  la 
correzione  indicata  ne'suoi  Annali  (**),  perchè  sopprime  una 
delle  tre  formule,  necessarie  ad  assegnare  in  ogni  caso,  il  nu- 
mero degfindicati  spezzamenti. 

Relazioni  fra  t  triangoli  sferici,  e  i  triangoli  rettilinei 

formati  dalle  corde. 
NOTA 

DEL  SIO.  0.  RANIERI  S1MONELLI  DI  FIRENZE  (1). 


1.  Sia  R  il  raggio  di  una  sfera  sulla  quale  é  descritto  un 
triangolo  di  cui  indicheremo  con  a,  A,  e  i  lati,  e  con  A,  B, 
C  gli  angoli  opposti  ad  essi  :  si  rappresentino  con  a9,  b\  c\ 
A',  B',  C!  gli  elementi  corrispondenti  del  triangolo  formato 
dalle  corde;  sussisteranno  fra  queste  ultime  quantità  le  note 
relazioni 

a'3  =  b'%  H-  e"  —  26V  cos  A' 

(l){  bn  =  e'2  +  a"  —  2cV  cos  Bf 

e"  =  a12  -+-  b'2  —  2*'A'  cos  C 

nel  mentre  che  per  il  triangolo  sferico  si  avrà 

cos  a  =  cos  b  cos  e  •+-  sin  e  sin  b  cos  A 
(2)  \         cos  b  =  cos  e  cos  a  -f-  sin  e  sin  a  cos  B 
cos  e  =  cos  a  cos  b  -+-  sin  a  sin  A  cos  G 


(*)  Idem  (nota). 

(*•)  T.  IX.  p.  307,  3M  (nota). 

(1)  Il  Sig.  Vincent  fin  dal  1843  nel  tomo  I.  degli  Annali  del  Sig.  TenfUem 
pag.  33  considerò  egualmente  il  triangolo  formato  dalle  corde  del  triangolo  sferi- 
co per  dimostrare  la  formola  fondamentale  della  trigonometria  sferica  ,  ma  V  Au- 
tore non  entra  in  altri  dettagli  relativi  a  queste  ricerche.  B«  T. 


(  187  ) 
Per  istabilire  delle  relazioni  fra  gli  clementi  dei  due  trian- 
goli sferico,  e  rettilineo,  osserveremo  che  fra  i  lati  del  tri- 
angolo delle  corde,  e  i  lati  del  triangolo  sferico  esistono  le 
relazioni 

(3)  a'  =  2R  sin  i  a,  *'  =  2R  sin  i  b,  e'  =  2R  sin  i  e 

Sostituendo  questi  valori  di  a\  b\  e1  nelle  formule  (1),  ed 
operando  delle  riduzioni  comuni  nel  calcolo  trigonometrico 
si  ha  : 

cos  a  —  cos  b  —  cos  e  -+•  1  =  4  sin  |  b  sin  f  e  cos  A' 

(4)  {     cos  b  —  cos  e  —  cos  a  -H 1  =  4  sin  i  e  sin  l  a  cos  B' 

cos  e  —  cos  a  —  cos  6  +  1  =  4  sin  |  a  sin  i  b  cosC 

Quest'ultime  formule  in  unione  alle  (2)  e  (3)  conlenendo 
tutti  gli  elementi  dei  due  triangoli  che  consideriamo  ci  con- 
durranno facilmente  ad  esprimere  ciascuna  delle  quantità  re- 
lative ad  uno  dì  essi  in  funzione  degli  elementi  dell'altro. 
Se  nelle  (4)  in  luogo  de 'primi  termini  cos  a,  cos  b,  cos  e  si 
pongono  i  loro  valori  (2}  si  trova  facilmente 

(     cos  A'  =  sin  4  4  sin  |  e  -4-  cos  ì  b  cos  i  e  cos  A 

(5){     cos  B'  =  sin  i  e  sin  ia+  cos  I  e  cos  |  a  cos  B 

cos  C  =  sin  £  a  9in  £  6  -+-  cos  4  a  COs  1  b  cos  G 

Queste  formule  servono  a  calcolare  i  coseni  degli  angoli  del 
triangolo  delle  corde  (*),  per  mezzo  degli  elementi  del  tri- 
angolo sferico.  Da  esse  si  possono  dedurre,  le  equazioni  che 
danno  il  valore  dei  seni  degli  stessi  angoli;  infatti  se  si  fan- 
no i  quadrati  delle  (5),  e  si  sottraggono  dall'unità,  e  si  ri- 
duce convenientemente  facendo  uso  dell'equazione  (2)  si  ol- 


(*)  Fedi  Astronomi*  theorique,  et  pratique  par  M.  Delambre.  To- 
me III,  pag.  542. 


(  188  ) 
tiene 


|     sin2À'  =  sin2  ia+  cos2  £  b  cos2  l  e  sin*À 

(6)        sinaB'  =  sin2  f  b  -f.  cos2  §  e  cos2  |  asin2B 

\     sin2C  =  sin2  |  e  h-  cos2  i  a  cos2  |  ò  sin2C 


Per  mezzo  dell'equazioni  (3)  e  delle  (5) ,  e  (6)  ora  stabilite 
si  potrà  calcolare  il  triangolo  delle  corde  quando  siano  dati 
gli  elementi  del  triangolo  sferico  corrispondente,  e  il  raggio 
della  sfera  su  cui  è  descritto. 

3.°  Per  ottenere  le  formule  relative  al  problema  inverso 
comincieremo  per  risolvere  l'equazioni  (3)  rapporto  a  sin  |  a, 
sin  |  b  ,  sin  i  e  con  ciò  si  ha  : 

(7)        sini«=e_     ,       sbè*=*s     ,        sinica  C- 

da  cui 

così«=j/(l_    ^L) 

(8,     /       cosU=|/(t--*l) 
Da  queste  si  deduce 


cos  a  =  i  — 


a 


(9)    <       cos  b  =  1  — 


2R=* 
2Ra 


e" 


COSC==1-2R< 


ed  anche 


(  189  ) 

»»  «  =  rlA1  -  TP") 

,10)  ^     .in  »  =  *.(/"(!  _  -£.) 


SID    C 


Bisol vendo  poi  le  (5)  e  (6)  per  rapporto  a  cos  A  ,  cos  B , 
cos  G,  sinaA,  sinaB ,  sin2C  rispettivamente ,  troviamo  valen- 
dosi delle  (7)  e  (8) 

AH'cosA!  —  b'c' 


cos  A  = 


(11)  <      cos  fi 


cos  G  = 


,/(4Ra  —  A'a)i^(4R*  —  c'a) 

4RacosB'  —  c'a' 
l^(4Ra  —  c'a)i/(4Ra  —  o'a) 

4R7cosC'  —  a'b' 
l^(4R2  —  a")|/(4R*  —  b") 


4Ra(4R2sin2A'  —  a") 
sin  A  = 


(12)  i     sinaB  = 


sin3C  = 


(4R*  —  é'a)(4R2  —  e") 

4Ra(4R2sin2B'  —  *"') 
(4Ra  —  c'2)(4Ra  —  a'2) 

4Ra(4RasinaC  —  e") 


i 


(4R2  —  o'2)(4R2  —  b'7) 
Le  equazioni  (1)  trasformano  le  (11)  nelle  seguenti 

4Ra(6'a-t-c'a  —  p")  — 2A'Va 
2A'<V  (4Ra  —  ó'a)  i^(4Ra  —  <?*) 

4R2(c'2  -H  a"  —  bn)  —  2c"  a" 


cos  A  = 


(13)  [     cos  B  = 


cos  C  = 


2c'aV(4Ra  —  c'a)^(4Ra  —  o'a) 

4R2(a'2  •+■  bn  —  c|a)  —  2a'a6'a 
Za'bVW  —  O  |^(4Ra—  b") 


(  190  ) 
le  quali  servono  a  calcolare  gli  angoli  del  triangolo  sferico 
conoscendo  i  lati  del  triangolo  delle  corde  e  il  raggio  della 
sfera. 

4.°  É  facile  il  vedere  l'uso  che  può  farsi  delle  formule 
che  abbiamo  stabilite,  per  dedurre  dalle  relaiioni  dei  trian- 
goli rettilinei,  le  relazioni  corrispondenti  per  i  triangoli  sfe- 
rici, e  reciprocamente.  Infatti  se  nelle  note  relazioni 


a!  V  e1 


sin  A'        sin  B'         sin  C 

si  sostituiscono  i  valori  (3)  e  (6)  si  ha  immediatamente 

sin  a       sin  6  sin  e 

sin  A        sin  B         sin  G 

e  inversamente  da  queste  si  potrebbe  risalire  alle  altre  per 
mezzo  delle  (10)  e  (12). 

5.°  Siano  i  lati  d'un  triangolo  sferico  molto  piccoli  in  con- 
fronto al  raggio  della  sfera,  in  modo  che  per  ottenere  un 
approssimazione  sufficiente  si  possano  trascurare  le  poterne 
superiori  alla  seconda  dei  rapporti  fra  i  lati*  del  triangolo 
delle  corde,  e  il  raggio  della  sfera. 

Le  prime  delle  formule  (11)  e  (12)  si  possono  porre  sotto 
la  forma 

Sviluppando  io  serie  i  radicali  e  facendo  i  prodotti  tenendo 
conto  soltanto  delle  quantità  di  second'ordine  si  ottiene 

V*  +  c>*  Ve' 

cos  A  =  cos  Af  -4-  — — -t —  cos  A  — 


8Ra      4Ra 

bn  -h e*  *'a 

sin  A  ss  sin  A'  +   —  „_,        sin  A'  -+- 


8R2  8Rasin  A' 
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Moltiplichiamo  la  prima  di  quest'equa  iioni  per  aio  A\  e  sot- 
traggkiame  la  seconda  moltiplicata  per  cqs  A'  avremo 

.  /A,        AV  Ve  a'»     cos  A' 

s,n(A-A):=s— 4ÌF-"8FltaÀ' 

ed  in  un  modo  del  tallo  analogo  si  troverebbe 

cV  4"     cos  B' 


6Ìn(B'~  B)=  — 
sin(C  —  C)  **  — 


4Ra  8R*    sin  A 

a'b'  e"      cos  C 


4Ra  8Ra    ainC 

I  secondi  membri  di  quest'equazioni  essendo  quantità  di  se- 
cond'ordine  ci  mostrano  come  nei  limiti  d' approssimazione 
in  eni  siamo,  ai  possono  nei  primi  membri  sostituire  gli  ar- 
chi ai  seni,  ed  avere  quindi 

2Ra  L  TsinC'J 

Ponendo  ora 


A' 


a    o      e 


siuA'       sin  6'       sin  C' 
le  formule  precedenti  divengono 

A'  =  A  -  -^  Ti  i'c'sin  A'  -h  rSìn  A'  cos  A'  1 

(14)  i  B'  =*=  B  -  ^  [*  c'«'5in  *'  -+■ r2si» B' cos  B] 

Per  dare  un  significato  geometrico  ai  due  ultimi  termini  del 
secondo  membro  immaginiamo  decomposto  il  triangolo  forma* 
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lo  dalle  corde  in  tre  triangoli  aventi  per  vertice  il  centro  di 
esso  e  per  base  i  lati,  avremo  denotando  con  S  l'area  del 
triangolo  dell  e  corde,  e  con  <Jo ,  a,  ,  o2  le  aree  dei  tre  tri- 
angoli nei   quali  è  stato  decomposto 

S  =  |  ó V  sin  A'  =  i  oVsin  B'  =  1  a'ó'sin  C 

Co  =  rasin  A'cos  A',  a,  =  r2sin  B'cos  B',  <j2  =  r3sin  C'cos  C\ 

Ponendo  questi  valori  nelle  formule  (14)  diverranno 

A  '=A  ~  W  (S~ffo)  '       B'  =  B~  2F  <S~  ff,)' 

che  sono  le  formule  di  riduzione  date  dal  Sig.  Prof.  Mos- 
sotti  (*);  e  come  egli  ba  dimostrato  si  estendono  nel  solito 
ordine  d'approssimazione  ad  un  triangolo  formato  da  archi 
geodetici  descritti  su  d'uno  sferoide. 

Se  il  triangolo  curvilineo  fosse  equilatero,  Io  sarebbe  an- 
che il  triangolo  delle  corde,  e  quindi  le  aree  ao,  <sk,  a2 
diverrebbero  uguali  tra  loro,  e  uguali  a  un  terzo  dell' area 
totale  S  dal  triangolo,  cioè  si  avrebbe 

è 

s 

<7o  =  <7i  =  ffa  ^  — 


in  questo  caso  le  formule  precedenti  divengono 

A=A~3P'    B==B~3Rr'     C==Q~W 


le  quali  dentro  i  medesimi  limiti  d' approssimazione  si  tra- 
sformano nelle  formule  date  da  Legendre  per  cui  potremo 
concludere  che  nel  caso  d'un  triangolo  sferico  equilatero,  il 
triangolo  formato  dalle  corde,  e  quello  avente  per  Iati  gli 
archi  rettificati  del  triangolo  sferico,  sono  simili. 

• 
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SULLA  CONICA  DI  MINIMA  AIA  CIRCOSCRITTA 

AD  UN  QUADRIGONO 

NOTA 
DI  G.  BATTAGLIAI 

di  Napoli. 


Rammentiamo  primieramente  alcune  proprietà  del  sistema 
delle  coniche  circoscrìtte  ad  un  quadrigono. 

1.  Rispetto  alle  coniche  C,  circoscritte  ad  un  quadrigono 
Q,  le  polari  l,  di  un  punto  p  concorrano  in  un  altro  punto 
P;  questo  punto  è  reciproco  di  />,  cioè  tale  che  le  sue  po- 
lari L,  concorrono  in  p.  Se  p  é  una  dei  tre  punti  di  con* 
còrso  pK  ,  pp ,  p7  delie  coppie  dei  lati  opposti  di  Q,  le  sue 
polari  ls  si  confonderanno  con  una  delle  tre  rette  i«  ,  lp  ,  lY 
che  passano  per  gli  altri  due. 

2.  1  poli  p,  di  una  retta  l  costituiscono  una  conica  L,  lo* 
cale  ancora  dei  punti  reciproci  P  dei  punti  p  di  l  Se  l  è 
una  delle  rette  l«  ,  lp  ,  ly  L  si  ridurrà  alle  altre  due. 

3.  La  conica  L  passa  per  i  punti  pK  ,  p^  ,  py ,  e  per  i 
punti  che  sui  lati  di  Q  sono  i  coniugati  armonici  ,  rispetto 
alle  loro  estremità,  dei  loro  punti  d'incontro  con  la  retta  l: 
inoltre  il  polo  p  di  l  rispetto  ad  L  è  il  punto  di  concorso 
delle  loro  congiungenti  delle  coppie  dei  suddetti  punti  di  L 
sui  Iati  opposti  del  quadrigono. 

4.  La  retta  l  incontra  ciascuna  dello  coniche  C,  in  due 
punti  ns ,  e  a>,  ,  coniugati  in  due  divisioni  omografiche  in 
involuzione  :  i  punti  doppii  p  e  P  di  queste  divisioni  sono  i 
punti  di  contatto  di  l  con  le  due  coniche  del  sistema  C,  che 
toccano  questa  retta;  sono  ancora  i  punti  d'intersezione  di  l 
con  la  conica  reciproca  L,  e  reciproci  tra  loro. 
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5.  I  due  punti  reciproci  peP  della  retta  i,  e  il  suo  polo 
ps  rispetto  a  C,  formano  rispetto  a  questa  conica  un  sistema 
di  tre  poli  coniugati,  cioè  tali  che  ciascuno  di  essi  p,  P,  p, 
ha  per  pojare  la  retta  /,  ,  L, ,  l  che  passa  per  gli  altri  due: 
e  in  tutte  le  coniche  C,  vi  è  un  sistema  di  due  polari  l,  ed 
L,  coniugate  tra  loro  e  con  l,  tali  che  tutte  le  rette  ls  con- 
corrono in  un  punto  P,  e  le  rette  Ls  in  un  punto  p, 

6.  Nella  conica  L  reciproca  della  retta  /,  due  polari  con- 
iugate tra  loro,  e  con  IC  che  sono  raggi  coniugati  in  due 
fasci  omògraGci  concentrici  in  involuzione  ,  che  hanno  per 
raggi  doppii  quei  che  passano  per  i  punti  d'incontro  p  e  P 
di  L  con  l9  segnano  so  di  l  due  divisioni  omografiche  in  in- 
voluzione identiche  con  quelle  segnate  dai  punti  d' incontro 
ns ,  ed  ùs  di  C,  con  l  :  alle  due  tangenti  menate  a  C,  dal 
polo  ps  di  l  corrisponderanno  in  L  due  delle  dette  polari 
coniugate,  che  concorreranno  rispettivamente  con  quelle  tan- 
genti sulla  retta  l. 

7.  Se  la  retta  l  cade  a  distanza  infinita,  la  linea  reciproca 
L,  divenuta  locale  dei  centri  di  C, ,  passerà  per  i  punti  di 
concorso  p*  >  pp  »  Py  dei  lati  opposti  del  quadrigono  Q ,  e 
per  i  punti  medii  dei  suoi  sei  lati,  avrà  per  centro  il  punto 
di  concorso  delle  tre  congiongenti  dei  punti  medii  dei  lati 
•opposti,  cioè  il  centro  di  gravità  dei  vertici  di  Q;  e  gli  asin- 
toti paralleli  agli  assi  delle  dne  parabole  che  possono  essere 
circoscritte  al  quadrigono.  Tulle  le  coniche  C,  avranno  «a 
sistema  di  diametri  coniugati  paralleli  sii  medesimi  asintoti 
della  locale  L  dei  loro  centri,  e  gli  asintoti  di  C,  saranno 
rispettivamente  paralleli  a  due  diametri  coniugati  di  L.  Se 
al  quadrigono  Q  può  essere  circoscritto  un  cerchio,  tutti  gli 
assi  di  C,  saranno  paralleli  agli  asintoti  di  L,  divenuta  iper- 
bole equilatera,  e  se  L  è  un  cerchio  tutte  le  coniche  C,  sa- 
ranno iperbole  equilatere,  i  Iati  opposti  del  quadrigono  sa- 
ranno tra  loro  ortogonali,  e  i  suoi  vertici  saranno  i  vertici 
di  un  triangolo  e  il  punto  d'incontro  delle  sue  tre  altezze. 


Ciò  posto  :  sia  l'equazione  di  C, 

Sa  o  ar-t-28,  txy  -4-  Stf  %  y  +28,  a?  -+-  2S0  t  y  -t-  S0  o=0....(C,) 

>  >  >  i  *  » 

Dovendo  questa  curva  passare  per  quattro  punti  dati,  se  Co , 
e  C^  dinotano  due  qualunque  tra  le  infinite  coniche  che 
passano  per  essi,  si  avrà  tra  i  coefficienti  S^ ,  y  dell»  equa- 
zioni di  C, ,  C0 ,  e  CA    la  relazione 

ts)  (o)  (<*  } 

Sym  „   =  S^  „  -4-^S^  ,        | 

essendo  s  un'indeterminata  variabile  con  C5  .  Sia  S  l'aia  di 
Cj  (intendendo  per  aia  di  C, ,  qualora  si*  un'iperbole,  quella 
dell'ellisse  che  ha  i  medesimi  suoi  assi)  re  il  rapporto  della 
circonferenza  al  diametro,  0  l'angolo  degli  assi  delle  coordi- 
nate, x  ed  y  le  coordinate  del  centro  di  C,  ,  ricavate  dalle 
due  equazioni 

(')  (')  W 

S2  0  x  -f-  S,  t  y  -fr~  S,  .  ss  0  . . .  •  (ar|  , 

1  J  9 

(s)  {s)  [*) 

Sa  2  y  -+-  S,  ,  a  -+-  S0 ,  =s  0 (y)  , 

si  troverà  facilmente 

I  So  f  x  -+-  S,  #  y  -f-  Sool 
A      »  »  >  ' 


Sa  ss  7iasena0 


3a  °    ^o  2  "" "  ^i  i 
fi  » 


Si  prendano  per  assi  delle  coordinate  gli  asintoti  della  locale 
L  dei  centri  C,  :  dinotino  C0  e  C^  le  due  parabole  circo- 
scritte al  quadrigono  Q  :  siano  $K  ,  ip  ,  sy  i  valori  di  s  cor- 
rispondenti «He  couithe  G,  ridotte  al  sistema  di  due  lati  op- 
posti di  Q;  (#«,  y«),  (xp  ,  yi),  (xyì  yy)  le  coordinate  dei 
punti  di  concorso  p « ,  p$  ,  p^  di  Cali  coppie  di  Iati  :  sarà  1' 
equazione  di  L 

*y  ss  ara  yM  siji  y^g  =  #7  yy  =  *,  j,ssK8, 
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essendo 

„.  _  y«  »/*_  y-t  y«  _  y/»  vv 

**'«  —  —  —   —  «_  J 

00  y  X  A  ***flt 

yf  =    = :=:  J 

y?        w        y« 

ponendo  inoltre 

1  1 

x»—  g- (*« -H  *é -fr- sy) ,     y~  =  y  (»«  +  y/8 -*- yy) , 

l'equazioni  (C,),  (a?),  ed  (y)  diverranno 

a>*  H-  *ya  -+-  2a?€  «a?  -f-  2y.y  —  3*r«  a?„  —  3y«y  w  =  0  .  . .  (C,) 
a  -h-*ir£  =  0  .  .  .  (x) ,       *y  h-  y«  =0 .  .  .  (y)  , 

e  l'espressione  di  S2  ,  che  dovrà  ridursi  a  zero  per  i  siste- 
mi di  valori 

*  =  *«  t  s  =  a?«>  y  =  y«;     *  =  *£>     a?  =  ^,     ysisy^g; 

'  ==  $y  *      3?  s=2  a?y  j     y  — —  yy  , 

e  all'infinito  per 

8=0,       o:  =  0,      y  =  oo  ; 

5  =  oo   ,     x  =  oo  ,     y  =  0  , 

prenderà  una  delle  forme  seguenti 

*x  Sfi  Sy  *3 

c*_       „*aM2«     (*  —  *«)a(s  —  xtfjx  —  gy)» 

d  =  -^  ff  sen  vxi  ■  ■  ,  » 

**  —    „»  «on»  a»  (y — y«)a(y  -  y/»)a(y  —  y*)a 

5  s=s  —  ?r   sen  vyt : ^ • 

Cerchiamo  ora  il  minimo  di  S.  Le  equazioni  che  lo  deter- 
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minano  in  s,  in  x,  o  in  y,  liberate  dai  fattori  corrispondenti 
ai  valori  di  *,  x  ed  y  che  danno  S  =  0,  e  S  =  oo  ,  saranno 


$    _    3^ 


8 — 8K        8 — 8  fi        8—8y  2 

x  x  x  3 

1 1 =1>   > 

x — xK      x—2p      a?— Xy       & 

_y h_» ^    y    _  s 

y—  y«    y— y*    y— yy      2 

onde 

3* 3— (*«  -h  #i  -+-  *y>*  —  (*«  8 fi  -f-  *y  *«  -f-  *£  #y)H-3fc4|fysO 
3flP3— (flPflt-H  #£  -f-  Xy)x* — (#«  ^jS  ""H#y  ^«"HP/9  aJyJ^-^SjJaX^JJysO' 

3y3— (y«-*-y/9  -#-yy)ya  — (y«  y/s  •+•  yy  y«H-y/i  yy)y-i-3yayjSyy=0. 

A  queste  due  ultime,  per  le  equazioni  precedenti  potrà  darsi 
la  forma 

x(x  —  x»)  -4-  y,(y  —  yfJk)  =  0  .  . .  .  (px) 

y(y  —  U»)  -+■  *«(*  —  **)  =  0 (py) 

da  cui  si  ricava 

{x  +  xt)(x  —  *„)  H-  (y  H-  y«)(y  —  y«)  =  0\  . .  (*y 
(or  —  xt)(x  —  x»)  —  (y  —  y*)(y  —  y*)  =  0 .  .  .  (•). 

Le  equazioni  (/>*)  e  (pr)  dinotano  parabole,  ($)  un'ellisse,  ed 
fi)  un'iperbole  queste  curve  che  passano  pel  punto  (xwr  yw), 
e  ciascuna  per  un  punto  della  locale  L  dei  centri  di  C, ,  a* 
intersegheranno  tra  di  loro,  su  questa  locale  ,  in  tre  altri 
punti,  che  saranno  i  centri  delle  coniche  G,  di  minima  aia. 
Consideriamo  particolarmente  l'iperbole  (t)  :  essa  è  equilate- 
ra; passa  pel  puuto  (<rw  ,  -yw) ,  centro  delle  medie  distanze 
dei  punti  (xm  r  y«) ,  (xfi  ,  y^) ,  (xt ,  yy) ,  o  sia  centro  di  gr*- 
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vita  dei  punti  />«  ,  pp  ,  py  ;  passa  inoltre  pel  ponto  (xg ,  ye) 
di  L,  il  quale  essendo  il  punto  (*,  y)  eorrispoudente  netT 
equazioni  (x)  ed  (y)  ad  s  =  —  1 ,  che  rende  C,  un'iperbole 
equilatera,  sarà  il  centro  dell'iperbole  equilatera  che  può  es- 
sere circoscritta  al  quadrigono  Qj  questa  iperbole  equilatera 
ed  (t)  sono  simili  e  similmente  poste,  onde  avranno  gli  asin- 
toti paralleli  tra  loro,  e  agli  assi  di  L;  finalmente  il  centro 
di  (•)  è  il  punto  medio  della  distanza  tra  i  punti  (xt,  yt) 
ed  (j?m  ,  yw).  Da  ciò  si  ricava  la  seguente  costruzione  del 
problema. 

Sia  un  quadrigono  Q,  sia  L  la  locale  dei  centri  delle  to- 
niche circoscritte  C,  ,  determinata  come  si  è  detto  in  7.  Per 
i  quattro  punti  di  concorso  delle  tre  altezze  nei  quattro  tri- 
angoli  che  si  ottengono  unendo  a  tre  a  tre  i  vertici  del  qua- 
drigono Qf  passa  l'iperbole  equilatera  circoscritta  a  Q  ;  sia 
p«  il  suo  centro,  la  ed  h  gli  asintoti,  che  sono  paralleli  agli 
assi  della  locale  L  dei  centri;  e  sia-  p„  il  centro  di  gravità 
dei  tre  punti  di  concorso  j»«  >  />£  >  Py  dei  lati  opposti  del 
quadrigopo.  Si  descrìva  un'iperbole  (i)  che  abbia  per  centro 
il  punto  medio  della  distanza  tra  i  punti  pt  e  pu  ,  gli  asin- 
toti paralleli  ad  l*  ed  lb  ,  o  sia  agli  assi  di  L  ,  e  passi  per 
pt ,  e  quindi  per  p„  :  questa  iperbole  (t)  incontrerà  la  locale 
L  dei  centri  di  C,  in*j>8 ,  e  in  tre  altri  punti  p,  che  saranno 
i  centri  delle  coniche  circoscritte  al  quadrigono  Q,  e  di  mi- 
nima aia. 

Se  al  quadrigono  può  essere  circoscritto  un  cerchio,  la  lo- 
cale L  diviene  un'iperbole  equilatera,  e  si  può  allora  all'al- 
tra iperbole  equilatera  (i)  sostituire  l'ellisse  (e),  la  quale  aven- 
do i  diametri  coniugati  eguali  paralleli  agli  asintoti  dsL,m 
tal  caso  rettangolari,  sarà  ridotta  ad  «n  cerchio,  che  ha  per 
diametro  la  distanza  tra  il  eentro  del  cerchio  circoscritto  al 
quadrigono,  e  il  centro  di  gravità  dei  punti  pK9  pp ,  pr 

Finalmente  se  la  locale  L  dei  centri  fosse  un  cerchio»  sic- 
come allora  tutte  le  coniche  circoscritte  al  quadrigetto  som 


/ 
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iperboli  equilatere  ,  p.  sarà  il  centro  di  una  qualunque  tra 
esse,  e  -ai  suoi  asintoti  lA ,  ed  lh  ,  invece  degli  assi  di  L  in- 
determinati ,  saranno  paralleli  gli  asintoti  dell'iperbole  equi- 
latera (t).  Su  questo  caso  singolare  per  i  tre  centri  p  delle 
coniche  circoscritte  a  Q  ,  e  di  miniala  aia,  e  pel  centro  di 
gravità  p*  di  pu  ,  pp  ,  py  ,  passano  infinite  iperboli  equila- 
tere (t)j  pa  è  il  punto  di  concorso  delle  tre  altezze  nel  tri- 
angolo, che  ha  per  vertici  i  tre  plinti  py  e  la  localo  dei  cen- 
tri  delle  coniche  circoscritte  all'altro  quadrigono  determinato 
da  p„  e  p9  sarà  'pure  un  cerchio. 

Esaminiamo  ora  se  ai  punti  p  corrispondano  aie  ellittiche 
o  iperboliche,  massime  o  minime.  Secondo  la  natura  dei  ver- 
tici del  quadrigono  Q  avremo  tre  casi  da  considerare* 

1.  Siano  i  vertici  del  qoadrigono  reali  :  le  coniche  C, 
avranno  tre  coppie  di  seganti  coniugate  comuni  reali,  con 
tre  punti  di  concorso  pm ,  pp  ,  py  reali.  Se  Q  è  convesso,  U 
locale  L  dei  loro  centri  avrà  rami  infiniti;  tutti  i  centri  delle 
ellissi  circoscritte  a  Q  si  troveranno  sopra  un  ramo  Le  di  L 
compreso  tra  gli  asìntoti,  e  i  centri  delle  iperbole  soli*  altro 
L/ ,  che  conterrà  i  punti  p* ,  pp  ,  py .  Pel  ramo  L,  il  valore 
di  S  nullo  in  pK ,  in  pp  e  in  py  sarà  un  massimo  tra  px  e 
pp ,  e  un  altro  massimo  tra  pp  e  py  ;  e  pel  ramo  Le  ,  es- 
sendo quel  valore  infinito  nei  punti  all'infinito,  sarà  un  mi- 
nimo per  un  punto  di  esso.  Se  poi  il  quadrigono  ha  un'an- 
golo rientrante,  la  locale  L  non  avrà  rami  infiniti,  e  si  avran- 
no tre  valori  massimi  di  Sa  tra  p*e  pp9  pp  e  py  ,  py  e  p«. 
Adunque  in  questo  primo  caso  ,  o  si  avranno  due  iperboli 
massime,  e  un  ellisse  minima,  o  tre  iperboli  massime. 

2.  Siano  i  vertici  del  quadrigono  immaginarli:  le  coniche  C, 
avranno  due  seganti  coniugate  comuni  ideali,  le  altre  due 
coppie  di  seganti  coniugate  immaginarie,  e  tre  punti  di  con- 
corso reali.  La  locale  L  avrà  sempre  rami  infiniti ,  il  ramo 
L/  conterrà  il  punto  di  concorso  py  delle  seganti  ideali ,  e 
l'altro  ramo  Le  i  punti  />«  e  pp  .  Un  massimo  di  S2  si  avrà 
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sul  ramo  Le  tra  p«e  pp,  e  gli  altri  due  valori  cercati  di  S2 
o  saranno  immaginarli,  o,  essendo,  reali,  daranno  un  massimo 
ed  un  minimo  di  S2  sul  ramo  Le  ,  o  un  massimo  ed  un  mi- 
nimo sul  ramo  L,  .  Sicché  in  questo  secondo  caso,  o  si  avrà 
una  sola  ellisse  massima,  a  due  ellissi  massime  ed  una  mi- 
nima, o  un'ellisse  massima,  e  due  iperboli,  l'una  massima  e 
l'altra  minima. 

3.  Siano  i  vertici  del  quadrigono  due  reali,  e  due  imma- 
ginari!: le  coniche  C,  avranno  due  seganti  coniugate  comu- 
ni, una  reale  e  l'altra  ideale,  le  altre  due  coppie  di  seganti 
coniugate  immaginarie;  il  punto  di  concorso  delle  prime  due 
reale,  e  gli  altri  due  immaginarli.  Se  la  locale  L  ha  rami 
infiniti,  o  si  avrà  una  sola  ellisse  minima,  o  un'ellisse  mini- 
ma, e  due  iperboli,  L'una  massima,  e  l'altra  minima  ,  o  tre 
ellissi,  una  massima  e  due  minime.  Se  poi  L  non  ha  carni 
infiniti,  o  si  avrà  una  sola  iperbole  massima,  o  tre  iperboli, 
due  massime  ed  una  minima. 

In  tutti  i  casi  i  valori  nulli  di  S*  in  pKJ  p/s ,  py  saranno 
minimi,  se  tali  punti  non  cadono  a  distanza  infinita,  o  sia  se 
il  quadrigono  Q  non  ha  lati  paralleli;  e  corrisponderanno  ad 
iperboli  ridotte  ai  loro  asintoti  ,  o  ad  ellissi  ridotte  ai  loro 
centri,  secondo  che  quei  punti  risulteranno  dal  concorso  di 
seganti  coniugate  reali  o  ideali. 
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SOPRA  UN  TEOREMA  NELLA  TEORICA 
DELLE  FORME  QUADRATICHE. 

NOTA 
BEL  MG.   FU**.  FRANCESCA  BRUSCHI 


Una  forma  quadratica  si  chiama  trasformata  in  se  stessa  , 
quando  mediante  una  sostituzione  lineare  la  si  trasformi  in 
un  altra  i  coefficienti  della  quale  sono  ordinatamente  identici 
ai  coefficienti  della  prima. 

Sia 

(1)  /==2r  2,  Ar9s  jrxt 

una  forma  quadratica  ad  n  indeterminate,  e  sia  : 

xx  s=  Ci  9  i  yv  ■+•  e,  9  a  ya  H-  .  .   .   .  -+-C|  y  n  yn 

&2  ==  ca  >  i  !fi  +  c2  m  !/a  H"  •    •    •    •    +  tfa  »  n  !f/i 

ar/i  =s en  9  !  yx  -f-  cn  ,  2y2  -4-  ....  •+- cny  nyn 

una  sostituzione  lineare  la  quale  riduce  questa  forma  alla  : 

/.=  2rZ,  Ar,,yr  w, 
I  coefficienti  della  sostituzione  lineare  saranno  dati  dalle  for- 
inole seguenti.  Sieno  arì  s  delle  quantità».  - in  nu- 

mero,  tali  che: 

ar ,  r  =  0  ,         ar , ,  -t-  a, ,  r  =  0 
e  poniamo  : 

**m  &r)m  A*  9  m  =  »r  9  s  9  2tm  dr  9 m  Ar  9  ,„   =  "rlr  ~~  * 

Indicando  con  A  il  determinante  : 

*»(—  *i  i  i  ^2  >  2  *3  »  3  •  •  •  •  *«  >  ni 
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e  eoo 


il  determinante  ad  elementi  reciproci  del  determinante  A,  si 
avranno  le  ; 

Acr , ,  a*  24, , r ,    àer9 *  =  2Aa ,  r .....  A*r, r  =  2*r, r  —A  , 

Acr,„  =  2A„,r 

Questi  valori  si  ottengono  applicando  il  metodo  indicato  recen- 
temente dal  Sig.  Hermite  per  la  trasformazione  delle  funzioni 
quadratiche  in  se  stesse  (*). 
Lemma  1.°  Il  determinante  : 


H= 


*a  >  1  t      ^2>  a  """""  *•  •  •  •  •  **a  >  n 


*i  »  1  »      *n  1  %  •  •  •  •  */i  j  il    *—  * 

risalta  evidentemente  dal  prodotto  dei  due  determinanti  : 


Q= 


Ai  9  1   Ai  f  a  ••••  Ai  j  u 
A3  ,  j  Aa  >  a  •••  Aa  9  « 


Ati  9  1   A/i  j  a  •••  An  9  n 


,   »= 


ds  9  1      "   ....     a3  9  ti 


fl«  >  1      £/i  »  a     ••••     " 


e  quindi  sarà  nullo  per  n  disparì. 

Lemma  2.°   Rappresentando    con  OH,,,  un  determinante 
minore  dell'ordine  t  del  determinante  H  si  ha: 

oh,.,,  =  (<)Qr, ,  ob, , ,  ■+■ WQrf m  (<)B, ,a-*- . . . . 

-4- "Hip,  .<'«,.« 

essendo  : 


(*)  Cambridge  and  Dublin  mathematica!  Journal.  Feb.  1854. 


«  = 
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n(n— 1)  ...<n  —  «  -Hi) 


mvm 


1.  A.  •    •    •    t 


Se  ne  deduce  : 

2r  OHr  f  r  =  Ir  CWQr  ,  i  <'»r  *  l  -h  «Or  ,  *  <'*r  ,  2  -+■ 

Ma  Q  essendo  determinante  simmetrico  si  ha  : 

ed  B  essendo  determinante  gobbo  simmetrico  si  ha  : 
per  n  —  t    dispari    (f)Br , ,  =  —  OR, ,  r 
per  n  —  t    pari         ORr  , ,  =  OR, ,  r 

e  quindi  essendo  per  n — t  dispari  ORr ,  r  =  0  si  avranno  le 


(2) 


per  n  —  i  dispari  Ir  (/JHr ,  r  =  0 

per  n  -  1  pari     2r  «H, ,  r  =  2rZ,  «Qr , ,  WRr , , 
Teorema.  La  equazione  : 


Cj  *  |  •"■••  cc>      e 


19  2 


•     •     •  & 


un 


'2  9  1 


C 2  j  2    ™ "  JF    •••     C 


2  9  1 


'/I  J  I 


'A  9  2 


•  •   •   •  c, 


n  9  n 


X 


=  0 


ha  se  n  é  dispari  l'unità  per  una  radiee  ,  e  le  altre  due  a 
due  reciproche,  e  se  n  é  pari  le  sue  radici  sono  due  a  due 
reciproche. 

Infatti  sostituendo  i  valori  superiori  di  e, , ,  ,  e, ,  2  . .  .  . 
si  ottiene  : 

A|, ,  —  y     A*  9  2  *  •  •  •  "i  » 


Al  9f 
**  9  l 


«aia  " ""  Jf    ••*  ^2  9  * 

'•292  •  •••***«  —•  y 


0 
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essondo  y  =  ì  A(l~Rr)  ;  e  moltiplicando  il  primo  membro  di 
q  uesf  ultima  equazione  per  A  si  ha  : 


(3) 


*a  9  i      **a  >  a  """  *  ~^~  *   •••   "-2  9  n 
*n  9  1      »»  9  a   •••   *n  9  n  —"  *  ~J—  * 


=  0 


a? — 1                              i-f-z 
essendo  z= j  ,  e  quindi  a?=  - •  Sviluppando  que- 

sta  equazione  avendo  riguardo  alle  (2)si  ottiene  : 
per  n  dispari 

*■  -f-  *■»-*  2r(«->)  Hr ,  r  -+-  ...  -H  «32r(3)  Hr  ,r  +  *2r(')Hr ,  r  =0 


e  per  n  pan 

;■  -4-  z?1-*  2r("-2)  Hr , 


za2r(a)  Hr  ,  r  H-  H  =  0 


le  quali  contengono  il  teorema  enunciato. 

Corollario.  Se  supponesi  Ar , r  =  1 ,  Ar,,=  0,  e  qnindi 
la  sostituzione  lineare  sia  ortogonale,  si  ha  : 

2r(<)  Hr ,  r  =  2rW  Br ,  r 

e  le  due  ultime  equazioni  diventano  : 

n  dispari    zn  •+*»-*  2rC-a)  Rr ,  r  -*-...  -+-  «  2rW  Br ,  r  =0 


(4) 


»  pan 


**-*  2r(»->)  Rr,r  +  ...  +  R=0 


od  i  determinanti  gobbi  simmetrici  d'ordine  pari 

(»-*)Br,r  ,     (ft-4)Br>r 

essendo  come  è  noto  quadrati  le  radici  reciproche    saranno 
in  questo  caso  anco  immaginarie  conjugate. 
Per  n  =  3  la  prima  delle  (4)  dà  luogo  alle  : 

Z  =  0  **  -f-  aaf  ,  a  •+"  «%  9  3  "*•  a*2  f  3  =s  0 


e  quindi  le  ridici  della  : 
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ci  9  i  "       x  9      e\  9  a      c\  j  3 


Ci  9  i      ca  9  a         ^      ^a  »  3 


*3  9  i      c3  >  a      c3  >  3  —  * 


=   0 


saranno  : 


X,  =  1  X a  = 7         X3  = 


1—  te 

l-+-te 


1 — te 
posto 

a  —  |/>\  ,,  +  ^,,3  +  m\ ,  3)     ed     t  =1/*— t 
Se  facciamo  : 
#a  ==a-f-*4  ,     j?3  =  a  —  ib  ,     a  :±:  ib  =  r(cos  9  =fc  •  sen  9) 

si  ha  : 

2* 

r  =  l,  tangfi  =  : j 

1 — a 

dalla  qnale  : 

<x  =  tang  i  9 

Si  avranno  quindi  le: 

a, ,  a  =  cos  X.tang  J  0  ,      a, ,  3  =  cos  fA.taog  I  9  , 

aa  ,3  =  cos  utang  i  0 

mediante  le  quali  si  ottengono  direttamente  fé  note  formolo 
per  la  trasformazione  delle  coordinate  di  Eulero  ,  Lexell , 
Gronert,  Bodriguez. 

La  funzione  quadratica  f  ha  alcune  interessanti  relazioni 
con  un  altra  forma  quadratica  le  quali  ci  limiteremo  per  ora 
ad  indicare.  Questa  seconda  forma  è  la  : 

nella  quale  : 

&r  9  s  ==  "m  *m  9  s  *m  >  s  Ar  9  s  =  2>m  A,u  j  t  Km  ,  8 
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Ora  :  1.°  posto  xr  -+-  yr  =  2*r  si  ha  la  relazioae  : 

1  /      do  d<p  d©  \ 

2.°  le  quantità  Ar9,  hanno  la  proprietà  espressa  nelle  due 
seguenti  equazioni  : 

3.°  il  discriminante  della  funzione  : 

(5)  <p  -+-  Qf 

è  eguale  al  prodotto  del  discriminante  della  funzione  f,  (de- 
terminante Q),  per  il  quadrato  del  determinante  primo  mem- 
bro dell'equazione  (3)  supponendo  in  esso  z  =  :±:i/"(l-f-G>). 

4.°  le  radici  dell'equazione  (3)  forniranno  quindi  i  valori 
di  6)  pei  quali  la  forma  (5)  è  decomponibile  in  due  fattori 
lineari. 

Nei  casi  di  n  =  3  ,  n  ==  4  queste  proposizioni  conducono 
ad  altrettanti  teoremi  geometrici  come  mostreremo  in  altra 
occasione.  A  questa  specie  di  teoremi  geometrici  apparten- 
gono  quelli  stabiliti  dal  Sig.  Gayley  nella  sua  interessante 
memoria  sulla  trasformazione  omografica  delle  superficie  del 
secondo  ordine  (*J. 

(*)  Philosophical  Magazine.  November  Ì8tf3.  March.  4854. 
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SULLA  TEORICA  DEGLI  INVARIANTI 

NOTA 
BEL  SIC.  PROF.  FRANCESCO  BBMSCHI 


(1) 


Chiamasi  invariante  di  una  funzione  : 

ogni  funzione  y(a0 ,  a%  ,  ...  a*)  dei  coefficienti  della  stessa 
di  cui  la  forma  sia  tale  che  indicando  con  ; 

aQxa  -T-  aIxn-,y  -4-  . . .  •+•  an  yn 

la  funzione  F(\x  -\-  py  ,  .Xtx  •+■  fx^) ,  si  abbia  : 

?(«•  ,«!...««)  =(Vi  —  X,jut)m  p(a0  ,  at ,  a2  . . .  a*). 

II  Sig.  Caylej  ha  dimostrato  recentemente  (*)  che  ogni  in- 
variante 0  della  funzione  F  deve  soddisfare  alle  due  equa- 
zioni : 

nao  -£  -4-(n— l)a,<  -^  -+-  (n— 2)aa  -r?-  -+•  ....  -4-a,,^  -£=0 
dat  da,  aa3  da* 

*    d*  -i-  9t*    d?    -i-  <L.    A<f    -i-  -x-  **       dp     —  0 

uaw  da,  aaa  da*-, 


e  quindi  la  ricerca  degli  invarianti  di  una  funzione  é  ridotta 
all'integrazione  di  queste  equazioni  alle  derivate  parziali  del 
primo  ordine. 

Sieno  ora  xx ,  x2  ...  xn  le  n  radici  dell'equazioni  F(#,  1)=0, 
e  vediamo  a  quali  equazioni  debba  soddisfare  l'invariante  <p 


(*)  Creile,  Journal  fìlr  die  Mathematik  4853.  Vedi  anche  una  me- 
moria del  Sig.  Sy! veste*  nel  —  Dublin  and  Cambridge  Mathemati- 
ca! Journal.  November.  4852. 
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dei  coefficienti  del  primo  membro  di  questa  equazione,  quan- 
do l'invariante  medesimo  sia  espresso  in  funzione  delle  ra- 
dici, vale  a  dire  da  quali  equazioni  debbono  essere  sostituite 
in  questo  caso  le  due  equazioni  del  Sig.  Gayley.  À  questo 
scopo  faremo  uso  della  formola  : 


Aar 
dxs 


—  —  (ar.,  -+-  a^a  xs  -+-  ar-3  x*s 


«o*/-') 


la  quale  si  ottiene  facilmente  per  note  relazioni;  e  mediante 
essa  trasformando  la  equazione  : 


d<p       d<p     da,      d<p    da2 
dxs      da,    dxs      da2  &xs 


df     dan 
dan  dxs 


si  ottiene  : 


d<p  T      d9      /  vd9 


(2) 


■+•  (a/i-i  •+■  a*-,  x9  -4-  .  .  .  -+•  a0  *Fx)t~  I 


e  quindi  per  le  note  relazioni  fra  le  somme  delle  potenze  e 
le  radici  si  hanno  le 


2-  sr."  H^sr."1" (n_1)ai  Ta  +  -■ +  «-■  sU 


d#,  da,  da,  da2 


na* 


dp 


da«-i 


essendo  *,  =  x,  •+•  ar- 
cione supponendo  : 


d<p 
da. 


df 
da, 


df 


aa2 


Xn*  Questa    seconda    equa- 


d<p 
da„ 


assume  la  forma  : 
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*.      >  d*  do  fc      do  dtp 

dxs  r  da0  da,  daw-t 

Per  conseguenza  le  due  equazioni  richieste  saranno  : 

do       do  do         A 

d-r,      dx2  dx/t 

^  JL+...4. +  ...  +  *%  4.- «,if-0. 

dx,  dx2  offA 

Il  Sig.  Gayley  ha  inoltre  dimostrato  che  dalle  due  equazio- 
ni (1)  deducesi  la  : 

\  '  da,  da,  danf 

ora  siccome  per  la  (2)  si  ha  : 

.         do  do    .  ft     do  do 

dxs  da,  daa  da* 

si  avrà  anche  : 

dp  dp  dp        mi» 

1  dx,         2  dx*  '  àxn        2 

cioè  supposto  che  l'invariante  p  espresso  in  funzione  dei  coef- 
ficienti sia  del  grado  m,  allorquando  venga  espresso  in  fun- 
zione delle  radici  risulterà  del  grado  —  .     É  poi  evidente 

per  le  equazioni  superiori ,  che  ogni  funzione  simmetrica 
delle  radici  della  equazione  F(#,  1)  =  0 ,  che  sia  anche  una 
funzione  delle  differenze  delle  radici,  ed  in  ciascun  termine 
della  quale  tutte  le  radici  entrino  uno  stesso  numero  di  volte 
sarà  un  invariante  della  funzione  F(x,  y). 

Cosi  per  esempio  indicando  con  a,  /3,  y,  §  le  radici  della: 

(3)  axb  -f.  46x3  -+-  6cx2  •+•  àdx  -+-  e  =  0 

Annali  di  Scienze  Mai.  e  FU.  T.  V-  giugno  1854.  14 
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si  ha  1."  l'invariante  : 

li>  =  («-/3)l(7-«)I-H(«-7)l^-d)I-H(a-J)s(^-y)1 

il  quale  corrisponde  al  noto  invariante  quadratico  : 

f  =  ae  —  4ód  -+-  3c* 
2.°  l'invariante: 

-5-  f=(ct-p)'{y-ì)2  [(«-yH/3-ò1)  -h  (a- »Kj8-7)  3 

+  (a-7)"(/9-*)"  [(«-/3)(y-*)+(a-$)(/3-7)3 
-+-  (a_ÒT(/3-y)2  [(a-/3)(y-  &)H-(ft_yì(/3-d)3 
il  quale  corrisponde  all'invariante  cubico  : 

<p  =  ace  -+■  24crf  —  oda  —  eÀ2  —  e3 
3.°  l'invariante  : 

-L  ?  =  («-^(«-yWa-òy^-yr  (/3-oT(y-oT 

ultimo  termine  dell'equazione  ai  quadrati  delle    differenze  , 
al  quale  corrisponde  come  è  noto  il   discriminante  : 

(ae  _  \bd -+-  3c2)3  —  'Al (ace  H-  2hd  -od*  —  co*  —  e3)2 

# 

Passiamo  ora  ad  accennare  una  interessante  relazione  che 
ha  luogo  fra  le  radici  dell'equazione  F(#,  1)  e  forme  ana- 
loghe agli  invarianti  della  funzione  F(x,  y).  A  ciò  faremo  uso 
della  nuova  formola  facilmente  dimostrabile  : 


àxs  1 


dar  F\xt) 


xsn~r 


nella  quale  le  r,  $  ponno  assumere  i  valori  1,  2  ...  ti.  Fa- 
cendo in  essa  r=l,  2,  ...  n  ;  e  moltiplicando  le  equazioni 
che  ne  risultano  per  na0  ,  (n — l)a,  ,  (n — 2)a2  ,  .  .  .  .  an-g 
si  ottiene  la  : 

Axs  Axs  da?,      .       A 

na- h  (n— \)al  - — h  ...-+•  a„M  — -  -+-  1  =  0 

da,  da  2  da* 


nella  quale  ponendo: 
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xs  —  —  — 


*    a. 


? 


si  ha 


nac-i?-  -4-  (n— l)a,  - — 
dat  <toj 


•     •     •   "T-Qtl— 


da» 


0, 


e  la  funzione  9,  avrà  quindi  la  proprietà  che  indicando  con 
a0  >  <*i  >  <**  >  •••  <**  i  coefficienti  della  equazione  F(aH-A,l)=0 
sarà  : 

9(a0,  a,  ,  ...  a*)  =9'va0  >  *i  —  «/i) 

Mostreremo  in  altro  lavoro  come  una  radice  qualunque  ocs , 
e  quindi  la  funzione  9  debbano  soddisfare  ad  un  altra  equa- 
zione, ed  alcune  rimarchevoli  conseguenze  che  se  ne  dedu- 
cono. 

Accenneremo  ora  una  trasformazione  per  la  risolvente  La- 
grangiana  dell'equazione  del  quarto  grado  (3)  dalla  quale 
rendesi  evidente  la  relazione  fra  le  radici  e  gli  invarianti 
della  medesima.  Facendo  sparire  coi  metodi  ordinarj  il  se- 
conda termine  della  risolvente  medesima  si  ottiene  la  : 


g3  _  fa  _  4W  +  ,v)0  ^2 


a  b  e 
b  e  d 
e  d  e 


=  0 


nella  quale  i  coefficienti  del  secondo  e  terzo  termine  sono 
appunto  gli  invarianti  quadratico  e  cubico  della  funzione  omo- 
genea di  quarto  grado  a  due  variabili.  Facendo  uso  della  ri* 
solvente  posta  sotto  questa  forma  si  ottengono  facilmente  le 
espressioni  delle  radici  dell'equazione  del  quarto  grado  date 
senza  dimostrazione  dal  Sig.  Eisenstein  nel  Tomo  27  del 
Giornale  di  Creile.  Aggiungeremo  da  ultimo  che  anche  la 
riduzione  alla  forma  canonica  della  funzione  omogonea  del 
quarto  grado  conduce  ad  una  equazione  di  questa  forma. 
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TEOREMI  RELATIVI  ALLE  SUPERFICIE 
DEL  SECONDO  GRADO 

NOTA 
BEL  SIC.  B.  BOBINI 


1. 

Per  un  punto  O  della  circonferenza  d'un  circolo  si  con- 
ducano due  assi  rettangolari  Or,  Oy,  e  sieno  a  e  &  le  corde 
da  questi  assi  rispettivamente  determinate  nel  circolo;  l'e- 
quazione della  circonferenza  sarà  : 

(1)  x(a  —  x)  -«-  y(b  —  y)  =  0. 

Sia  P  un  putito  qualunque  preso  nel  piano   del    circolo  ,  e 
avente  a/,  y'  per  coordinate:  la  retta  OP  avrà  per  equazione 

(2)  y  =  £  x, 

X 

e  tornerà  a  tagliare  la  circonferenza  (1)  in  un  secondo  punto 
P*,  di  coordinate 

axf  -+-  by1     .  ax$  -f-  by 


Pel  punto  0  si  conduca  un  terzo  asse  Or,  perpendicolare  ai 
due  Ox\  Oy',  e  si  segni  nello  spazio  un  punto  M'  di  coordi- 
nate x\  y1,  *'.  Le  equazioni  della  retta  OM  saranno  : 

x  j/_ z 

Z  ~  y'  —  V  ' 

e  quelle  della  corrispondente  perpendicolare ,  condotta  pel 
punto  (x0 ,  y0)  saranno  : 

x'z*  ax'+by1    , 

X  —    —      —75 jz  Z   -+-      .„  t2  X  f 

x'2-4-j  x  -+-  y 

y'z'  ax'+by'    , 

y  ~  ~~  x"+yn  Z  "*"  *'M-y'2  V  ' 
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Or  fatto  in  queste  equazioni  x  =  x9  ,  y  =  y'  ,  esse    si    ac- 
cordano a  dare 

,Al  *'(«  -«Q-i-  y'(*  -  y') 

(4)  X!     =    -; , 

z 

e  sarà  questa  l'ordinata  del  punto  di  concorso  delle  perpen- 
dicolari che  dai  vertici  sì  conducono  ai  lati  rispettivamente 
opposti  nel  triangolo  OMP'. 

2. 

Ritenendo  le  medesime  denominazioni,  come  sopra,  ponia- 
mo inoltre  che  il  soprascritto  cerchio  sia  quello  che  si  ha 
tagliando  una  superficie  del  secondo  grado  con  un  piano  pa- 
rallelo ad  uno  de*suoi  piani  ciclici.  L'equazione  delta  super- 
Scie  in  questo  caso  sarà  : 

(S)       x(a— #)-4-y(6— y  \  •+•  Xz2  -4-  Byz  •+-  Cxz  -+-  Dz  =  0; 

e  supponendo  ancora  che  il  punto  M'  appartenga  alla  super- 
ficie, dovrà  aversi 

(5)       *'(«-*W(*-y'>  +  ^By'-HV-j-D  M  Q. 

x 

Se  ora  sì  faccia 

x'{a  —  x')-+-  y\b  —  y')  _  „, 

sarà  Z'  l'ordinata  del  punto  N'  di  concorso  delle  perpendi- 
colari menate,  come  sopra,  nel  triangolo  che  ha  per  vertice 
M'  e  per  base  la  corda  che  determina  nel  circolo  esistente 
nel  piano  xy,  la  sezione  che  passa  per  0  ed  Mr  ed  é  per- 
pendicolare af  detto  piano  :  quel  triangolo  è  iscritto  in  co- 
testa  sezione.  Nel  tempo  stesso  l'equazione  (5)  può  scriversi 
così  : 

(6)  A*'-4-By  4-C*'-hD  =  —  Z'; 

e  prendendo  parimente  sulla  stessa  superficie  tre  altri  punti 
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U"(x",  y",  O  i    M' V,  y'",  »'")  ;    M"(«",  y'\  *"), , 

> 

Avremo  le  seguenti  equazioni  analoghe  alla  (6)  : 

A*»   h-  By"  -+-  Cr"  -f-  D  =  —  Z"  , 

(1)  A«m  ■+-  By"'  -4-  Cx'"  ■+-  D  =  —  Z"'  , 

Aa»v  -4-  By,v-«-  Cx,v-t-  D  =  —  ZIV , 

ove  Z",  Z'"  ,  Z™  sono  le  ordinate  dVpaoti  N",  N'",  NIV  ana 
toghe  al  punto  N'. 
Si  ponga 

1,  xf,     y',    z' 


(8)    A=det. 


1,  *",  y",  *" 

1,  *'",  y'",  »'" 

1,     *",    ylV,    ,1Y 


;     A'  =  del. 


1,  *',.    y',   V 


1,  *",    y",  Z" 
1,  *"',,ym,Z"» 
1,  s",  y",Z" 


e  dalie  (6)  e  (7)  si  caverà,  mercé  l'eliminazione 

A' 
A  — _ 

A  A     ' 

Or,  com'è  noto,  i  determinanti  A',  A,  in  valore  assoluto,  sono 
rispettivamente  i  sestupli  de'  tetraedri  M' M"  M'"  M«v  =  T  , 

N'N"N'"N,v=Tr,  quindi 

r_ 

T 

e  perciò  ai  può  stabilire  il  seguente 

TEOREMA.  In  ogni  superficie  del  secondo  grado  è  costante 
il  rapporto  che  passa  tra  un  tetraedro  iscritto,  qualunque  esso 
siasi,  e  il  tetraedro,  che  ha  per  vertici  i  quattro  punti,  ove  ri- 
spettivamente concorrono  le  perpendicolari  che,  dai  vertici  ai  lati 
opposti,  si  conducono  in  ciascuno  de  triangoli,  i  quali  hanno  un 
vertice  di  comune  col  tetraedro  iscritto,  e  per  basi  le  corde,  che 
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i  piani,  condotti  perpendicolarmente  ad  uno  de* piani  ciclici,  eia* 
rato»*  per  ciascuno  desertici  dd  tetraedro  iscritto  e  tutti  per  uno 
stesso  plinto  O  detta  superfìcie,  determinano  nei  cerchio,  segnato 
sulla  superficie*  dal  piano  menato  per  questo  punto,  parallela- 
mente al  piano  ciclico. 

-,  Se  A'  =  '—  1,  la  (9)  dà  P=  P;  :  in  questo  caso  il  patito 
O  è  tale  che  le  sezioni  ne'piani  xQz,  yOz  hanno  i  loro  assi 
fanno  angoli  semiretti  con  le  rispettive  corde  a  ci,  e  quindi 

COROLLARIO,  il  rapporto,  indicato  nel  precedente  teorema, 
sarà  dtagaagiiaùza*  se  il  punto  0  é  tale,  che  le  due  sezioniy  or- 
togonali tra  loro  e  al  piano  condotto  per  0,  come  sopra,  hanno 
i  loro  assi  tagliati  ad  angolo  semiretto  da  questo  piano. 

Sostituendo  ad  x$,  yr,  W,  ec.  rispettivamente  a:'— a,  y* — /3, 
11 — r  ,  il  determinante  A\  (8),  rimane  invariato,  e  per  con- 
segueza  si  ba  il  seguente 

TEOREMA.  In  una  superficie  del  secondo  grado,  presi  quat- 
tro  punti  fissi,  e  costruito,  come  nel  teorema  precedente,  un  te- 
traedro avente  per  vertici  i  punti  di  concorso  delle  perpendico- 
lari de* triangoli  determinati,  come  sopra,  rispetto  ad  un  piano  n 
parallelo  ad  uno  de  piani  ciclici,  il  volume  di  quel  tetraedro  re- 
sterà invariato,  facendo  muovere  questo  piano  n.  parallelamente 
a  se  stesso. 

Se  fosse  A=B=C=0 ,  le  (6)  e  (7)  danno  immediatamente 

Z'  =  Z"  =  Z'"  =  ZIV  =*  —  D  j 

nel  tempo  stesso  la  superficie  è  la  paraboloide  di  rotazione, 
e  il  piano  ciclico  é  uno  de'pa  ralle  li  di  questa  superficie;  laon- 
de si  può  stabilire  il 

TEOREMA.  Se  in  una  paraboloide  di  rotazione  si  prendano 
comunque  quattro  punti,  e  quindi  si  segnino  i  punti  di  concorso 
delle  perpendicolari  de'triangoli,  determinati,  come  ne* teoremi  prc* 
cedenti,  rispetto  ad  un  qualunque  parallelo  della  superficie,  quei 
quattro  punti  di  concorso  saranno  in  un  piano  pur  esso  normale 
aitasse  della  superficie  ,  il  quale  disterà  da  quel  parallelo  per 
una  quantità  eguale,  al  parametro  della  parabola  generatrice. 
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Le  precedenti  proprietà  sono,  in  certo  modo,  analoghe  a 
quelle  che  il  eh.  prof.  Mainardi  ha  enunziate  rispetto  alle 
curve  del  secondo  grado,  in  questi  medesimi  Annali  (*j. 

3. 

Dinotando  con  a  e  b  le  tangenti  trigonometriche  delle  metà 
degli  angoli  delle  sezioni  principali  d*  un  cono  del  secondo 
grado,  supponendo  il  centro  del  cono  nell'origine  delle  coor- 
dinate, il  suo  asse  coincidente  con  quello  delle  z  ,  e  la  se- 
zione maggiore  nel  piano  xz,  V  equazione  di  esso  cono  è  , 
(jome  é  nolo, 

2  ^2 

a        o 
quelle  delle  sue  focali  sono 

(J'  y      —  w  -j- 1)    ' 

e  quelle  de'piani  ciclici  : 

Ad  una  distanza  z  =z  k  dal  centro  del  cono  (C)  si  conduca 
un  piano  perpendicolare  all'asse:  questo  piano  taglierà  il  cono 
secondo  l'ellisse 

(IO)  £+£«*•, 

a        o 
ed  i  piani  ciclici  (pc)  secondo  le  rette 

di)  ^  yV  -fi) 

Considerando  queste  relle  come  due  polari  ri  spello  all'ellis- 
se (10),  i  corrispondenti  poli  avranno  per  coordinale 

r    '   ■ ■ '    i .        - 

(%)  Tom.  V.  pag.  8. 
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ed  eliminando  k  tra  queste  equazioni,  si  avrà  l'altra  doppia 
equazione 

.  bir(a*  -  é') 

che  sarà  quella  de  raggi  polari  de  piani  ciclici  (pc). 

Parimente  lo  stesso  piano  z  =  k  taglia  le  focali  (/)  ne'punti 

* — [np  +.  i)  *  ' y      ' 

e  le  rispettive  polari  di  questi  punti  rispetto  alla  sezione  el- 
littica (10)  saran  comprese  nell'equazioni 

x ^(-»  _  4")    *  '     *  —  *' 

dalle  quali  eliminando  A,  avremo  l'altra  doppia  equazione 


(Pp) 


X 


che  apparterrà  a  due  piani  detti  polari  delle  focali  (J)  del 
distinto  prof.  Bettavitìs.  Cotesti  piani  son  quegli  stessi  che 
dai  Sigg.  Briot  e  Bouquet  vengon  denominati  piani  diretto- 
ri nelle  loro  Legons  nouvelles  de  Geometrie  analytique  (pag.  416) 
Sieno  inoltre 

{g)  x  =  roz  ,         y  =  nx 

le  equazioni  d'una  retta  condotta  per  l'origine  delle  coordi- 
nate, e  messi  questi  valori  di  x  ed  y  nell'equazione  (C)  a* 
vremo  la  relazione 

a  a 

(12)  .+.       -1=0, 

a        o 

la  quale,  tutte  le  volte  che  é  verificata,  indica  che  la  retta 
(g)  é  una  generatrice  del  cono  (G). 

Posto  ciò,  dinotiamo  con  <p  V  angolo  formato    dalle  rette 
(g)  ed  (rp)  ,  ed  avremo  ; 


cosy  = 
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(13)         C0S  ?  =  V(i^  «'  +  »■) ' 

ove 

(14)  A2  =  a2  -t-  1  -*-  42(a2  —  *2)j 

ed  eliminando  m2  dalla  (13)  per  mezzo  della  (12)  risalterà  : 

(15)  cos  •  -  WV+D^WV-Vn 

Cotesta  formola  determinerà  gli  angoli  formati  da  una  data 
.  generatrice  co'due  raggi  polari. 

Nel  caso  particolare  che  sia  4  =  1,  e,  dinotando  più  spe- 
zialmente con  <p,  fr  i  nominati  angoli,  avremo  : 

|/"(^a,+l)  +  «^(«J-l)) 
J/  (l/"(aa  -+- 1)  -  n^(«a  -  l)) 

. .        ■        i  f 

e  quindi  la  relazione 

1 

(17)  cosycos<p'  =  £p  , 

dalla  quale  si  ha  il.  seguente 

TEOREMA.  In  ogni  cono  del  secondo  grado,  la  cui  sezione 
principale  minore  fosse  uguale  ad  un  angolo  retto  ,  il  prodotto 
de  coseni  degli  angoli,  formati  da  ciascuna  generatrice  coi  due 
raggi  polari  de'piani  ciclici,  è  costantemente  uguale  alla  metà 
del  quadrato  della  cotangente  della  metà  delTdngolo  della  sezione 
principale  maggiore. 

E  conscguentemente  rispetto  all'ellisse  sferica,  si  ha  l'altro 


cos  <pf  = 


r 
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TEOREMA.  In  ogni  ellisse  sferica  il  cui  asse  minore  sia  di 
90°,  é  costante  il  prodotto  de  coseni  degli  archi  di  cerchio  mas- 
simo che  congiungono  un  punto  qualunque  della  curva  coi  due 
poli  degli  archi  ciclici. 

4. 

Per  un  punto  (ty  u,  v)  del  cono  (C)'  sia  menato  il   pianò 
tangente;  l'equazione  di  questo  piano  sarà 

(P)  -V*-*-£y-»*  =  o> 

a  o 

e  nel  tempo  stesso  dev'essere 

<i8)  ~+  ~  -  «'  =  0. 

a        o 

Dinotando  inoltre  con  <p  l'angolo  formato  da  uno  deVaggi 
polari  (r  )  con  questo  piano  tangente,  avremo 

*l/V  -+-  1).t>  =J=  |/>2  —  b2).u 


sen  tp  — 


2  ..2 


*V(7+ìr+*) 


ovvero,  eliminando  f%  mercè  la  (18)  sarà 

(19)       8e°  »  =  T  ^ V-HK-4-  (a'  -*VÌ  ? 

ove  X  ha  lo  stesso  valore  dato  dalla  forinola  (14). 

Nel  caso  particolare  in  coi  fosse,  come  sopra,  isl,e 
chiamando  più  particolarmente  if>  e  <//  i  due  angoli  formati 
dal  piano  tangente  coi  due  raggi  polari,  questa  forinola  dà: 

a  —  _L  !/"(«'-»- 1).«  —  t/y  —  i)-u 

S6n  *  ~~  \/  2  |/[(aa  -+- 1)»'  -h  (aa  —  1)«2]  ' 

(20) 

_1_  l^(a»  -+-  l\g->-  V(a*  —  l).u 
sen  *  —  ^2  ^^  _,_  1)c,  +  (o,  _  ^   » 

e  quindi 
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(21)        sen>  •+•  sen  Y  =  1  ;    ifr  -+•  tf/  =  90°  , 

mercè  la  quale  ultima  relazione  si  possono  stabilire  i  seguenti 
teoremi  : 

TEOREMA.  In  ogni  cono  del  $.  o.  la  cui  sezione  principale 
minore  è  di  90°,  la  somma  de' due  angoli  formati  da  qualsivo- 
glia piano  tangente  co' due  raggi  polari  de'ptani  ciclici,  è  uguale 
ad  un  retto. 

TEOREMA.  In  ogni  ellisse  sferica,  il  cui  asse  minore  è  di 
90°  la  somma  degli  archi  di  cerchio  massimo,  condotti  dai  due 
poli  degli  archi  ciclici  perpendicolarmente  a  qualsiasi  tangente, 
pareggia  un  quadrante. 

Ponendo  che  la  generatrice  (g)  passi  pel  punto  (t,  u,  v) , 

sarà  n  =  — ,  e  quindi  le  formole  (16)  si  cambiano  in 


COS9  = 


l/*(l/-(a*  -f-  l).v  H-  ^(aa  -  !).«) 

aV"A/    (l/(a*-l-l).»-l/'(aa— 1.)«) 
(22) 


cosy  = 


*\f*\/  (l/"(aaH-Uv-4-i/(a2-l).ti) 


Or,  dividendo  la  prima  delle  (20)  per  la  seconda,  ed  osser- 
vando che,  in  virtù  della  (21)  sen  <//  =  cos  tp ,  avremo  : 

sen<f; _  [/'(a2  -t- 1  ).v  —  [/"(a2  —  i).u 

—,  _  tan^_  |/r(a2^1)t?  +  l^(aa_i)t|  y 

ovvero  in  virtù  delle  (22)  sarà: 

cosa' 
tan  ip  =  — -  , 
r        cosy 

e  finalmente  in  virtù  della  (17)  avremo  : 
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1 


(23)  tan  f  cos3?  =  ^-, 

cioè 

TEOREMA.  In  un  cono  del  s.  o.,  di  sezione  principale  mi- 
nare eguale  ad  un  retto,  il  prodotto  della  tangente  dell'  angolo 
formato  da  un  raggio  polare  d'un  piano  ciclico,  cól  piano  tan- 
gente, moltiplicata  pel  quadrato  del  coseno  delV  angolo  formato 
dallo  stesso  raggio  con  la  generatrice  di  contatto,  è  costante. 

TEOREMA.  In  una  ellisse  sferica,  di  asse  minore  eguale  a 
90°,  il  prodotto  della  tangente  delTarco  condotto  da  un  polo  di 
un  arco  ciclico,  perpendicolarmente  sulla  tangente  alla  curva , 
moltiplicata  pel  quadrato  del  coseno  deWarco  di  cerchio  massimo 
compreso  tra  lo  stesso  polo  e  il  punto  di  contatto,  è  costante. 

5.      ' 

Una  proprietà  del  piano  polare  d'una  focale  (§.  3)»  e  che 
d'altronde  trovasi  indirettamente  dimostrata  nella  sullodata 
Geometria  analitica  dei  Sig.  Briot  et  Bouquet  (pag.  416)  è 
quella  ebe  qui  appresso  ci  facciamo  a  dimostrare. 

Si  chiami  D  la  distanza  del  punto  (t,  u,  v)  del  cono  del 
piano  polare 

e  d  quella  dello  stesso  punto  dalla  corrispondente  focale 
e  sarà  : 

D,  _  p/y  -  **)■<  -  «ve'  h-  ìw 

e 

V|/(6  -+•  1)  '  a"1-*-! 

or  quest'espressione,  in  virtù  della  condì  ziouc 
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(18)  '+"„*=<), 

a        o 

riducesi  a 

d   =1— «V  +  1)        ) 

quindi 

,   >      D  ,  a\f(a2  <+- 1) 


(24) 


» 


>  d  \fW  -<-  *a  rH  a*(62  -+- 1)]  '•  ,  ■♦.-,  «  m  . 
cioè 

TEOREMA.  In  ogni  cono  del  s>  o.  le  distanze  d'  un  punto 
del  cono  dalla  focale  e  dal  corrispondente  piano  polare  sono  in 
un  rapporto  costante. 

Da  questo  teorema  ne  discende  subito  il 

COROLLARIO.  Le  due  focali  la  traccia  d'uno  dei  due  piani 
polari  corrispondenti,  e  i  due  lati  del  cono,  esistenti  nello  stesso 
piano  formano  un  fascio  armonico. 

Il  che  peraltro  vedesi  ancora  dalle  stesse  equazioni  (pp)  ed 
(/)  ;  imperciocché  chiamando  X  e  fi  i  due  angoli  che  quelle 
rette  formano  con  l'asse  Oz  del  cono  si  ha  : 

aV(t'  -4-1)  t/y  -  o 

e  quindi 

tan  À  tan  jx  =  a2  , 

ciò  che  pruova  il  corollario. 

6. 

In  fine  rappresenti  D'  la  distanza  dello  stesso  punto  (J,u,t>) 
del  piano  ciclico. 

/    ^  6t/(q*  -h  1)  . 

w  y  -  !/  (a-  -  o '  » 

e  sarà 

[W  -  f).u  -  6\f(a*  -  \).vy 

V  ~  (a1  —  b3)  -+-  AV  ■+•  1) 

ovvero 
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(25)  ^(è^lJD^ta^V-^V+^^-^l^^-^J^Vl)». 

Similmente  chiamando  d!  la  distanza  del  medesimo  pnnto 
dalla  focale  del  cono  supplementario  e  perpendicolare  al  piano 
ciclico  (pc),  la  quale  ha  per  equazione 

U  '  y  V  (a*  -+-  1)      ' 


avremo  dapprima 

j,,      .       ,      a      /      l/V— *")            \"         *V-+-1) 
«r  =*-!-«-+-»  —  ( — — - u  -f-  «  I  - . 

^^  \      *j/>a-t-l)     ^    /   oa-4'+42(a'+  1)' 

e  quindi  eliminandone  ta,  mercé  la  condizione  (18)  si  troverà 

a*(b*  +.  l)dn  =  (a*  ■+• 1)  [oV  H-  aa  —  b'tf 
(26)      . 

—  i^~-  [aa  +  *a(«a-Hl)  ]«aH-24i^(aJ-Aa)  /(a'+l).»  , 
e  quindi  addizionando  (25)  e  (26)  avremo  : 

«a(6a-4-l)(DB-t-d'a)—  aa(oa  -f-l)(Aa+l)»a  -  gV-y )(*'+*)  u% 
ovvero 

D»  -t-  «P  =  <aa  •+-  l)«a  -  ^-V  =«»-+-  «a  -P-  »a  , 

e  perciò  pad  stabilirai  il  seguente 

TEOREMA.  In  ogni  cono  del  secondo  grado    la  somma  de 
quadrati  delle  distanze  d'un  punto  del  cono  dal  piano  ciclico  e 
dalla  focale  perpendicolare,  è  aguale  al  quadralo  della  distanza 
di  detto  punto  dal  centro  del  cono. 
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SULLA  POLARITÀ'  ELETTROSTATICA 

SECONDA   NOTA   (*). 
DEL  PROF.  PAOLO  VOLPICELI! 


Per  meglio  porre  in  evidenza  che  la  causa  immediata  della 
polarità  elettrostatica  consiste  nelle  vibrazioni  longitudinali 
prodotte  dall'attrito  nell'asta  coibente  (1),  ho  istituito  nuove 
sperienze  che  ora  mi  farò  ad  esporre  (2). 

Avendo  preso  un'asta  cilindrica  di  ottone,  lunga  circa  1*,5, 
ed  erta  circa  0",  03,  l'ho  ricoperta  in  uno  de'  suoi  estremi 
con  uno  strato  di  coibente  resinoso,  per  la  lunghezza  di  cir- 
ca 0^,3,  dandogli  una  spessezza  presso  a  poco  di  0"%  005. 
Armata'  in  tal  modo  l'asta  metallica,  l'ho  fatta  scorrere  libe- 
ramente nel  senso  della  sua  lunghezza  sopra  un  sostegno  anu- 
lare dello  slesso  metallo,  ben  levigato  ,  ed  isolato,  tenendo 
l'asta  per  l'estremo  suo  ricoperto.  Volendo  per  maggior  cau- 
tela evitare  l'attrito,  il  riscaldamento  ,  e  la  pressione  sullo 
strato  coibente,  ove  le  dita  debbono  di  necessità  stringerlo 
per  fare  scorrere  l'asta,  fa  d'uopo  convenientemente  adattare 
una  piccola  ghiera  metallica  sull'estremo  ricoperto,  e  per  essa 
tenere  Tasta  medesima;  però  badando  bene  che  fra  la    ghiera 

f 

(*)  Per  la  prima  nota  vedi  pag.  59. 

(1)  La  parola  coibente,  utilmente  usata  dai  fisici  d'  Italia,  noo  ò 
introdotta  nel  linguaggio  scientifico  dai  francesi;  ma  il  sig.  De  La 
Rive,  nella  sua  recente  opera,  Traile  d'électricité,  Paris  1S54,  p.  135 
si  esprime  a  questo  modo  :  «  nous  emploieroos  souvent  ce  mot,  qui 
»  exprime  mieux  l'idée  d'un  corps  qui  agit  d'une  certaine  manière 
»  sur  l'électrìcité,  que  le  mot  isolani  qui  n'indique  qu'un  état  passif 
r>  ou  negati f.  » 

(2)  Comptes  Rendus  T.  XXXVIII,  p.  877.  —  Institut  ,   22    ann. 
n.°  1067,  p.  205. 
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e  la  parte  metallica  dell'asta  vi  sia  un  perfetto  isolamento: 
Mediante  questa  disposizione  ognun  vede,  che  l'asta  ed  il  suo 
sostegno,  saranno  isolati  ambedue.;  quindi  con  un  sottil  filo 
di  rame,  che  si  avvolga,  od  all'estremo  ricoperto  di  coi- 
bente, od  alla  parte  metallica  dell'  asta  ,  si  potrà  condurre 
ed  accumulare  sull'  elettrometro  condensatore  ,  la  elettricità 
sviluppata  dal  coibente:  nel  primo  caso  dalla  sua  esterna  su- 
perficie, nel  secondo  dalla  sua  interna. 

Bisogna  bene  avvertire  che  i  fili  conduttori  di  rame,  sem- 
pre furono  adoperati  nudi,  cioè  senza  verun  involucro  di 
coibente,  affinchè  non  possa  cadere  in  mente  il  dubbio  ra- 
gionevolissimo, che  la  elettricità  raccolta,  provenga  in  tutto 
od  in  parte,  od  anche  sia  menomamente  influenzata  da  quella 
del  coibente  stesso  che  ricuopre  il  filo,  e  svolta  in  esso  per 
l'attrito  dell'aria,  o  per  altra  qualunque  siasi  cagione.  Que- 
sta accumulazione  di  elettrico  si  farà  in  ciascuna  corsa  dell' 
asta ,  eseguita  sempre  nel  medesimo  senso ,  e  ripetuta 
quanto  farà  d'uopo,  ad  avere  un  effetto  sensibile  nell'  istro- 
menlo.  1.°  Per  lanto  ecco  ciò  che  si  verifica  in  questa  sperien- 
za  :  se  nel  moto  progressivo  dell'asta,  l'estremo  suo  scoper- 
to è  quello  che  precede  ,  la  elettricità  ottenuta  dalla  parte 
metallica  dell'asta  medesima,  e  dal  suo  sostegno,  in  una  pa- 
rola, dalla  interna  superficie  del  coibente,  sarà  negativa:  men- 
tre in  vece,  quella  ottenuta  dalla  esterna  superficie  del  coi- 
bente medesimo,  sarà  positiva.  Se  pel  contrario  la  indicata 
estremità,  cioò  quella  scoperta,  sia,  nella  corsa  o  moto  pro- 
gressivo dell'asta,  la  seguente,  si  avrà  la  elettricità  positiva 
dalla  parte  metallica  dell'asta  e  dal  suo  sostegno,  vale  a  dire 
dalla  superficie  interna  del  coibente  ,  mentre  si  avrà  la  ne- 
gativa dalla  esterna  superficie  del  medesimo. 

Egli  è  chiaro  che  nella  riferita  sperienza,  la  elettricità  ot* 
tenuta  dalla  parte  metallica  dell'asta,  proviene  dalla  superfi- 
cie interna  del  coibente;  quindi  potremo  concludere  che  il  me- 
desimo, per  mezzo  delle  vibrazioni  longitudinali  dell'asta,  cui 

annali  di  Scienze  Mot.  e  FU.  T.  V.  giugno  1854.  15 
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trovasi  aderente,  mostra  polarità  elettrostatica  «alle  due  io* 
perfide  di  esso,  «na  interna  1  altra  astersa  :  vale  a  dira  dia 
il  coibente  resinoso  manifesta  in  tal  caso  una  polarità  elet- 
trostatica nel  senso  della  soa  grossezza.  Questo  fatto  è  in  armo- 
nia con  quello  relativo  aUa  polarità  elettro-dmainica,  pel  quale 
si  verifica  la  polarità  medesima  nel  senso  iella  glosserai  del 
carpo  magnetizzato,  cioè  nel  senso  della  minore  sua  diasen- 
sione.  Pare  che  primo  ad  incontrare  il  fatto  medesimo  sia 
stato  Beccaria  (1) ,  il  quale  narra  come  facendo  passare  la 
scarica  elettrica,  di  due  grandi  Tasi  di  cristallo,  per  un  ago 
di  acciaro,  se  qaesto  era  collocato  colla  sua  lunghetta  ter- 
malmente al  meridiano  magnetico ,  e  veniva  la  scarica  da  le- 
vante a  ponente  ,  prendeva  costantemente  la  direzione  che 
aveva  nel  ricevere  la  scarica  ;  ossia  i  poli  erano  non  in 
capo  all'asse,  ma  bensì  alla  linea  che  misura  la  larghezza.  Il 
Itev.  P.  Pianoiani,  in  una  sua  dotta  memoria,  letta  nel  25  ago- 
sto 1834  all'accademia  dei  Lincei,  sul  magnetismo,  offre  molti 
fatti,  e  molte  interessanti  osservazioni  per  dimostrare,  che  i 
poli  magnetici  possono  stabilirsi  nelP  ottone  ,  ed  anche  nel 
bronzo,  all'estremità  delle  rette  che  misurano  rattezza,  cioè 
secondo  la  minor  dimensione  dell'  ago(2). 

2.°  Continuando  a  tenere  l'asta  per  la  sua  estremità  rico- 
perta di  coibente ,  ma  facendo  che  il  sostegno,  e  perciò  an- 
che Tosta  metallica,  sieno  in  comunicazione  col  suolo,  se  nella 
escnrsione  l 'estremila  scoperta  sarà  precedente,  la  elettricità 
ottenuta  dalla  superficie  esterna  del  l'isolante  sarà  positiva.  Se 
pel  contrario,  la  estremila  medesima  nella  corsa  dell'asta  sarà 
seguente  j  la  elettricità  o  Menni  a  dalla  esterna  superficie  del 
coibente  sarà  negativa. 

3.°  Facendo  scorrere  1'  asta  svi  sostegno*  ma  tenuta  pel 
suo  astrano  scoperto,  «essa  <ed  il  sopporto  si    trtfveramm  io 

(1)  Elettrickmd  artificiale.  Torino  177^  Stampe*  rade.  Gap.  IV,  art  IV, 
n.  731,  p.  305. 

(2)  Giornale  Arcadico.  Rotaia  1933.  T.  LX1.  p.  107. 
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eomonicazione  col  sudo;  quindi  se  nel  molo  progressivo,  la 
estremità  scoperta  sarà  precedente,  in  tal  caso  la  elettricità 
ottonata  dalla  superficie  esterna  del  coibente  sarà  positiva. 
Mn  se  pel  contrario  la  estremità  indicata  sarà  seguente,  al* 
loca  la  elettricità  ottenuta  dalla  esterna  superficie  del  coi- 
bente medesimo  sarà  negativa. 

4.°  Ricoprendo  con  un  coibente  resinoso,  l'uno  e  l'altro 
eatremo  dell'asta  metallica,  per  una  lunghezza  di  0">,  3 ,  e 
per  un  ertezza  di  0,  005,  se  l'asta  medesima  si  faccia  scor- 
rere sull'indieato  sostegno,  tenendola  per  la  sua  parte  metal- 
lica scoperta,  in  tal  caso  essa  ed  il  sopporto  saranno  in  co* 
munieazione  eoi  suolo.  Quindi  si  troverà  che  in  ogni  corsa, 
la  elettricità  ottenuta  dalla  esterna  superficie  del  coibente 
aarà  contemporaneamente  negativa  nell'estremo  che  precede; 
positiva  in  quello  che  segue.  Con  questo  fatto  si  ottiene 
una  polarità  elettrostatica,  prodotta  nell'isolante  dallo  vibra- 
zioni loogiludinali,  che  ad  esso  comunica  l'asta  metallica  nello 
scorrere  sopra  il  sostegno. 

5.°  Ripetendo  la  medesima  sperienza,  ma  tenendo  l'asta  per 
«no  de'suoi  estremi  ricoperti  di  coibente,  guernito  di  ghiera 
metallica,  o  no;  se  il  sostegno  sarà  isolato ,  1'  asta  lo  sarà 
eziandio,  e  la  elettricità  ottenuta  dalla  esterna  superficie  del 
coibente  si  troverà  negativa  nell'estremità  che  precede,  men- 
tre ad  tempo  sarà  positiva  in  quella  che  siegue. 

6.°  Continuando  a  tenere  l'asta  per  uno  de'  suoi  estremi 
ricoperti;  ma  facendo  comunicare  il  sostegno  col  suolo ,  la 
elettricità  ottenuta  dalla  esterna  superficie  dell'isolante,  per 
uno  qualunque  degli  estremi  dell'asta,  sarà  pure  io  tal  caso 
negativa  o  positiva,  secondo  che  l'estremo  stesso,  nella  corsa 
che  si  considera,  sarà  precedente  o  seguente. 

7.»  Avendo  sempre  conservato  il  sostegno  di  ottone  ,  ho 
fatto  anche  delle  sperienze  con  aste  di  altri  metalli,  e  mi  ó 
sembrato  che  l'argento  agisca  nella  stessa  guisa  dell'ottone,  che 
il  rame  dia  risullamenti  alquanto  più  deboli ,  che  il  ferro 


(  228  ) 
non  si  prèsti  cosi  bene;  da  ultimo  che  I*  acciaro  si  presti 
ancor  meno.  In  generale  mi  è  sembrato,  che  quando  le  aste 
metalliche  scorrono  sopra  sostegno  del  metallo  stesso,  gl'indi- 
ca ti  fenomeni  riescono  più  marcali.  Però  i  fatti  che  si  ri- 
feriscono alla  diversità  dei  metalli  ,  abbisognano  di  essere 
più  a  lungo  sperimentati,  perché  possano  con  certezza  essere 
stabiliti.  Ed  in  fatti  se  l'atmosfera  si  trovi  nelle  condizioni 
favorevoli,  non  manca  il  fenomeno  della  polarità,  sebbene  I' 
asta  ricopèrta  di  coibente  resinoso  in  uno  ,  od  in  ambedue 
gli  estremi  suoi,  si  faccia  strisciare  sopra  un  sostegno  rico- 
perto di  carta.  Quello  che  certamente  non  è  favorevole 
allo  sviluppo  della  polarità,  si  è  la  scabrezza  delle  superficie, 
che  debbono  scorrere  funa  sull'altra. 

9.°  Quando  abbiasi  l'atmosfera  secca  e  fredda,  le  sperienze  di 
cui  parliamo  producono  effetti  molto  intensi.  Ho  sempre,  nel- 
l'eseguire  le  medesime,  associato  l'elettroscopio  di  Bohnenber- 
ger  al  condensatore  di  Volta  ,  con  grandissimo  vantaggio  , 
ed  ho  trovato  sempre  un'accordo  perfettissimo  fra  questi  due 
preziosi  stromenti. 

Per  l'associazione  indicata,  ho  stabilito  un  filo  di  rame  in 
guisa,  che  con  un  suo  estremo  congiungasi  al  bottone  supe- 
riore dell'elettroscopio,  e  colf  altro  estremo,  per  mezzo  di  un 
uncinetto,  possa  venire  in  comunicazione  col  piatto  superiore 
di  uno  qualunque  dei  due  condensatori  di  Volta  ,  fra  quali 
era  collocato,  sopra  una  tavola  ben  salda,  l'elettroscopio  stes- 
so. Prima  di  cominciare  ogni  sperienza,  ho  sempre  verificato 
se  gli  elettrometri  condensatori  erano  perfettamente  scarichi 
di  elettrico;  e  l'elettroscopio  fatto  comunicare  coi  medesimi , 
annunziava  con  certezza  quando  ciò  erasi  ottenuto. 

Per  isolare  i  fili  di  rame,  conduttori  dell'  elettrico  dagli 
estremi  dell'asta  sui  rispettivi  condensatori,  ho  impiegato  ba- 
stoncelli, di  cera  di  Spagna,  ma  guerni ti  di  ghiere  metalliche 
agli  estremi  di  ognuno  ;  cosicché  questi  isolatori  uon  erano 
mai  dalla  mano  toccali,  nella  parte  loro  costituita  dall'indi* 
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calo  coibente.  Inoltre  le  medesime  ghiere  impedivano  eziandio 
che  la  tavola,  sulla  quale  dovevano  gl'isolatori  medesimi  po- 
sarsi, toccasse  mai  la  parte  coibente  di  essi.  Mediante  queste 
precauzioni  molto  utili,  s'impedisce  qualunque  induzione  eie- 
trostatica,  procedente  dal  dover  maneggiare  il  coibente  degl' 
isolatori.  Pertanto  a  manifestare  lo  svolgersi  ad  un  tempo  della 
polarità  elettrostatica,  indispensabilmente  occorrono  tre  speri- 
mentatori, cioè  uno  che  faccia  scorrere  Tasta  sul  sostegno,  gli 
altri  due  che  ,tenendo  in  mano  gl'isolatori,  facciano  mediante  i 
fili  di  rame  accumulare  l'elettrico,  svolto  dagli  estremi  dell'asta 
medesima,  sopra  i  rispettivi  elettrometri  condensatori.  Tale  ac- 
cumulazione si  otterrà,  prendendo  l'elettrico  da  ogni  estremo 
dell'asta,per  ogni  sua  corsa, fatta  nel  medesimo  senso,  e  facendo 
che  si  dissipi  nel  suolo  la  elettricità  dei  medesimi  estremi, 
quando  la  corsa  dell'  asta  si  eseguisca  in  senso  contrario  al 
precedente.  Il  numero  di  queste  corse,  in  ognuna  delle  quali 
si  raccoglie  l'elettrico,  dovrà  essere  tale,  da  poterne  accumula- 
re una  dose  che  basti  alle  indicazioni  sensibili  degl'islromcnti. 
Perciò  questo  numero  sarà  maggiore  o  minore,  secondo  le  cir- 
costanze atmosferiche  non  solo,  ma  eziandio  secondo  la  na- 
tura del  coibente  resinoso.  Mentre  dura  l'accumulazione  del- 
l'elettrico, non  si  deve  fare  comunicare  l'elettroscopio  con  qua- 
lunque dei  due  condensatori ,  ma  quando  I'  accumulazione 
stessa  fu  eseguita,  basterà  mediante  il  filo  congiuntivo,  mettere 
prima  uno,  e  poi  l'altro  degli  elettrometri  condensatori  in  co- 
municazione coll'elettroscopio.  La  natura  dell'elettrico  svolto 
sarà,  con  ogni  speditezza  e  comodità,  giudicata  dall'osservare 
verso  quale  delle  due  pile  secche,  si  dirigge  la  foglia. d'oro 
dell'elettroscopio,  quando  si  solleva  il  piatto  supcriore  del  con- 
densatore,che  si  trova  comunicante  con  quello  per  l'indicato  filo» 
10.°  Prima  di  cominciare  queste  sperienze,  fa  d'uopo,  af- 
finché le  medesime  riescano  bene,  togliere  il  meglio  possibile 
dalla  superficie  del  coibente,  quel  velo  di  umidità,  che  l'at- 
mosfera vi  deposita  col  tempo.  Bisogna  pure  osservare,  che 
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quando  l'atmosfera  é  corica  di  umidità,  o  quando  fé  nubi  sono 
molto  vicine  al  suolo,  il  fenomeno  di  cui  parliamo  riesce  aa- 
sai  debolmente,  ed  anche  scomparisce  del  tutto.  In  fine,  aven- 
do sperimentato  principalmente  d' inverno,  non  mi  avvenne 
mai  fin'ora,  che  la  polarità  eletlreatalica  siasi  rovesciala  per 
circostanze  atmosferiche. 

Il  giornale  scientifico  V  Insiitut^  nel  riportare  (1)  le  mie 
sperienze,  ora  esposte  sulla  polarità  elettrostatica,  sperimentata 
con  verghe  di  metallo  ,  ricoperte  di  Coibente  negli  estremi 
loro,  si  esprime  a  questo  modo  «  ....  et  sur  la  nécessité 
»  d'tin  nouveau  prìncipe  pour  Ics  e&pliquer.  Bien    quo  ces 

»  vues  aient  616  conteslées  par  plusieurs  physiciens 

Non  posso  dispensarmi  dall'  osservare  a  questo  proposito, 
primieramente  che  nel  pubblicare  le  mie  sperienze  sulla  in- 
dicata polarità,  non  ho  parlato  mai  della  necessità  di  ub  prin- 
cipio nuovo  pe*  ispiegatte,  ma  solamente  ho  annunziato  uà 
fatto  nuovo,  che  forse  dovrà  spiegarsi  coi  principj  già  cono- 
sciuti delle  vibrazioni  molecolari.  Secondariamente  che  nes- 
sun fisico  sino  ad  ora  ,  per  quanto  da  me  si  conosce,  fece 
obbiezione  di  sorta  su  quello  che  ho  pubblicato  nei  conti  resi 
dell'accademia  delle  scienze  diParigi,circa  la  polarità  medesima. 

E  in  tale  incontro  debbo  dire,  che  il  celebre  fisico  sig.  De- 
spretz,  nel  19  giugno  1854,  si  compiacque  con  altri,  assiste- 
re nel  gabinetto  fisico  della  università  romana  alle  sperienze 
già  comunicate  ,  le  quali  riescirono  perfettamente,  ad  onta 
di  un  atmosfera  poco  favorevole.  Forse  il  citato  giornale  scien- 
tifico attribuisce,  per  eqnivoco,alla  polarità  elettrostatica, quello 
che  si  è  verificato  pel  principio  del  sig.  D/  Palagi.  Ma  noi 
torneremo  sull'uno  e  sull'altro  argomento,  che  però  non  in- 
tendiamo confondere  insieme. 

Per  quello  riguarda  il  secondo  ;  cioè  il  principio  formu- 
lato dal  D/  Palagi^  riflettiamo  che  se  il  medesimo  non  me- 

(1)  lustilut.  22  an.  n.°  1067.  —  11  Jtrin  1854,  p.  205. 
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filasse  l'attenzione  dei  dotti  ;  molti  di  eSsi  non  rimarreb- 
bero ancora  incerti  sulla  vera  sua  causa  (1),  ed  inoltre  il 
celebre  sig.  De  la  Sire  non  avrebbe»  per  l'argomento  atesso 
usale  queste  fraai  «  Nona  reviendrons  sor  ce»  expériences 
a  en  nona  occupane  de  l'éleclricité  atmospherique  (2).  Nous 
a  reviendrons  ineeesaiunent  sor  oet  intaressanl  sojet  »  (3). 
Appena  compiute  le  indagini  sulla  polarità  elettrostatica  , 
pubblicherò  aubilo,  con  sufficiente  sviluppo,  quelle  sperienze 
già  fatte,  ma  pubblicate  solo  in  parte,  e  forse  troppo  laconica- 
mente ,  le  quali  vengono  in  appoggio  al  principio  indica- 
to, per  l'epoca  in  cui  fu  esso  proclamato.  In  pari  tempo  pren- 
derò a  considerare  tutti  gli  sperimenti  ed  osservazioni,  che 
parecchi  valentissimi  fisici  promossero,  ed  in  Italia  e  fuori, 
contro  il  principio  stesso,  perché  meglio  se  pe  indagasse  la  ve- 
rità. Hi  limito  in  tanto  a  ringraziare  questi  dotti  per  avertes- 
si, colle  interessantissime  osservazioni  loro,  stimolalo  a  pro- 
gredire in  queste  ricerche. 

(1)  DebaU  3  mars  1854  Feuilleton. 

(2)  Traile  d'électricité.  Paris  1854,  T.  I.  p.  92. 

(3)  Archi  ve*  de*  sciences  physiquet  et  natnrelles.  Genève  2854. 
T.  XXV.  p.  312. 
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INTORNO  AD  ALCUNE  PROPRIETÀ9  DI  UNA   LINEA 
TRACCIATA  SOPRA  UNA  SUPERFICIE. 

NOTA 
DEL  MG.  PHOV.  V.  DM+SCIIi 


1.°  Consideriamo  una  linea  qualunque  tracciata  sopra  una 
superficie,  e  sieno  aI ,  i, ,  e,  ;  a% ,  ò2  ,  ca  j  «3  ,  63 ,  c3  i  co- 
seni che  la  tangente,  la  normale  ordinaria,  e  la  perpendico- 
lare al  piano  del  circolo  osculatore  corrispondenti  ad  un  punto 
di  essa  fanno  con  tre  assi  ortogonali,  ed  a,  h,c\  coseni  de- 
gli angoli  che  la  normale  alla  superficie  al  medesimo  punto 
fa  con  quegli  assi.  Indicando  con  g>  l'angolo  compreso  dalla 
normale  ordinaria  della  linea  e  dalla  normale  alla  superficie 
si  hanno  le  : 

aaK  +  W,  +  ce,  =0 

(1)  aa2  -H  bb%  -+r  cc2  =  cosca 

a«3  -t*  bb$  -+-  «?3  =  seno). 


Rappresentiamo  con  9' ,  <f/  le  derivate  degli  angoli  di  con- 
tingenza e  di  torsione  della  linea.  Derivando  le  equazioni  (\\ 
si  ottengono  le  : 

a*at  -f-  à%  •+-  c'è,  =  —  p 'cosca 
(2)  a'a2  -+-  W,  -H  c'c2  ss  (*'— 6)Vn  » 

a'a3  ■+-  i'i*  ■+-  c^  =  —  (^/— g/)c°s  »  . 
dalle  quali  : 

a'  =  —  ascosa  «4-  (a 2 sene*  —  a^coso)^— g>') 
(3)       V  =  —  ^p'eose»  H-  (fr2sena  —  Ì3cesG>)(<//  -e/) 
e'  =  —  e tf 'coso*  -+•  (c2senc»  —  e3coso>)(<j/— q9) 

ed  indicando  con  £'  la  derivala  del  complesso  delle  succes- 
sive deviazioni  delle  normali  alla  superficie  lungo  la  linea  che 
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si  considera  si  ha  : 

(4)  £'a  =  d2  -*-  b'*  -+-  e'2  =  9"  cos'.a-h  (</*'-*>')*• 

2.°  Immaginiamo  la  superficie  sviluppabile  tangente  la  su- 
perficie lungo  quella  linea.  I  coseni  degli  angoli  che  la  ca- 
ratteristica di  questa  superficie  sviluppabile  fa  cogli  assi  sa- 
ranno ordinatamente  : 

l(Ac'-6'c),    ^(ea'-ca),     ~(ab'-a'b) 

quindi  chiamando  £  l'angolo  che  questa  caratteristica  fa  colla 
tangente  alla  linea,  ossia  l'aogolo  compreso  dalla  medesima 
tangente;  e  dalla  sua  tangente  conjugata  si  ha  : 

at     bx     ct 

ab       e 

\  a'  b'    e 

Ora  per  le  (1),  (2)  : 

1  0       —  y'cosG) 

0  10 

— f'cosft  0        £'a 

dunque  osservando  la  (4)  si  hanno  le  : 

(5)  £'cos  e  =  db  (<//  —  to')  ,     S'scn  s  =  d=  p'eos  co 
dalle  quali  : 

(6)  tange  — 


£'  cos  e  = 


«I 

à, 

C| 

2 

a 

b 

e 

£= 

a' 

b' 

e' 

=  ?"— f/'cOS1© 


Indicando  con  $' ,  la  derivata  dell'angolo  di  contingenza  dello 
spigolo  di  regresso  della  superficie  sviluppabile  si  ha  come 
è  noto  (*)  : 

a    b    e 

a'   b'    e' 

a"  b"  e" 


*=r 


(*)  Vedi  l'eccellente  memoria  :  Sulle  figure  isoperimetriche  eie  del  prof. 
Bordoni  inserita  nel  I*.  I  degli  Opnscoli  fisici  e  matematici  pubblicali  in  Mi- 
lano. 


(  234  ) 
ossia  sostituendo  per  a\  b\  e1  i  valori  (3)  e  per  a",  6",  e"  le 
loro  derivate  si  ha: 

y  =  p'sen  et  +  ^ang.tang.-I— — r  J 

o  per  la  (6)  <: 

(7)  ò'  =  y'sen  a  -+-  *' 

relaziooe  dovuta  al  Prof.  Bordoni* 

Chiamando  2  la  lunghezza  della  porzione  di  caratteristica 
compresa  fra  la  linea  che  si  considera  ;  e  lo  spigolo  di  re- 
gresso della  superficie  sviluppabile  trovasi  : 

m  <  =  ^ 

essendo  s  l'arco  della  linea  tracciata  solla  superficie. 

3.°  Immaginiamo  la  superficie  gobba  luogo  geometrico  delle 
normali  alla  superficie  luogo  quella  linea.  Sieno  X,  Y,  Z  le 
coordinate  del  punto  io  cui  la  generatrice  corrispondente  al 
ponto  di  coordinate  x%  y,  %  incontra  una  linea  qualsivoglia 
tracciata  solla  superficie  gobba;  e  Ha  distaoia  fra  quei  punti. 
Si  avranno  evidentemente  le: 

(9)        X  =  *  -+-  te  ,    Y  =  y  -*-  li  ,    Z  =  *  -h  fc 
le  qoali  derivate  danno  : 

X'  =  x'+  t'a  •+-  ta' ,  Y'  =  y'  +  rt  ■+-  tV  ,  ZW-M'e-Hc' 
e  da  queste  moltiplicando  ordinatamente  per  a\  V,  e*  e  som- 
mando i  risaltati  si  ottiene  : 

£"  =  a'X'  H-  i'Y'  +  c'11  -*-  l'f'cos  a. 

Se  la  linea  immaginata  sulla  superficie  gobba  é  la  linea  di 
stringimento  di  questa  superficie  si  ha  : 

a'X'-*-*'Y'-t-c'Z'=0, 

e  quindi 

J 
(10)  t  =  pr-  seu  «. 
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Questo  valore  sosti  lai  lo  nelle  (9)  conduco  alle  : 

*  s  5 

equazioni  della  linea  di  stringimento  di  quella  superficie  gobba. 
4.°  Indichiamo  con  ti ,  o  le    coordinale    curvilinee  di  un 
punto  della  linea  che  si  considera,  poste  le  ordinarie  deno- 
minazioni : 

E=r(— \  -+•  fà\*  -4-  (—)       F=—  — -f-  ^  dy     !*£  *1 
\du'        \du'         \du'   '  du  do      du  do      du  do 

dV  .    /dyva   a  /d*\a 


«-©*©■*(£ 


dy  d*       dy  d*  Az  Ax       Az  Ax  Ar  dy       Ax  dy 

du  Av       do  Au  '        du  Av       Av  Au  '        du  2o       Av  Ah9 

si  hanno  evidentemente  le  : 

__     _dA<te       dBdy       dCte 
du  du      du  du       du  du 

e  quindi  rammentando  essere  a,  b9  e  i  coseni    degli   angoli 
che  la  normale  alla  superficie  forma  coi  tre  assi  si  battio  le 

/da  Ax  Ab  dy  de  d*\ 

Vdtt  du  du  du  du  du' 

__  /da  dr  di  dy  de    Az\ 

\do  do  do  do  do    do' 

ft   ./da  Ax  Ab  dy  de  d*  \ 

1  \du  do  du  do  du  do  / 

i      /da  da?  de  dy  Ac  Az\ 

~~     \do  du  do  du  do  du' 

Notiamo  di  passeggio  la  relazione  e 


da  dx       db  dy 
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de  dz       da  dx       di  dy       de  dz       A 
du  dt>       du  dv       du  dv       dv  du       dv  du       dv  du 

fra  due  linee  ti  =  cosi*  ,  v  =  cosi*  a  tangenti  conjugate,  la 
quale  ri d acesi  subito  alla  nota  del  Dupin;  e  le  relazioni  : 

a      b      e 

da    db  de 
du.  du  du 

da  db  de 
dv  dv  dv 


a      b      e 

1 

1 

da    db  de 

RiRa 

A 

du.  du  du 

L    L— ! 


a 


1 

A 

dx  dy  dz 
dv  dv    dv 

da  db  de 

du  du  du 

dx  dy  dz 
du  du  du 

da  db    de 
dv  dv    dv 

Sieno  <pv  ,  ipv  ,  G>v  ;  <pu  ,  <pu  ,  «tt  per  le  linee  u  =  cosi* , 
v  =  cosi*;  quantità  analoghe  alle  denominate  9,  <//,  a  per  la 
linea  qualsivoglia.  Osservando  alle  (3)  si  ottengono  facilmente 
le: 


D 


=  A  ^cos  (ùu  l^E  , 
du 


D2  =  A  ^cosoj/'G 

QV 


D,=AJ  -~cos^u  cosXv  -4-  -     *- — ^-  (cosvvcos«a— cosfi^scnto^)  1/G 

(cosv^cosa)^—  cosasene*,,)  I^E 


Dl=A[d7C0g&)f' cosX* 


dv 


essendo  Xv  ,  [xv  ,  vv  ;  Xu  ,  /xtt ,  vu  i  coseni  degli  angoli  che 
la  tangente  alla  linea  ti  =  cosi*  fa  colla  tangente,  la  norma- 
le ordinaria,  e  la  perpendicolare  al  piano  del  circolo  oscu- 
latore per  la  linea  v  =  cosi*  e  reciprocamente  per  cui  : 

F 

COsXtt  =  COsX„  =   -r^ 

Se  le  linee  u  =  eost* ,  v  =  cosi*  fossero  ortogonali  si  han- 
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no  le  : 

dti  dr 

Indicando  con  9V  ,  0a  gli  angoli  che  la  langeole  alla  linea 
qualsivoglia  snlla  superficie  forma  colle  tangenti  alle  linee 
«  =  cost'  ,  v  =  cost*  ;  il  valore  del  coseno  dell'angolo  che 
la  tangente  alla  prima  linea  comprende  colla  sua  tangente 
conj agata  trovasi  facilmente  essere  : 

cos  6  s=  ^Hw'D-WDOcose^G  —  (i«'Dl-*-i>,Da)  cos9w  [SE} 
essendo  : 

e  quindi  ; 


scn  e 


=  —  [(ti'D-t-t/DOsen^  \SG  -h(u'Dt  -f-t/DJsenfl^l/'El. 

Inoltre  si  ha  £'  =  -5  per  cai  sono  determinali  i  valori  del- 
le quantità  qp'cosa  ,  e  <p'— *>'  appartenenti  alla  linea  qualun- 
que in  funzione  delle  analoghe  quantità  corrispondenti  alle 
linee  u  =  cosi'  ,  v  =  cost0.  Nel  caso  particolare  io  cui  que- 
ste ultime  linee  sieno  linee  di  curvatura  della  superficie  sa- 
ranno ; 

As'      -       ^D        Da\       AV       .      „/l  1  \ 

cos  e  =  _  sen9  cosfl^  -  ^)=  — sen9  cos*  (-  -  -  ) 

A /D        2A      Da       .„\       AV /cosa0       sena0. 

nelle  quali  0  =  0„  ed  B,  ,  Ba  sono  i  raggi  di  massima  e 
minima  curvatura  della  superficie  corrispondenti  alle  linee 
u  =  costtf  ,  v  =  cost'.  Si  hanno  quindi  le  : 
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• 

x#        r  I  /""/coaa0       sena0  v 
e  da  queste  : 

La  prima  delle  forinole  superiori  è  dovuta  a  Bertrand,  la  se- 
conda é  la  nota  relazione  dell'Eulero,  e  la  terza  venne  tro- 
vala da  Boonet. 

5.°  Le  forinole  trovate  nei  §§  antecedenti  si  modificano 
allorquando  la  linea  tracciala  sulla  superficie  sia  dotata  di 
proprietà  speciali;  o  si  considerino  superfici  particolari.  Ec- 
cone alcuni  esempi. 

La  linea  sia  di  curvatura.  Si  ha  cos  6  »  0  quindi  dalle  (5) 

<J/  —  <y'  =  0  $ '  =  db  y'cos  a  =  qp  — 

essendo  R  il  raggio  di  massima  o  minima  curvatura  corri- 
spondente alla  linea. 

La  prima  di  queste  equazioni  costituisce  un  teorema  enun- 
ciato dal  Lancret,  e  dimostrato  geometricamente  da  Liouville 
e  da  Boonet.  Da  essa  deduconsi  due  noti  teoremi  di  Jacob! 
e  di  Joachimsthal.  Dalle  (3)  si  hanno  : 

s'  J  $' 

t  *  lì  t  r  a 

a  =  — —  at,  6=— —  &,,  c  =  — —  ^ 

e  le  ; 

a'  :  b'  :  e'  =  at  :  bl:  ct 

quali  equazioui  di  una  linea  di  curvatura.  Dalia  {7)  la  : 

e  quindi  dalle  (8),  (10)  : 

1    f/seno)  1    /cosa       1 

r       7~       T        7~~  af 
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da  coi: 

L      1—  il 

r  "*"  e  ~  8n 

Notisi  essere  la  l  il  raggio  di  massima  o  di  minima  curva- 
tura corrispondente  alla  linea  immaginata  ,  quando  ai  consi- 
deri quest'ultima  come  linea  di  curvatura  della  superGcie  ap- 
parieoeale  ad  un  sistema  triplo  ortogonale  dalla  comune  in- 
tersezione della  quale  colla  superficie  data  risulla  la  linea 
medesima. 

La  linea  sia  geodetica.  Si  ha  a>  =  0 ,  la  caratteristica  della 
superficie  sviluppabile  coincide  colla  retta  rettificante,  la  ge- 
neratrice della  superficie  gobba  col  raggio  di  curvatura;  e  si 
hanno  le  : 

C=^+f  ,         cos*=:fc|r, 

sen  s  =  ±  ^r  ,        t  =  ^  sea  e  . 
La  superficie  sia  l'Ellissoide  rappresentata  dall'equazione  : 

a             a             a 
X  y  Z      

*        fi        7 
Chiamando  p  la  lunghezza  della  perpendicolare  condotta  dal- 
l'origine al  piano  taugente  si  hanno  le  : 

x  y  z 

n~P  ^'        h—P  ^*>         C~P^ 

dalle  quali 

a  =  —  a-hps  -5-  ,     b  =  —  6-4-/W  ^r  ,    e  =  —  c-#-/w  — 
/>  a  p  p  PI 

Per  questi  valori  le  prime  due  equazioni  (2)  diventano  : 

à  i         «  L 

-"coso 


P1  i/*i  «a         *i  ^a  ci  ca  \  /lf         ,v 


(11)      p  —  =  —  <pf costo        —  coso)  —  pi'  7jr=(f- a'Jsen© 
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e  siccome  indicando  con  <J  il  semidiametro  dell'  ellissoide  pa 
rallelo  alla  tangente  la  linea  si  ha  : 

1 o^        *\        c\ 

d2  ~«2  "*"  /3a    "^ 
si  avranno  le  : 

<r  —    r  —       P  —     r~  9'<p 

la  seconda  delle  quali  avuto  riguardo  alla  prima  si  mula 
nella  : 

P1    .     d'         ,,.       Iv 
—  +  — -  =  (ip — o  )  tang.a> 

Da  questa  supponendo  o>  costante  si  ha  : 

pd  =  Ae*taa'-" 

Se  supponiamo  ^  =  0  ,  cioè  per  una  linea  piana  qualsivo- 
glia tracciata  sull'ellissoide: 

pd  =  A  cosa) 

e  tanto  nel  caso  che  </>'  —  <y'  =  0  ,  o  che  6>  =  0,  cioè  per 
le  linee  di  curvatura  e  per  le  geodetiche  : 

pd=  A 

noto  integrale  dovuto  al  Sig.  Joachimsthal.  I  raggi  di  cur- 
vatura di  queste  linee  si  ottengono  facilmente  mediante  la 
prima  delle  equazioni  (11). 

Pavia  Giugno  1854. 
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PRINCIPII  DELLA  GEOMETRIA 
DI  DERIVAZIONE 

esposti 

DAI,  SIG.  PRO*.  GIUSTO  BELLAVIT1S 


La  vaslità  della  Geometria  è  tale  da  doversi  tener  conto* 
piuttostoché  delle  sue  particolari  proposizioni,  dei  metodi  coi 
quali  trovarle  di  per  sé  stessi.  —  I  metodi  sono  o  algebrici 
o  geometrici;  nulla  dirò  sulla  troppo  dibattuta  questione  dei 
pregi  di  quelli  e  di  questi:  noterò  soltanto  che  la  Geometria 
para  per  gli  insigni  lavori  dei  Poncelet,  Chasles,  Steiner,  ec. 
ebbe  tale  ampliazione  in  confronto  della  sintesi  degli  antichi 
Geometri,  da  potersi  paragonare  alfampliazione  che  l'Algebra 
ricevette  colla  scoperta  del  calcolo  sublime.  I  melodi  della 
nuova  Geometria  parmi  che  bene  si  qualifichino  col  dirli  me- 
todi di  derivazione;  in  quanto  che  le  proprietà  delle  figure 
si  deducano  da  quella  di  altre  figure  derivate  dalle  prime  me- 
diante stabilite  leggi.  —  Su  questo  argomento  io  pubblicai  una 
memoria  nel  Voi.  VI.  degli  Annali  delle  scienze  del  Regno 
Lombardo  Veneto  (1836),  che  riguarda  la  speciale  derivazione 
detta  d'inversione,  ed  un  Saggio  di  Geometria  derivata  nel 
Voi.  IV.  delle  Memorie  dell'  Accademia  di  Padova  (1838). 
Credo  soddisfare  ad  un  desiderio  di  alcuni  giovani  Geometri 
Italiani  scrivendo  ora  una  elementare  sposizione  dei  metodi 
geometrici  di  derivazione. 

Acciocché  lo  studioso  si  Taccia  padrone  di  nuovi  melodi 
bisogna  1.°  che  egli  acquisti  una  chiara  idea  del  loro  scopo; 
2.°  che  apprenda  un  numero  sufficiente  di  metodi  per  poter 
usare  nei  vani  casi  quello  che  torni  opportuno;  i  metodi  di 
derivazione  sono  tutto  al  più  una  dozzina ,  quanto  fecondi 
altrettanto  facili  da  intendersi  e  ricordarsi  ;  3.°  che  prenda 
Annali  di  Scienze  Mai.  e  FU,  T.  F.  luglio  1854.  16 
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abitudine  nell'  applicare  quei  melodi ,  essendoché  non  basti 

possedere  nno  strumento,  occorra  inoltre  saperlo  francamente 

adoperare;  nell'usare  i  metodi  di  derivazione  giova  un  colpo 

d'occhio,  che  fa  scegliere  il  più  opportuno,  e  vederne  tosto, 

quasi  intuitivamente  le  conseguenze.  —  Servirò  al  1.°  oggetto 

cominciando  con  alcuni  esempii  semplicissimi  di  derivazione, 

i  quali  mostrino  come  mediante  una  figura  derivata  da  un'altra 

si  risolva  qualche  problema  grafico,  e  si  scopra  e  si  dimostri 

qualche  teorema.  Pel  ì.°  andrò  specessivaipeate  espeipenffo  i 

principati  metodi  di  derivazione;  nel  che  per  precedere  d*| 

facile  al  difficile,  ini  s*rà  forza  ripassare  più  folte  dp  un*  4*» 

rivazione  all'altra,  quindi  sul  fine  riprendere  le  leggi  di  $ia-> 

scuna  derivazione.  Al  3.°  gioveranno  molti  esempli,,  alcuni 

sviluppali  interamente,  litri  lasciati  ad  esercizio  dello  sUuUqw 

lettore. 

Derivazioni  di  SimMktditi*. 

1.  Non  abbisogna  che  io  dica  quali  sieno  le  relanioni  dello 
figure  simili,  e  come  una  di  esse  derivi  de  «o'a|f*a*  Noterò 
soltanto  che  ae  da  un  punto  fisso  $  si  tir*  a  oiasfebedoq  punto 
Al  di  una  figura  (piana,  o  no)  la  reità  SM,  e  su  questa  prendasi 
il  punto  M' in  guisa  che  SM'  sia  proporzionate  tifo  £&  tuUi  ) 
nuovi  punti  M'  formeranno  una  seconda  figurai  che  ai  dir* 
omotetica  (simile  e  similmente  posta)  della  prona;  il  punto  S 
dicesi  il  loro  centra  di  iimdlàudine.  Sono  pale*!  le  relazioni 
tra  due  figure  omotetiche:  1.°  due  rette  oort japfla<iepti,  che 
diremo  rette  omoUikkey  sono  proporzionali  e  parallele;  %°  d*e 
punti  omotetici  (cioè  corrispondenti  in  due  figure  omotetiche) 
sono  in  linea  retta  col  centro  di  aimitilndine ,  quello  fetta 
diressi  un  roggio  di  simliiudmi  3.q  4**  ttypti  omoletai  <h>m» 
eguali;  ecc. 

8.  Per  mostrare  Toso  della  derivatone  dfi  una  figure  nd 
una  sua  omotetica  proponiamoci  il  problema!  Descrivere  pn 
circolo  DrfAc  E  (  Fig.  1.  ),  che  passi  pel  punte  d#4o  A  ,  e 
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tagli  sotto  dati  angoli  le  due  rette  CD,  CE.  Si  descriva  un 
circolo  D'rfVE',  che  tagli  sotto  i  dati  angoli  le  due  rette  date> 
esso  sarà  omotetico  col  circolo  cercato,  essendone  C  il  centro 
di  similitudine.  Sul  primo  circolo  si  determini  H  punto  A* 
omotetico  di  A,  il  die  pel  §.  1.  2.°  si  otterrà  tagliando  quel 
circolo  colla  retta  CA;  Dopo  ciò  sarà  facilissimo  costruire  la 
figura  AeEDd  omotetica  alla  A'e'E'DV/  ;  infatti  ogni  retta 
AD  sarà  parallela  (§.  1.  1.°)  alla  sua  omotetica  A'©',  e  se  O' 
aia  il  centro  del  circolo  A'E'D',  quello  O  del  circolo  desiderato 
sarà  (§.  L  2.°)  sull'intersezione  della  AO  parallela  alla  A'O' 
col  raggio  di  similitudine  CO'. 

3.  Talvolta  giova  eziandio  passare  da  una  figura  ad  altra 
ad  essa  eguale,  e  che  ne  differisca  soltanto  nella  posizione.  — 
Così  per  determinare  il  circolo  D'dVE'  del  problema  prece- 
dente si  potrà  descrivere  il  circolo  D#,  d\  e',,  che  tagli  sotto 
il  dato  angolo  la  retta  CD.  In  questo  circolo  sarà  facile  tro- 
vare una  corda,  che  ne  sia  tagliata  sotto  il  secondo  dei  dati 
angoli,  e  sarà  pur  facile  dare  ad  essa  la  posizione  £\  e',  ,  pa- 
ratola alla  data  CE.  Dopo  di  che  il  centro  (V  del  circolo 
D'd'E'  si  otterrà  tirando  0\  O'  eguale  e  paratia  alla  C\  C. 

4.  La  soluzione  data  nel  §.  2  valerebbe  egualmente  se 
fossa  data  la  retta  DO,  in  cui  dee  trovarsi  il  centro  det  cir- 
colo IMA ,  o  l'angolo  sotto  cui  esso  deve  tagliare  la  retta 
CD,  Cosi  per  esempio  può  trovarsi  il  circolo  che  passa  per 
due  punti  dati  A,  B,  e  taglia  sotto  dato  angolo  una  retta  D'D. 

,5.  Accenneremo,  come  esercizio  della  derivazione  da  una 
figura  ad  altra  simile,  il  problema  d'inscrivere  io  un  trian- 
golo ABC  un  quadrato  XYZV,  di  cui  due  vertici  X,  Y  stieno 
sulla  base  AB.  Ad  un  quadrato  X'Y'Z'V  sarà  facile  circo- 
scrivere un  triangolo  ABC  simile  al  dato  ABC,  e  cosi  si 
avrà  una  figura  simile  ulta  desiderata.  —  Che  se  siensi  presi 
X',  Y'  (Kg.  2.)  sulla  retta  AB,  le  due  figure  saranno  omo- 
>   se   ne   avrà  il  centro  di  similitudine  S  tirando  le 
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Z'C',V'C  parallele  alle  BC,  AC,  e  tagliando  AB  colla  CC  in 
Jij  dopo  di  che  saranno  raggi  di  similitudine  SZZ',  SVV. 

6.  Tolgo  un  altro  esempio  da  una  memoria  di  N.  Fergola 
(Atti  dell'Accad.  di  Napoli.  1787  T.  I,),  il  quale  dice  prin- 
cipio di  conversione  la  derivazione  da  una  Ggura  ad  altra, 
che  ne  differisca  o  soltanto  per  la  posizione  od  anche  per 
la  grandezza.  Descrivere  un  triangolo  ABC  eguale  ad  uno 
dato  A'B'C  (Fjg.  3,),  i  cui  vertici  A,  B,  G  cadano  ordina- 
tamente sui  lati  EF,  FD,  DE  di  altro  triangolo  dato.  Sui 
lati  A'B',  A'C  come  corde  si  descrivano  due  archi  di  circolo 
A'F'B'M',  A'E'C'M',  i  cui  angoli  inscritti  equivalgano  rispet- 
tivamente agli  angoli  F  ,  E  del  triangolo  DEF  ;  se  su  tali 
circoli  si  sappiano  trovare  due  punti  F',  E'  in  linea  retta 
con  A',  e  tali  che  la  loro  distanza  eguagli  la  data  EF,  ba- 
sterà tirare  le  rette  F'B',  E'C,  le  quali  s'intersechino  in  D', 
per  aver  formata  una  figura  eguale  alla  richiesta  ;  infatti  i 
triangoli  F'E'D',  FED  avranno  un  lato  e  due  angoli  rispet- 
tivamente uguali.  —  Ora  per  determinare  i  punti  F',  E'  ci 
servirà  un'altra  derivazione  da  una  figura  ad  una  sua  eguale. 
Nel  triangolo  M'F'E',  che  ha  un  vertice  nell'intersezione  M' 

'  là 

dei  due  predetti  circoli,  noi  conosciamo,  oltreché  il  lato  E  F'  = 
EF,  gli  angoli  in  E',  F',  perché  inscritti  nei  dati  archi  M'E'A', 
M'F'A',  quindi  ci  sarà  facile  costruire  sulla  data  retta  EF 
i!  triangolo  EFM,  a  cui  si  farà  poi  eguale  il  triangolo  E'F'M', 
il  cui  lato  ET'  verrà  a  passare  per  A',  eco. 

7.  Per  un  esempio  dell'  uso  della  derivazione  tra  figure 
uguali  ed  omotetiche  potrebbe  proporsi  di  tirare  tra  due 
retto  parallelo  una  retta  di  data  lunghezza  e  di  data  distanza 
da  un  pupto  dato. 

8.  La  derivazione  da  una  figura  ad  altra  simile,  che  ve- 
demmo utile  per  la  soluzione  di  qualche  problema  grafico, 
non  può  tornare  di  alcun  vantaggio  a  scoprire  nuovi  teoremi; 
essendoché  tutte  le  proprietà  di  una  figura  spettano  egual- 
mente ad  ogni  figura  simile;  egli  é  per  questo  che  a  dare 
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esempio  degli  osi  della  derivazione  passiamo  (osto  a  consi- 
derare un'altra  legge. 

Derivazione  di  Affinità. 

9.  Tutti  i  punti  di  una  figura  piana  sieno  riferiti  a  due 
assi  coordinati  nel  solito  modo  mediante  ascisse  ed  ordinate; 
si  abbiano  due  nuoti  assi  coordinati,  il  cui  angolo  sia  uguale 
o  differente  da  quello  dei  primi,  e  rispetto  ad  essi  si  deter- 
minino altrettanti  punti ,  le  cui  ascisse  sieno  proporzionali 
alle'  ascisse  dei  punti  della  figura  primitiva  y  e  te  ordinate 
sieno  pure  proporzionali  alle  rispettive  ordinate  :  senza  che 
per  altro  il  rapporto  di  due  ascisse  sia  eguale  a  quello  dì 
due  ordinate;  si  formerà  in  tal  maniera  una  figura  derivata 
della  prima.  Le  due  figure  si  dicono  tra  loro  affini. 

10.  A  maggiore  speditezza  suppongo  che  si  dimostrino  me-' 
dianle  la  Geometria  analitica  le  seguenti  leggi  della  deriva- 
zione di  affinità.  l.°  Ad  una  serie  di  punti  in  linea  retta 
corrispondono  nella  figura  affine  altrettanti  punti  pur  essi  in 
linea  retta.  -—  2.°  Se  due  rette  sono  parallele,  lo  sono  pure 
le  loro  affini  (cioè  le  corrispondenti  nella  figura  derivata  per 
affinità).  —  3.°  Il  rapporto  di  due  rette  parallele  é  uguale 
a  quello  delle  loro  affini;  e  quindi  anche  :  —  4.°  Due  por- 
zioni di  una  stessa  retta  hanno  egual  rapportò  nella  figura 
primitiva,  e  nella  sua  affine,  —  5.°  La  linea  affine  di  un  cir- 
colo è  un'ellisse;  ed  ogni  ellisse  può  essere  affine  di  un  cir- 
colo. —  6.°  Se  •  due  linee  hanno  un'  contatto ,  lo  stesso  av- 
viene delle  loro  affini.  —  7,°  Due  aree  hanno  lo  stesso  rap- 
porto delle  loro  affini.  —  ec.  —  Queste  leggi  si  faranno  più 
facilmente  presenti  al  pensiero,  se  si  ponga  mente  che  una 
figura  piana,  ed  una  sua  prelezione  su  di  un  altro  piano'  sono 
due  figure  affini. 

11.  Prendiamo  ora  un  teorema  di  evidente  o  facilissima 
dimostrazione,  e  mostriamo   qual    teorema  se  ne  derivi  col 
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mezzo  dell'affinità.  Nel  circolo  lotte  le  corde  di  egual  lun- 
ghezza, e  che  perciò  tagliano  segmenti  di  eguali  aree,  sano 
-  toccate  nel  loro  punto  di  mezzo  da  un  circolo  concentrico  al 
primo;  inoltre  le  tangenti  al  circolo  nei  due  estremi  di  cia- 
scuna di  queste  corde  si  tagliano  in  punti  appartenenti  ad 
un  terzo  circolo  concentrico,  i  raggi  dei  tre  circoli  sono  in 
progressione  geometrica.  —  Facendo  attenzione  ai  canoni  del 
§.  10  e  ritenendo  perciò  solamente  quelle  parti  del  prece* 
dente  enunciato,  che  sono  suscettibili  della  derivazione  per 
affluita,  si  ottiene  il  teorema:  In  ogni  ellisse  latte  le  corde, 
che  tagliano  segmenti  di  eguali  aree  sono  toccate  nel  loro 
punto  di  mezzo  da  un'ellisse  concentrica  ed  omotetica;  inol- 
tre le  tangenti  all'ellisse  nei  due  estremi  di  ciascuna  di  que- 
ste corde  si  tagliano  in  punti  appartenenti  ad  una  terza  eh 
lisse  concentrica  ed  omotetica  alle  due  prime  ;  tre  diametri 
delle  tre  ellissi  areali  la  medesima  direzione  soqp  sempre  in 
progressione  geometrica.  —  Le  tre  ellissi  saranoo  concen- 
triche ed  omotetiche  ,  perchè  ogni  diametro  dei  tre  circoli 
ha  il  punto  di  mezzo  nel  medesimo  centro,  il  che  §10.4.° 
avrà  luogo  anche  nella  figura  derivata;  e  perchè  le  tangenti 
nei  punti  dei  tre  circoli  ove  sono  tagliati  da  un  medesimo 
diametro  sono  parallele,  e  ciò  (§.  10.  6°,  2°)  sussisterà  anche 
nelle  ellissi. 

12.  Per  un'applicazione  grafica  si  voglia  trovare  le  inter- 
sezioni della  retta  DE  (Fig.  4.)  coll'ellisse,  di  cui  CA,  GB  sono 
due  semidiametri  conjugati.  Il  circolo  AX'B'  descritto  col 
centro  C  ed  il  raggio  Cà  può  considerarsi  come  affine  dell' 
ellisse  predetta,  ed  il  raggio  CBf  perpendicolare  a  GA  sarà 
affine  al  semidiametro  GB  (cioè  queste  GB,  GB'  saranno  cor- 
rispondenti netta  presente  derivazione  per  affinità).  Infatti  de- 
finendo il  centro  per  quel  punto  che  é  il  mezzo  di  tutte  le 
corde  condotte  per  esso,  si  scorge  che  nella  derivazione  di 
affinità  (§.  10.  4.9)  i  centri  dell'ellisse  e  del  circolo  si  cor- 
rispondono; inoltre  a  due    diametri    conjugati   dell' ellisse. 
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ognofto  de'quali  è  parallelo  atte  corde  dimezzale    dall'  altro 
éorrispoodotid  (§.  10.  2.°  4.°)  due  diametri  cotìjuga ti  dèi  Cir- 
colò, i  qdali  anno  Ira  lord  perpendicolari. 

19.  Nella  di&posfeiode,  èbe  hann*  la  doàtré  due  figura  af- 
fini, fdtti  ì  pattiti  deità  rètta  CD  A  àdod  affini  a  sé  dessi,  easa 
*ì  dfce  Tom*  M  affittila.  Troveremo  il  puftto  E1  affida  al  ptfftto 
E  appartenente  alla  retta  GB  tagliando  la  WG  ito  E'  Milo 
«fesso  rapportò  in  etri  Id  BG  é  tagliala  Itt  E,  il  che  si  ese- 
guite* fortttartdo  il  ttièngàto  GEÉ'  omotètica  d  C»B'.  Viene 
dà  eie  the  nella  posirioae  delle  due  figure  affitti  aventi  uà 
a$ét  di  affinità  ì  ponti  tra  loto  affidi  àono  situati  sd  faggi  di 
affinità  paralleli)  quali  sono  BB',  EE7,  ec; 

14.  lì  punto  D  della  data  retta  ò  affine  a  sé  stesto,  par- 
tile appartiede  all'asse  di  affinità,  la  rètta  DE'  sarà  qdtodi 
<$•  10.  1.°)  affine  alla  DE;  essa  tagli*  il  circolo  nei  puniti  X' 
Y',  dei  quali  di  resta  da  trovare  ì  punti  affitti  netta  figura 
primitiva.  Ciò  potremo  fare  in  più  maniere  :  la  retta  ft'SL' , 
che  incontra  Tasse  di  affluita  in  M,  ba  per  affine  la  BXM  , 
poiché  B  è  affine  a  B',  ed  M  é  affine  a  sé  medesimo;  —  tutti 
i  raggi  d'affinità  X%  Y%  B'B  ee.  tòìÉo  parafati;  la  retta 
Qt'  parallela  à  GB'  ha  per  affine  la  QY  parallela  a  GB;  — 
i  pumi  X,  Y  affini  di  X',  Yf  appartengono  alla  retta  DE  af- 
fine alla  DE1;  —  ec. 

15.  Qdatrto  fiatano  andati  esporiéttrib.é  più  brevd  ad  im- 
maginare e  *à  eseguire,  di  quello  che  aia  a  partitamedte  de- 
scrivere. Ciò  avviene  sempre  nei  metodi  di  derivartene,  pei 
qdafi  la  idee  si  pre*edt**o  infcritivametite.  Della  uniformità 
a  facilità  di  queste  costruzioni  sì  ha  nn  esempio  nella  de- 
aerinone èeìté  ombre,  e  delld  prospettive ,  le  quali  infatti 
sono,  come  vedremo,  figure  derivate  per  affinità  o  per  onto- 
logia. 

Derivazione  d'Ifttcniofié. 


16.  Sé  da  un  punto  fisso  I  si  tiri  a  eiàscheddb  pittilo  M 
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di  una  figura  (piana,  o  do)  la  re  Uà  IM  e  sa  questa  prendasi 
il  ponto  M'  in  guisa  che  IM'  sia  inversamente  proporzionale 
alla  IM,  tutti  i  nuovi  punti  M'  formeranno  una  seconda  fi- 
gura, che  si  dirà  inversa  della  prima  ;  il  punto  I  dicesi  il 
loro  centro  d'inversione.  In  questa  specie  di  derivazione  due 
punti  corrispondenti  M,  M'  si  designeranno  per  brevità  col 
nome  di  inversi  tra  di  loro. 

17.  Potremmo  qui  in  sul  principio  enumerare  le  relazioni, 
che  hanno  luogo  tra  due  figure  inverse  m}  in  quanto  che  esse 
possono  facilmente  dimostrarsi  col  l'elementare  Geometria;  ma 
sarà  meglio  a  maniera  d  esercizio  cercare  ordinatamente  tali 
relazioni.  —  Se  sopra  una  retta  passante  pel  centro  d'inver- 
sione I  si  abbiano  alquanti  punti  A,  B,  C,  .  .  .  .  (Fig.  5.) 
i  loro  inversi  A',  B',  C,  .  •  .  saranno  situali  sulla  medesima 
retta.  Quanto  più  un  punto  si  avvicina  ad  I  tanto  più  il  suo 
inverso  si  allontana  indefinitivamente  ,  sicché  potremo  dire 
che  il  centro  d'inversione  I  é  inverso  di  lutti  i  punti  posti 
a  distanza  infinita  ;  diciamo  di  tutti  i  punti ,  poiché  in  ogni 
retta  condotta  per  I  vi  è  un  punto  a  distanza  infinita  ,  che 
essa  ha  comune. con  tutte  le  sue  parallele. 
.  18.  Segnando  coll'unilà  il  prodotto  costante  IA.  IA'  =  IB. 
IB  =  ec.  é  facile  vedere  che  nella  figura  5.  si  ha  AB-IB-IA 
=  (IA'  —  IB'):  IA'.  IB'  =  B'A':  IA'.  IB'.  (  Per  comodo  tipo- 
grafico adopero  i  due  punti  come  segno  di  divisione,  inten- 
dendo che  esso  abbracci  tutte  le  quantità  fino  al  primo-f-  o  — . 
Con  questa  formula  e  colla  IA  =  1:  IA',  da  cui  essa  dipende, 
si  potrà  trasformare  ogni  equazione  relativa  alla  figura  AB... 
in  un'altra  relativa  alia  sua  inversa  AB'  .  .  .  ,  e  viceversa. 
,  19.  Se  i  due  punti  A,  B  (Fig.  6.),  dei  quali  si  considera 
la. distanza»  non  sono  in  linea  retta  col  centro  d'inversione 
I ,  i  due  triangoli  IAB  ,  IB'A'  sono  simili-rovesci  ,  perciò 
AB:B'A'=IA:IB'=  1  :  IA'.  IB'.  Quindi  anche  in  questo  caso  le 
equazioni  IA  =  1  :  IA',  IB  =  1  :  IB'  danno  la  AB  =  B'A':  IA'.  IB'. 
20.  La  figura  inversa  di  una  retta  MP  (Fig.  7.)   è  una 
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curva  M'P'N',  che  passa  pel  centro  d'inversione,  il  quale  cor- 
risponde (§.  17)  al  punto  all'infinito  della  retta.  È  facile  ri 
conoscere  che  essa  é  un  circolo.  Infatti  calata  sulla  retta  la 
perpendicolare  IP  e  prolungala  d'altrettanto  in  C,  tutti  i  punti 
della  retta  danno  IM  =  CMj  fattevi  le  sostituzioni  indicate 
nel  §.  precedente  si  avrà  nella  figura  inversa 

1  :  IM'  =  M'C  :  IC  IM' ,  ossia  WG  =  H?  }    . 
perciò  tutti  i  punti  delia  curva  M'N'  hanno  eguale  distanza 
da  un  punto  fisso  C,  che  dicesi  il  centro  del  circolo. 

21.  Cerchiamo  alcune  proprietà  del  circolo  derivandole  da 
quelle  della  retta.  Se  si  abbiano  due  punti  A,  B  tali  che  la 
retta  MN  dimezzi  perpendicolarmente  la  AB  sarà  AM  =  BM; 
perciò  (§.  19)  nel  circolo  inverso  della  retta  sarà  M'A'rlA'  - 
M'B1:  IB',  cioè  ogni  punto  M'  del  circolo  ha  le  distanze  da 
due  punti  fissi  A',  B'  in  rapporto  costante.  Vediamo  qual  sia 
la  relazione  di  questi  punti  rispetto  al  centro  C  :  si  ha 
AC  =  IB  ,  ed  Al  =  CB  ,  dunque  AC.  BC  =  LA.  IB,  e  pas- 
sando (§.  19)  alla  figura  inversa  sarà  C'A'.  C  B  =  (IC')2  . 
Perciò  i  due  punti  A' ,  B'  ,  che  sono  su  uno  stesso  raggio 
C'B'A'  (giacché  i  punti  I,  C,  B,  A  appartengono  in  ogni  caso 
ad  uno  stesso  circolo,  e  l'inversa  di  un  circolo  ,  che  passa 
pel  centro  d'inversione ,  è  una  retta)  hanno  le  distanze  dal 
centro,  la  cui  media  proporzionale  eguaglia  il  raggio  del  cir- 
colo. Essi  si  dicono  conjugati-armonici  rispetto  al  circolo  ed 
anche  rispetto  al  diametro  IP',  perchè  nella  figura  primitiva, 
essendo  IA  h-  IB  —  2.IP  ,  IP  è  media  aritmetica  tra  IA  ed 
IB  ;  e  quindi  nella  figura  derivata  per  inversione  é 

1  1 2_ 

IA'  "*"  W    ~~    IPf    ' 

cioè  il  diametro  IP'  è  medio  armonico  tra  le   due    distanze 
IA',  IB'. 

22.  Qual'é  la  curva  inversa  di  un  circolo  ?  Se  il  centro  d' 
inversione  appartenesse  al  circolo  noi  vedremmo  (§.  20)  che 
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la  sua  inversa  è  um  linea  ralla.  Nel  caso  opposto  sia  D  il 
punto  coojUgato  armonico  del  centro  d'inversione  I  (Fig.  8) 
rispetto  al  dato  circolo;  MN,  cioè  sia  CD.  CI  =  (CM)a  ;  pel 
§  21,  sarà  costante  per  tatti  i  ponti  del  circolo  il  rapporto 
DM  :  IM  f  a  quindi  nella  figura  io  tersa  4arà  cosisele  (§  19) 
il  rapporto  D'M'  2 ID',  e  perftiè  costante  la  Astenia  di  tutti 
i  ponti  Af  dal  patoto  fisso  D\  Duitf  uè  la  curve*  incerta  di  un 
circola  i  uri  altro  circolo,  M  cui  ttontf*  è  tuffetto  del  /flfttft*  che 
rispetto  ed  circolo  pritmlwo  è  U  cenfufakHarmmicà  del  déntro 
d'innèriùme* 

23.  I  due  cirtofi  JkIN,  N'M'  poseono  considerici  e*iandi* 
come  omotetici  (§♦  1.),  e&endotie  I  il  centro  di  stmifttaditle; 
ma  allora  ad  M  corrisponde  come  omotetico  il  punto  N';  N 
è  omotetico  di  M';  e  C,  D  lo  seno  rispettivaménte  di  V9  (f. 

24.  Stabilito  al  §.  19.  il  modo  t<m  cui  da  noè  rtoleziotté 
Ira  le  distanze  dei  puntò  di  una  figura  sì  deriva  quella  che 
ha  luogo  nella  figara  inversa  ,  cerchiamo  adesso  la  deriva- 
lione  delle  relazioni  angolari.  La  somma  algebrica  di  tré  **~ 
gali  MDN,  M'D'N'  ,  NI  M  (Fig.  »)  è  nulla.  Nella  somma  al- 
gebrica dee  tenersi  conto  del  segno  di  ciascun  angolo»  ioteta- 
dea  dosi  che  ogni  angolo  sia  coatato  dalla  retta  indicata  dalla 
prima  lettera  a  quella  indicata  dalla  terra.  Per  dimostrato 
questo  canone  esserveremo  che  per  (a  siarilitodiae  dei  trian- 
goli 1DN,  IN'D  si  ha  ang.  N'D'I  «a  ang.  IND  ,  ossia  espri- 
mendo ogni  angolo  col  mezzo  delle  ioctioazioori  dei  suoi  feti 

ine  D'I  —  ine  D*N'  =  ine  ND  —  ine  NI , 

così  pure 

ine  D'I  —  ine  DM'  =s  ine MD  —  ine  MI  ; 
sottraendo  queste  due  equazioni  l'una  dall'altra  ne  viene 

ine  DN  —  ine  DM  -h  ine  D'N'  —  ine  D'M1 
-+•  ine  IM  —  ine  IN  =  0  , 


cioè 


MDN-f»  MWN  ■+■  NIM  =»  0. 
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Se  i  due  punii  M,  N  sono  sullo  stoso  raggio  d'inversione  i  due 
angoli  MDN,  ND'M'  sono  eguali. 

25.  Per  mi'  applicazione  del  precedente  canone  generate 
supponiamo  che  I  (Fig.  10)  sia  il  centro  d'un  circolo  di  rag- 
gio uno,  ogni  punto  del  circolo  sarà  (§.  18)  inverso  di  sé 
medesimo,  e  se  D,  D1  sieno  due  punti  tra  loro  inversi,  per- 
loché  (§.  21)  essi  saranno  conjugati-armonici  rispetto  aT  cir- 
colo, la  somma  dei  due  angoli  MDN  ,  MD*N  sotto  cui  V  arco 
MN  è  veduta  da  quei  due  punii  sarà  eguale  aH* angolo  al  cen- 
tra MIN.  Quando  i  due  ponti  D  ,  D'  coincidono  insieme  si 
teda  che  V  angolo  alla  circonferenza  è  la  metà  fi  qw&Uo  al 
centrò. 

26.  Nel  precedente  canone  (§.  24)  si  considerano  gli  an- 
goli di  due  triangoli  DMN  ,  D'M'N'  i  cui  vertici  sono  tra 
loro  inversi,  ma  i  lati  dettano  non  sono  già  inversi  dei  lati 
dell'altro,  poiché  (§.  20)  le  rette  hanno  per  inversi  dei  cir» 
coli.  Peraltro  prendendo  i  punti  M  ,  N  (  Fig.  11.  )  infinita- 
mente vicini  a  D  è  facile  dedurne  l'altro  canone  che  V  an- 
gelo sotto  cui  si  tagliano  due  linee  DM,  DN  è  uguale  a  quello 
sotto  cui  si  tagliano  le  loro  inverse  DN',  DM'.  Può  eziandio  di- 
mostrarsi che  se  due  curve  hanno,  fuori  del  centro  d'inver- 
sione, un  contatto  di  quafebe  ordine,  lo  stesso  contatto  han- 
no le  loro  inverse. 

27.  Applichiamo  la  derivazione  d'inversione  alla  ricerca  di 
qualche  teorema.  Per  tre  punti  in  linea  retta  si  ha  AB  -f- 
BC=AC  (Fig.  12.);  nella  figura  inversa  fra  Ire  ponti  Ar , 
Bf,  C  appartenenti  ad  un  cireofo,  che  passa  (§.  20.)  pel  con* 
tre  d'inversione  I,  avrà  luogo  (§.  19.)  l'equazione 

BfÀ' .  ICr  -hC'B' .  IA'  =  C'A' .  IB'. 

Ciò  costituisco  il  noto  teorema    tra  i  lati  e  le  diagonali   di 
un  quadrilatero  inseri  vi  bile  nel  circolo. 

28.  Viceversa  proponiamoci  di  dimostrare  che  quattro  punti 
di  un  circolo  danno  trai  i  prodotti  dei  lati  dei  triaogoli 
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A'B'C ,  IA'C,  IA'B',  IB'C 

la  relazione 

À'Bf.  B'C.  MG  -H  IA;.  A'C.  IC'=IA'.  A'B'.  IB'-tJB'.  B'C'.  IC. 

Prendiamo  ano  I  dei  quattro  punti  per  centro  d' inversione 
si  ha  (§.  19.)  una  nuova  relazione,  che  dee  aver  luogo  per 
tre  punti  A,  B,  G  in  linea  retta,  e  qualunque  punto  I;  essa  è 

BA  .  CB  .  CA  -f-  CA(IB)2  =  BA(IC)2  -f-  CB(IA)2. 

A  motivo  di  CA  =BA-f-CB  la  precedente  equazione  non 
cangia  se  si  diminuiscono  i  tre  quadrati  (IB)%  (IC)2  ,  (IA)* 
del  quadrato  della  distanza  del  punto  I  dalla  retta  ABC;  per 
tal  maniera  la  equazione-  si  riduce  ad  una  proprietà  tra 
quattro  punti  in  linea  retta/  la  quale  è  facilmente  verifica- 
bile. Perciò  resta  dimostrata  la  formula  proposta. 

29.  Potrebbero  estendersi  a  piacere  questi  esempii  dell'uso 
della  derivazione  d'inversione  per  la  ricerca  dei  teoremi;  ne 
aggiungeremo  uno  solo,  poscia  mostreremo  l'uso  dell'  inver- 
sione nella  risoluziope  dei  problemi  grafici.  Da  un  punto  A 
(Fig.  13.)  possono  tirarsi  due  rette  AH,  AN,  che  taglino  un 
circolo  sotto  un  dato  angolo  obbliquo ,  e  si  ha  AM  =  AN. 

Passando  ad  una  figura  inversa  ,  che  qui  rappresentiamo 
Separatamente  nella  Fig.  13.  2.a  si  vede  che  (§.  22)  il  circolo 
della  figura  primitiva  resterà  un  circolo,  e  le  due  rette  di- 
venteranno due  circoli  AMI,  ANI  passanti  pel  centro  d'  in- 
versione I  (§.  20.),  ed  essi  taglieranno  il  primo  circolo  sotto 
il  dato  angolo  (§.  26.),  perciò  :  Per  due  punii  A,  I  possono 
condursi  due  circoli  AMI,  ANI,  che  taglino  un  circolo  dato  sotto 
dato  angolo  obbliquo,  in  guisa  da  formare  in  qualche  modo  i 
due  triangoli  isogoni  AMN,  IMN,  ed  è  MA  :  IM  =  NA  :  IN. 

30.  Problema.  Dal  vertice  C  del  triangolo  CAB  tirare  una 
retta,  che  passi  pel  centro  del  circolo  circoscritto  CAB  (Fig.  14.) 
Considerato  C  come  centro  d'inversione,  il  circolo  circoscrìtto 
avrà  (§.  20.)  per  inversa  una  retta  A'B'  perpendicolare  alla 
retta  CXP ,  che  unisce  il  centro   d' inversione  col  centro  X 
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del  circolo  dato.  La  maniera  più  spedita  per  determinare  i 
due  punti  A',  B'  rispettivamente  inversi  dei  A  ,  B  si  é  di 
prendere  CA'  =  CB  ,  GB'  =  CA  ,  con  che  si  soddisfa  alla 
relazione  fondamentale  (§.  16.)  CA.  CA1  =  CB.  CB'.  Il  cen- 
tro X  del  circolo  é  inverso  (§.  20.)  del  punto  X'  che  si  ot- 
tiene prolungando  d'altrettanto  la  perpendicolare  CP',  perciò 
2.  GX.  CP'  =  CA.  CA1.  Per  l'eguaglianza  dei  triangoli  CAB, 
CB'A'  si  può  sostituire  a  CP'  l'altezza  CQ  del  triangolo  CAB, 
sicché  2.  CX.  CQ  =  CA.  CB,  cioè  il  prodotto  del  diametro  del 
circolo  circoscritto  e  dell'altezza  eguaglia  il  prodotto  dei  due  lati. 

31.  Problema.  Descrivere  un  circolo  che  passi  pel  punto  dato 
I,  e  tocchi  due  circoli  dati.  Prendendo  I  per  centro  d' inver- 
sione il  circolo  incognito  riducesi  (§.  20.)  ad  una  retta ,  e 
così  il  problema  è  ricondotto  all'altro  più  facile  di  tirare  una 
retta,  che  tocchi  due  circoli  dati.  —  In  simil  maniera  pos- 
sono risolversi  gli  altri  problemi  relativi  alle  tazioni  dei  cir- 
coli. —  Daremo  qui  un  solo  esempio  particolare.  Il  circolo 
debba  passare  pei  due  punti  dati  I,  A,  e  toccare  il  dato  cir- 
colo MN.  (Fig.  15.).  Il  meglio  sarà  scegliere  il  costante  pro- 
dotto di  due  raggi  inversi  IM,  IM'  in  guisa  che  il  circolo  sia 
inverso  di  sé  medesimo  :  parrebbe  che  ciò  non  potesse  farsi 
quando  il  centro  d'inversione  è  dentro  del  circolo ,  ma  mo- 
dificando alcun  poco  la  convenzione  del  §.  16,  cioè  suppo* 
nendo  negativo  il  prodotto  costante  IM.  IM',  ossia  prendendo 
IM'  in  direzione  opposta  di  IM,  otterremo  lo  scopo  che  il 
circolo  MN  abbia  per  inverso  lo  stesso  circolo  M'N'.  —  De- 
terminato A'  inverso  di  A  (il  che  potrà  aversi  con  una  corda 
passante  per  I,  e  le  cui  due  porzioni  sieno  eguali  alle  IA, 
IA'),  resterà  da  condurre  la  tangente  A'M';  poscia  descrivere 
il  circolo  IAPM  inverso  della  predetta  tangente  ;  esso  toc- 
cherà il  circolo  dato  nel  punto  M  inverso  di  M',  ed  il  suo 
diametro  IP  sarà  (§.  20.)  inverso  della  perpendicolare  IP'. 

32.  Partendo  da  una  serie  di  circoli  concentrici  e  di  rette 
passanti  pel  loro  centro  L/,  e  che  perciò  tagliano  ortogonale 
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piente  i  circoli,  avremo  coll'inversione  rispetto  ad  un  centro 
d'inversione  K  una  serie  di  circoli,  di  cui  (§.  22.)  K,  L  ea- 
ranno  due  punti  conjugati-armoaici,  ed  una  serie  di  circoli 
(§♦  20.)  passanti  per  ambedue  i  punti  K,  L  :  ogni  cìrcolo  di 
una  eerie  taglierà  ortogonalmente  ($.  26.)  tutti  quelli  ddVaUra 
eerie*  —  Queste  due  serie  di  circoli  presentano  molte  pro- 
prietà; ora  ci  basterà  aver  rivolta  su  di  essi  l'attenzione  del 
lettore  ,  il  quale  potrà  eostruire  di  per  sé  tutte  le  figure  » 
cui  si  stima  non  necessario  presentargli* 

33.  Dati  due  circoli  non  concentrici  edite  tempre  un'infinite 
di  circoli  che  li  tagliano  ortogonalmente.  Infatti  se  i  due  cir- 
coli hanno  due  punti  comuni,  essi  possono  ridursi  mediante 
l'inversione  (§.  20)  a  due  rette,  le  quali  sono  tagliate  orto- 
gonalmente da  tutti  i  circoli  ,  che  hanno  il  centro  nel  loro 
punto  di  concorso  :  ritornando  alla  figura  primitiva,  i  circoli 
inversi  di  questi  taglieranno  ortogonalmente  (§.  26*)  i  duo 
circoli  proposti.  —  Se  invece  i  due  circoli  dati  non  si  ta- 
gliano, prenderemo  il  centro  d'inversione  I  fuori  della  retta, 
che  unisce  i  loro  centri ,  e  nella  figura  derivata  otterremo 
due  circoli,  che  saranno  tagliati  ortogonalmente  dalla  retta 
dei  loro  centri,  la  quale  sarà  inversa  di  un  circolo,  che  ta- 
glierà ortogonalmente  {§.  26.)  i  due  circoli  primitivi;  questo 
circolo  passerà  pei  due  punti  K,  L,  che  sono  coojugati  ar- 
monici rispetto  a  ciascuuo  dei  due  circoli  proposti.  —  Gio- 
verà prendere  I  oel  punto  di  uno  dei  due  dati  circoli,  che 
ha  la  tangente  parallela  alla  retta  dei  loro  centri;  così  aalU 
figura  derivata  otterremo  una  retta  ed  un  circolo  ,  che  sa- 
ranno tagliati  ortogonalmente  dal  diametro  di  questo  perpen- 
dicolare a  quella;  questo  diametro  sarà  inverso  di  un  cir- 
colo, che  passerà  per  1  (§.  20.)  e  taglierà  ortogonalmente  i 
due  circoli  proposti.  Nella  figura  16  uno  dei  circoli  é  inverso 
di  sé  medesimo,  l'altro  ha  per  inversa  la  retta  fQ' ,  che  è 
tagliata  ortogonalmente  dal  diametro  R'S' ,  il  cui  inverso 
BSQ1  taglia  ortogonalmente  i  due  circoli  dati,  e  perciò  de» 
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tarmila  ralla  retta  dai  loro  centri  i  desiderati  punti    K,  L» 
Ogni  circolo  ohe  passa  per  questi  taglia  ortogonalmente  i  cir- 
coli dati* 

34.  Qual  V  l'inviluppo  dei  circoli)  che  tagliano  due  tirarti  doti 
«otto  angoli  pur  dati  ?  Supponiamo    in    1.*  luogo  che  i  dna 
circoli  dati  abbiano  i  due  punti  comuni  1,  L.  Col  l'in  versino* 
napello  al  centro  1  essi  si  ridurranno  (§.  20.)    a  due  rette 
che  si  tagleranno  in  !/•  In  questa  figura  derivata  i  circoli, 
che  tagliano  le  rette  sotto  i  dati  angoli  avranno  per  invilup- 
po {se  pur  ne  avranno  uno)  il  complesso  di  due  rette  passanti 
per  Lf.  Perciò,  tornando  alla  figura  primitiva.,  l'inviluppo  cori- 
cato sarà  il  complesso  di  due  circoli  passanti  per  le  due  in* 
tersezioni  I,  L.  — »  Supponiamo  in  secondo  luogo  che  i  cir- 
coli dati  non  si  taglino;  esisteranno  (§.  33.)  i  due  punti  K, 
L  conjugati-armonici  per  ciuscra  circolo.  Nella  figura  inversa, 
rispetto  a|  centro  d'inversione  K  avremo  due  circoli  (§.  22.) 
col  centro  comune  in  L',  e  se  abbiasi  un  circolo  che  li  tagli 
sotto  i  dati  angoli  se  ne  avranno  infiniti  tutti  eguali,  ed  il 
loro  inviluppo  sarà  costituito  dp  due  circoli  col  centro  V  . 
Perciò  tornando  alla  figura  primitiva  si  vede  che  l'inviluppo 
cercato  è  costituito  da  due  circoli  aventi  i  punti  coojugati- 
armonici  K,  L.  —  Sia  io  ui>  caso  che  nell'altro,  i  due  cir- 
coli proposti  e  i  due  dell'inviluppo  cercalo  hanno  il  medesi- 
mo sistaoa  dì  circoli  a  loro  ortogonali. 

35.  Tra  i  variatissimi  eserciti  che  possono  farsi  intorno 
.all'oso  dell'inversione  proporremo  i  seguenti:  1.°  Costruire  il 
luogo  geotpotrico  dei  ppoti  M,  le  cui  distanze  da  due  punti 
fissi  A,  B  hanno  il  rapporto  eguale  ad  IA  :  IB  ,  essendo  1 
pn  punto  dato,  che  si  prenderà  per  centro  d'inversione.  — 
2L?  Qoal'é  il  teorema ,  che  nasce  mediante  l' inversione  dal 
teorema  Pitagorico,  pel  quale  se  le  rette  AB  BC  si  tagliano 
in  B  ad  angolo  retto  é  (AB)3  -+-  (BC)?  n  (AC)a  ?  —  3.°  Si- 
v  nrihoeule  pel  teorema  che  net  quadrilatero  circoscrivibile  al 
circolo  la  somma  di  due  lati  «pposti  uguaglia  la  somma  degli 


1 
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altri  due  ?  —  4.°  Similmente  pel  teoroma  che  le  tre  altezze 
d'un  triangolo  si  tagliano  in  uno  stesso  punto  ?  —  5.°  Di- 
mostrare che  un  angolo  costante  MIN  ruotando  intorno  al 
suo  vertice  I  taglia  sopra  una  retta  AB  tali  porzioni  MN , 
che  è  costante  il  rapporto  MN  :  IM.  IN.  —  6.°  Trovare  il 
punto  X,  da  cui  le  rette  IB,  IG  sono  vedute  sotto  dati  an- 
goli; cioè  trovare  l'intersezione  di  due  cìrcoli  IBX,  ICX,  che 
tagliano  le  rette  IB  IG  sotto  dati  angoli.  Nella  figura  inversa 
si  avranno  duo  rette  ,B'X'  C'X' ,  essendo  IB'X'  =  BXI , 
IC'X'  =  CXI.  I  due  punti  B',  C  inversi  dei  B,  C  possono 
aversi  (§.  30.)  prendendo  IB'  =  1C,  IC  =  IB.  —  7.°  Dimo- 
strare che  un  circolo  che  taglia  ortogonalmente  un  altro,  ne 
taglia  i  diametri  armonicamente  (§.  21.).  Si  prenderà  il  cen- 
tro del  secondo  circolo  per  centro  d'inversione,  e  l'inversione 
si  stabilirà  in  guisa  che  i  punti  del  secondo  circolo  coinci- 
dano coi  loro  inversi;  sarà  facile  dimostrare  die  il  primo  cir- 
colo é  inverso  di  sé  medesimo. 

DALLE  VARIAZIONI  PERIODICHE 
DELL'AGO  MAGNETICO. 

MEMORIA 
DEL  P.  k.  SECCHI  D.  C.  D.  S. 

Dir.*  dell' oss.  del  coli.  Romano. 

In  tutti  i  problemi  di  fisica,  i  mutui  ravvicinamenti  sono 
sempre  una  sorgente  di  grandi  scoperte,  specialmente  in  quei 
fenomeni  in  cui  la  cagione  rimane  assai  oscura  e  complicata. 
Uno  di  questi  è  la  variazione  dell'ago  magnetico,  si  diurna 
che  annua,  la  quale  apparendo  manifestamente  connessa  col 
movimento  del  sole,  é  stata  più  volte  a  quest'astro  attribuita, 
ora  come  a  causa  diretta  considerandolo  come  corpo  magne- 
tico, ora  come  a  causa  indiretta  per  la  variazione  che  esso 
produce  nella  temperatura  terrestre.  Il  sig.  D.r  Muller  in  due 
memorie  publioate  nell'Ateneo  Italiano,  e  che  egli  gentilmente 
ha  favorito  di  inviarmi,  si  é  nuovamente  messo  ad  esaminare 
la  detta  corrispondenza  della  temperatura  e  della  variazione 
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magnetica,  e  non  solo  ne  fa  vedere  la  maina  relazione,  ma 
anche  propone  nnovi  strumenti  per  studiarla  in  avvenire. 
Leggendo  questo  scritto,  mi  è  sembrato  che  l'analogia  fosse 
spinta  un  poco  oltre  i  limiti  del  dovere  forse  tratto  in  errore 
da  un  metodo  grafico  meno  perfetto  che  esso  ha  adottato,  o  dal- 
la scarsezza  dei  materiali  che  egli  avea  a  sua  disposizione  e  che 
principalmente  si  riducevano  alle  osservazioni  di  Àrago,  di 
Quetelet  e  a  quelle  che  trovansi  citate  da  KaemU  (vedi  mem. 
del  dott.  Muller  pag.  7).  Non  pare  che  esso  abbia  preso  a 
discutere  i  giganteschi  lavori  eseguiti  io  questi  ultimi  anni 
in  tanti  e  sì  ben  forniti  osservatorii  magnetici  sparsi  su  tutto 
il  globo  e  specialmente  di  quelli  eretti  a  spese  del  governo 
Inglese,  i  cui  lavori  sono  stati  publicali  e  discussi  dal  col. 
Sabine  in  9  grossi  volumi  publicati  a  spese  del  medesimo  go- 
verno. Talché  il  dott.  Muller  dice  pag.  2  che  in  mancanza 
di  lunghe  osservazioni  e  di  dati  sicuri  si  ottennero  finora  ri- 
sultati poco  soddisfacenti. 

Per  supplire  adunque  al  silenzio  del  dotto  autore  e  in- 
sieme per  completare  la  notizia  de'  fatti  relativi  a  questo 
ramo  di  scienza,  che  anche  nei  più  accreditali  corsi  trovasi 
molto  imperfettamente  esposto,  ho  creduto  far  cosa  utile  alla 
scienza  l'esporre  brevemente  il  fatto  e  trovato  finora*  Se  non 
che  nell'atto  di  coordinare  questi  lavori  mi  é  venula  scoperta 
una  legge  importante  mediante  la  quale  i  fatti  tutti  ven- 
gono ridotti  ad  una  semplicissima  teoria.  Tanta  semplicità  di 
leggi  in  una  serie  di  fenomeni  in  apparenza  sì  irregolari,  mi 
ha  confortalo  a  publicare  questo  lavoro,  il  quale  naturalmente 
avrà  tre  parti. 

l.°  La  esposizione  slorica  di  quello  che  si  è  fatto  per 
studiare  le  variazioni  del  magnetismo  terrestre: 

2.°  La  esposizione  delle  conseguenze  e  leggi  dedotte: 

3.°  La  discussione  delle  ipotesi  finora  proposte  per  spie- 
garli. 

Spero  che  questo  lavoro  riuscirà  grato  ai  lettori,  perchè 

Armali  di  Scienze  Mot.  e  Fis.  T.  V.  luglio  1854.  17 
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le  sorgenti  alìe  quali  foHunatattiénte  mi  (roVo  di  potere  at- 
tingere, se  non  sodò  tolte  le  possibili ,  almeno  éòno  le  M- 
gflori,  e  per  giunta  tali  che  non  sono  a  disposizTònte  di  tutti. 

Di  più  interessa  troppo  bgjgidi  che  tanto  mòltipffièansi  le 
osservazioni  e  i  lavori  ili  ogrti  geriere  ,  che  siano  diffltòi  e 
conosciuti  i  lavori  classici  fatti  Shora  ;  onde  non  perdere 
il  tèmpo  e  la  fatica  in  rifare  qubllb  che  è  stato  fatto  già  da 
altri.  Egli  é  difficile  oggidì  che  Uno  èia  a!  glorilo  ai  ittttó 
ijuel  che  si  è  intrapreso  nei  varii  rami  ééie'fttitict ,  e  perciò 
il  far  conoscere  a  qual  livèllo  òggi  sia  la  scienza  anche  in 
uno  solo  è  cosa  malagevole,  ma  par  necessaria  per  non  fi- 
tornare  indietro. 

PARTE  I. 

Breve  esposizione  storica  'dei  lavori  intrapresi  per  io  studio 

delle  variazioni  Magnetiche. 


Nello  stadio  dei  grandi  problemi  di  fisica  terrore,  Vft!i4Tfe 
è  il  presente,  lo  zelo  e  l'attività  di  un  feólo  osservatore  sono 
affatto  Insufficienti,  non  solo  per  la  moltitùdine  dei  dati  che 
richiedono,  ma  ancora  per  le  ossèrvaziohi  che  si  devono  fare 
simultaneamente  in  paesi  diversi  del  fcVòb'o,  e  JtéWflò  diven- 
tano indispensabili  le  società  scientìfiche,  e  talora  anch'e'&ì'e&ìgb 
una  attiva  cooperazione  dei  governi  che  diano  protezióne  e 
mezzi  per  condurre  a  Gne  tali  costose  WcehAe.  Ftno  dall'afo- 
no 1761  le  osservazióni  di  Cassini  Tn  Frància  ,  di  "Gìl^rn  m 
Inghilterra,  ripetute  in  Roma  nel  1762  dal  t\  k&lè'pi  avea- 
no  fatto  vedére  che  l'ago  ha  una  variazióne  diurna,  e  quest* 
ultimo  avea  anche  sospettato  una  variazione  adnùa.  Ma  cjueiti 
lavori  staccati  potevano  essere  di  poco  frutto  Ufo  Scienza.  Il 
confronto  delle  osservazioni  co'rtispondèfiti  Ih  diVeitèi  putiti 'Ael 
globo  aveano  fin  d'allora  prodótto  scoperte  assai  importanti.  Nel 
1741  Celsius  in  Svezia,  e  Graham  in  Londra  tara 'una  serie  di 
osservazioni  corrispondenti  concordate  tra  di  loro, scoprirono  la 
simultaneità  delle  grandi  perturba ziònri  inàgtietiche  in  diversi 
punti  dici  globo.  Scoperta  la  quale  Ita  io  dimenticanza,  fu  nuo- 
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vartieitfe    trovata  per  le  osservazioni  pur  simultanee  falle  a 
Parigi  da  Arago  e  quelle  fatte  da  Kupffera  Kasan  nel  1825. 

L'illustre  Barone  Alessandro  de  Humboldt  intraprese  nel 
1806,  prima  da  sé  solo,  poi  in  concerto  con  altri  una  serie  di 
osservazioni  perpetue  per  certi  giorni  dell'anno.  Consistevano 
esse  in  osservare  l'ago  ogni  5  minuti  nei  giorni  del  solstizio 
e  degli  equinozi.  Oli  apparati  de  quali  si  servivano  questi  pri- 
mi osservatori  erano  diversi  per  ciascheduno.  Humboldt  usava 
un  collimatore  magnetico  di  Prony.  Arago  una  bussola  di 
Gambey*  Queste  diversità  naturalmente  dovea  indurre  delle 
anomalie.  Ciò  non  ostante  le  perturbazioni  erano  troppo  sen- 
sibili per  poter  afuggire  :  e  infatti  la  simuUantHà  delle  per* 
turbazioni,  e  U  p&raUelisfno  del  moto  dell'ago  subito  si  mani- 
festarono a  Berlino,  a  Parigi,  e  nelle  miniere  di  Freyberg  a 
66  mètri  di  profondità  (Humbodt,  Gosmos  p.  511  nota  66).  Fu 
nel  1832  al  1836  che  avendo  Gauss  rivolto  le  sue  dotte  ricerche 
alla  teoria  del  magnetismo  terrestre  forni  la  scienza  di  nuovi 
metodi  di  osservare,  e  di  nuovi  strumenti  che  hanno  fissato 
un'  era  utova  nella  scienza  e  reso  uniforme  lo  studio  di  essa. 
Allora  si  organizzò  una  società  di  osservatori  indefessi  ohe 
ad  epoche  determinate  si  occupavano  ad  osservare  al  mede- 
simo istante  preciso  di  tempo  in  varii  luoghi  del  globo  l'an- 
damento dell'ego.  L'osservatorio  magnetico  di  Gottinga  di- 
venne tipo  di  tutti  .gli  stabilimenti  di  questo  genere  ,  e  iu 
tutti  ai  facevano  le  osservazioni  al  tempo  di  Gottinga  per 
uniformità  di  computo,  coll'esattezza  delle  osservazioni  astro- 
nomiche. Le .  prime  conclusioni  dei  nuovi  metodi  di  osservare 
furono  'importantissime.  In  mezzo  alle  molte  irregolarità  ohe 
presentavano  le  osservazioni,  rilevavansi  molte  leggi  generali» 
Fu  confermata  la  simultaneità  di  perturbazione  in  paesi  as- 
sai disUoti*  l'influenza  delle  aurore  boreali  scoperta  da  Ara- 
go, quella  delle  stagioni,  e  delle  varie  ore  del  giorno.  Per 
più  particolarità  vengasi  la  memoria  che  H  celebre  Gauss 
pubblicò  su  «quesito  soggetto  come  rendiconto  dell'operato  fino 
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allora,  riprodotta  in  inglese  nelle  Memorie  ScienU  di  Taylor, 
Voi.  IL  p.  I.  ari.  IL 

Per  l'imperfezione  degli  strumenti  erasi  limitato  da  principio 
Io  studio  principalmente  alle  declinazioni,  ma  presto  si  conobbe 
l'importanza  di  conoscere  le  variazioni  degli  altri  elementi  ma- 
gnetici, la  inclinazione  cioè  e  la  intensità.  Già  il  celebre  Hum- 
boldt ed  Hansteen  ed  altri  facendo  oscillare  gli  aghi  magne- 
tici di  inclinazione  e  di  declinazione  aveano  tentato  di  mi- 
surare la  forza  magnetica  in  punti  della  terra  assai  lontani. 
Ma  fu  solo  nel  1833' che  Gauss  diede  un  metodo  sicuro  da 
determinare  la  intensità  assoluta  del  magnetismo  terrestre  , 
nella  memoria  intitolata  Intensità*  vis  magtuticae  ad  absoltUam 
mensuram  revocata.  Gott.  1833.  Operetta  immortale  che  ri- 
dusse il  magnetismo  ad  una  scienza  esalta.  Il  medesimo  Gauss 
assistilo  da  Weber  inventò  il  magnetometro  bifilare  e  la  sua 
teoria,  e  si  costruirono  apparati  analoghi  a  quelli  della  de- 
clinazione per  misurare  le  variazioni  di  intensità  tanto  oriz- 
zontali che  verticali,  e  della  inclinazione  dell'ago. 

Questi  apparati  furono  costruiti  sqi  di  un  principio  diffe- 
rente dai  conosciuti  fino  allora. 

Questo  consiste  in  attaccare  un  piccolo  specchio  alla  sbarra 
magnetica,  e  guardare  in  esso  con  un  telescopio  la  imagine 
riflessa  di  una  scala  graduata  posta  sotto  l'obiettivo  del  te- 
lescopio medesimo.  La  precisione  che  si  poteva  avere  osser- 
vando a  questo  modo  era  analoga  a  quelle  delle  osserva- 
zioni astronomiche,  potendosi  ingrandire  quasi  indefinitamente 
i  movimenti  senza  che  I'  osservatore  potesse  colla  sua  pre- 
senza perturbare  in  minima  guisa  V  andamento  delle  sbarre 
calamitale» 

Ma  fino  a  quell'ora  le  indagini  erano  state  ristrette  a  po- 
chi centri  ,  e  la  vastità  del  problema  non  poteva  risolversi 
con  tali  dati.  L'estensione  intera  di  tutta  V  Europa  non  che 
della  piccola  parte  di  essa  che  abbracciavano  tali  osservato- 
rii,  era  troppo  poca  cosa  in  confronto  della  superficie  ter- 
restre.   Per  conoscere  il  problema  in  tutta  la  sua  grandei- 
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za  era  necessario  di  stabilire  molti  di  tali  centri  di  osser- 
vazione in  più  punti  della  terra  ,  e  fare  in  essi  una  accu- 
rata determinazione  degli  elementi  magnetici  costanti  ,  e 
delle  loro  variazioni.  Ma  qui  le  associazioni  scientifiche  non 
bastavano,  si  richiedeva  che  i  governi  stessi  somministras- 
sero protezione  e  mezzi  per  tale  istituzione.  Una  prima  pro- 
posta fatta  da  Humboldt  medesimo  all'accademia  di  Pietro- 
burgo nel  1819,  e  da  esaa  presentata  all'Imperatore  fu  co- 
ronata da  un  felice  successo.  Si  stabilirono  pertanto  in  di- 
versi punti  dell'  Impero  Busso  varii  osservatori!  magnetici 
forniti  d'opportuni  strumenti,  e  fino  in  Gina  sotto  la  protezio- 
ne russa.  Una  parte  del  nostro  emisfero  veniva  cosi  ad  es- 
sere abbastanza  esplorata,  ma  se  non  scarsi,  questi  punti  era- 
no ancora  troppo  concentrali,  e  troppo  limitata  la  superficie 
in  cui  erano  disseminati. 

Perciò  il  medesimo  celebre  scienziato  secondato  dalla  As- 
sociazione Britannica  pel  progresso  delle  scienze,  e  dalla  So- 
cietà B.  di  Londra  fece  istanza  al  governo  Inglese,  che  vo- 
lesse contribuire  a  tali  importanti  ricerche,  essendo  esso  forse 
il  solo  che  per  l'interesse  che  ne  poteva  provenire  alla  navi- 
gazione dovesse  esserne  grandemente  interessato,  e  pei  varii 
centri  di  dominazione  sparsi  su  tutto  il  globo  potesse  som- 
ministrare ne' suoi  dominii  i  punti  indicati  come  i  più  im- 
portanti. L'alacrità,  la  prontezza  e  la  liberalità  con  eui  quel 
governo  secondò  lo  proposte  di  quell'illustre  scienziato  sono 
una  prova  non  meno  della  stima  che  aveano  per  lui  ,  che 
dell'importanza  del  problema  (Y.  Sabine  Ossei v.  di  Toronto 
T.  I.  Introd.  pag.  10). 

A  Dublino  e  a  Greenwieh  vennero  immediatamente  eretti 
due  osservatori!  magnetici  completi  uno  sotto  la  direzione 
del  dott.  Llbyd  l'altro  del  sig.  Airy.  Per  fé  stazioni  lontane 
il  governo  a  sue  spese  fece  costruire  quattro  osservatore  ma- 
gnetici e  meteorologici  forniti  di  tutto  punto  nei  luoghi  in- 
dicati da  Humbolt  e  confermati  da  Herschel,  Airy  e  Sabine  co- 
me i  più  importanti  per  la  scienza  ,  ed  i  più  opportuni-  a 
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rilevare  la  legge  dei  fenomeni.    Furono  essi  scelli  io  modo 
che  si  avesse  io  essi  molta  varietà  di  intensità   magnetica  , 
ed  una  posizione  opposta  rapporto  ai  poli  ed  all'equatore  ma* 
gaelico  e  geografico. 

Il  primo  fu  stabilito  a  Toronto  nel  Canada  ,  I'  altro  alla 
terra  di  Van  Diemeà  (alla  punta  più  meridionale  della  Nuova 
Olanda)  nell'emisfero  Sud  nell  Australia  ;  questi  due  punti 
furono  preferiti  perchè  assai  vicini  ai  punti  di  massima  in- 
tensità magnetica,  e  inoltre  essendo  quasi  antipodi  l'uno  ali1 
altro  erano  eminentemente  propri!  a  mostrare  la  differenza 
che  la  opposizione  delle  stagioni  nei  due  emisferi  introduceva 
nelle  variazioni  (*). 

Il  terzo  fa  eretto  al  Capo  di  Buona  Speranza  come  la 
punta  più  meridionale  del  continente  Africano  luogo  importante 
per  le  notabili  variazioni  che  ivi  subiscono  gli  elementi  ma- 
gnètici. Il  quarto  finalmente  a  Sant'Elena  come  ponto  collo- 
cato fra  i  tropici  poco  distante  dall'  Equatore  magnetico  e 
terrestre,  e  dai  punti  di  minima  intensità. 

Il  sistema  di  osservazioni  che  fu  in  essi  stabilito  nel 
grado  più  alto  che  potesse  esigere  la  scienza  e  tale  da  poter 
formare  un    vero  monumento   alla   posterità.  Gli  strumenti 


(')  Ecco  il  quadro  delle  posizioni  geografiche  degli  elementi 
gnatici  di  questi  osservato  ri  i  coll'aggiunta  di  quello  di  Makersloon. 

Nome  Latit.  Geog.    longìt.  da  Greew.     Deci.  mag.     Inclinazione 

^ud&)  43#  39'Nord     T9°  fi'm  Wert-       i#  **'  w  +75*  «Nord 
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^&n?     5'5    3JLN-  2  30'    E"  2?     30.  W. -MI  16.  N. 


(  263  ) 
erano  tutti  delle  maggiori  dimensioni  e  della  massima  preci- 
sione, non  solo  per  la  declinazione,  ma  anche  per  la  inoli- 
«^azione ,  e  intensità ,  e  consistevano  in  nn  deqlinometrQ  di 
gr^pdi  dimensioni,  in  a?  magnetometro  bifilare  per  la  forza 
ori??onta|pj  ip  una  bussola  di  inclinazione;  nell'inclinometro 
4ifTefen£Ìa(e  a,  Jùlapcia,  e  inoltre  una  serie  di  altri  stridenti 
<}}  jqp)no|b^o  e  di  mjpor  qiole  pqr  sppplire  ai  maggiori  e  per 
determinar?  (p  cqstanti  del  magnetismo  di  tanto  in  tanto  senza 
tqcfjup  j)i  granai  m$gnetj,  cai  l'psperieqza  avea  insegnato 
nqu  doversi  spostar?  gia,pupai.  Tatti  questi  sgomenti  forniti 
di  jqi<?rosoppii  ovvero  di  specchi  0  di  collimatori  e  osservati 
a  distanza  coi  cannocchiali  per  noi)  turbarne  lezione. 

GU  psseryatprii  furono  costruiti  in  luogo  aperto  q  tatti  di 
lpgPQ  s^pza  chiodi  di  ferro,  con  gli  opportuni  strumenti  estro- 
nomici  per  determinare  il  tempo  preciso  coll'esattszfa  male- 
malica.  Unitj  *  questi  una  serie  completissima  di  strumenti 
iqeteoroJogici  consultati  ogni  volta  contemporaneamente  ai  ma- 
gnetici, e  consistenti  nel  termometro,  psicrometro,  pluviometro 
anerappelro,  anemoscQpio  ec.  Inoltre  vaniva  fatta  di  tanto  in 
tanto  pna  prepfsa  determinazione  degli  elementi  costanti,  e 
de'<Jati  di  riduzipnp,  come  sono  torsione  del  fijo,  coefficiente 
di  variazione  di  iqtensiti  rapporta  .a,  Ila  temperatura  creile  sbar- 
re, aJKazimpt  dplle  pure  ec.  . 

I\  K^plicp  qp^rp  cl)e  stfapjp  facendo  pop  può  9  meno  dj 
sprprepjferp  l'aoirpo  del  lettore,  e  sj  può  assicurare  pbe  mai 

per  I9  stadio  di  nesspn  fenpjpenq  fpico  fa  ipjraproso  sistema 
fi \>s?pry azioni  di  pip  spesa  e  fatipa.Tpfti  qupsti  osservatori!  do- 
veano  agire  sifppltaneampnlp  e  fare  le  Ipro  pss^ryazjopi  da  pri- 
fu$  f  4  °8F"  duP  9fe?e  PQSC)a  si  fissò  jche  venissero  falle  ad  ogni 
0171  precisa  di  tempo  medio,  e  che  ipoltre  fodero  gli  ptrunjeptj 
osservaci  di  5  ip  5  ipjnpti  ajmeop,  ogpi  qualvolta  fi  riwnosc*fi$p 

qualche  pertprbazione  straordinaria  nell'ego  Q  nell'atmosfera. 
Perchè  tal  serie  di  ossqrvaziopi  venisse  portata  avanti  con  quella 

precisione  che  si  dovea,  fa  organizsato  un  servizio  ad,u*9 

fluii  tare   nel   qneje  suqced^dpsi  «1  terq« t^v pqiAPJL^  giórno  9 
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notte  gli  osscrvatori,mai  le  serie  non  restavano  interrolte.Si  ebbe 
inoltre  eura  di  sciogliere  gli  osservatori  tra  i  più  capaci  del 
corpo  di  Artiglieria  preferendo  sempre  quelli  che  più  gusto  e 
trasporto  mostravano  per  tale  opera.  Oltre  un  Capitano,  sopra- 
stante direttore  e  altri  quattro  ufficiali  almeno,  e  due  soldati 
formavano  il  corpo  delle  persone  destinate  alle  osservazioni.  La 
serie  di  tati  osservazioni  fu  condotta  per  più  anni  continui 
dove  più  dove  meno,  ma  in  nessun  luogo  non  meno  di  5  anni. 

Se  si  considera  la  qualità  degli  stromenli,  il  sistema  di  distri-* 
buzione  degli  osservatori!  ,  e  sopralulto  il  carattere  morale 
della  nazione  costante  ed  assidua  nel  portare  a  Gne  con  pun- 
tualità le  risoluzioni  prese,  non  si  potrà  a  meno  di  riconoscere 
che  se  vi  era  legge  che  potesse  riconoscersi ,  questa  volta 
cèrtamente  si  sarebbe  avelata,  e  che  questi  dati  meritano  una 
completa  fiducia  su  cui  basare  una  seria  discussione. 

Ma  la  mole  indigesta  di  cifre  sono  sempre  di  poco  profitta 
alla  scienza,  e  restano  d'ordinario  un  ingombro  inutile  nelle  li- 
brerie e  negli  archivii  se  non  vengano  ridotte,  esaminate  e  di- 
scusse. Questa  seconda  parte  del  lavoro  non  meno  forse  faticosa 
della  prima,  e  che  riebiedea  più  capacità,  fu  affidata  ancor  essa 
alla  cura  del  Gol'.  Sabine,  e  sotto  la  sua  direzione  furono  fatti 
i  calcoli  numerosi  delle  riduzioni,  ne  sono  publicati  finora  nove 
volumi  in  4.°  grande  che  vennero  liberalmenta  distribuiti  ai 
varii  osservatori!,  l'ultimo  di  quali  fu  recentemente  publicato 
nel  1853.  Oltre  i  calcoli  numerici  il  Gol.  Sabine  ha  dato  nel- 
le introduzioni  dei  diversi  volumi  molle  costruzioni  grafiche 
delle  variazioni  di  ciascun  luogo  determinato  e  messi  talora  a 
confronto  i  risultati  dei  varii  luoghi  per  dedurne  le  più  im- 
portanti conclusioni.  Il  tutto  eseguito  con  una  sorprendente 
sagacità,  e  insieme  con  somma  riserva  di  ipotesi  teorica  (cosa 
difficile  in  questa  materia)  ma  strettamente  richiesta  ove  trat- 
tasi di  fissare  i  dati  fondamentali  di  una  scienza.  Siccome 
questo  lavoro  è  il  più  esteso  di  quelli  finora  pubblicati  in 
punto  di  riduzioni,  e  il  più  importante  perla  distribuzione 
geografica,  cosi  questo  sarà  il  nostro  principal  punto  di  par- 
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tenza  per  dedurne  i  risaltati.  Non  trascurermo,  però  anzi  spes- 
so metteremo  a  contribuzione  anche  i  Itfvori  fatti  negli  altri 
osservatori!  magnetici,  e  sopratutto  quelli  fatti  nell'Osservatorio 
Magnetico  eretto  a  proprie  spese  a  Makerstoun  in  Scozia  dal 
Bart.  Sir  Tb.  Mac  Dougall  Brisbane  e  ridotte  dal  Sig.  Allan, 
lavoro  prezioso  perché  fatto  espressamente  collo  scopo  di  ve- 
dere se  i  corpi  celesti,  e  sopratutto  la  Luna  aveano  influenza 
sali*  ago.  I  lavori  e  le  pubblicazioni  di  Russia  sonò  ancor 
essi  importantissimi,  perché  fatti  in  osservatore  formati  sul 
medesimo  sistema  inglese,  e  pubblicati  ora  regolarmente  dal 

•  

1841  in  poi  sotto  la  cura  del  Sig.  Kupffer  direttore  dell'os- 
servatorio centrale  fisico  delle  miniere  di  Russia.  Essi  for- 
mano un  corpo  di  oltre  a  20  volumi,  e  il  solo  rendiconto  dell' 
anno  1852  contiene  i  risultali  degli  osservatori!  magnetici  e 
meteorologici  di  Pietroburgo,  Caterioburgo ,  Barnaul,  Nertc- 
hinsk  ,  Sitka  ,  oltre  un  immenso  numero  di  dati  registrati 
nei  precitati  volumi  che  si  pubblicano  sotto  il  titolo  di  Annua*- 
re  magneiique  et  meteorologique  du  carpe  dee  ingenieurs  dee  mi- 
nes.  S.  Peter sbourg,  che  danno  tutte  le  osservazioni  fatte  nell' 
impero  Russo  e  in  Pechino. 

Aggiungansi  a  questo  i  molti  osservatori!  magnetici  stabiliti 
nella  Germania,  nell'Ofanda  e  Svezia;  le  osservazioni  fatte  per 
moltissimi  anni  a  Parigi  da  Arago,neli'America  da  Gillis  e  altri, a 
Bombay  a  spese  della  Compagnia  delie  Indie  e  le  molte  osserva- 
lioni  fatte  e  raccolte  dall'infaticabile  ed  ingegnoso  Qoetelet  in- 
serite negli  Atti  dell'Accademia- e  dell'osservatorio  diBruselles, 
e  si  vedrà  che  forse  non  vi  é  ramo  di  scienza  fisica  nel  qnale 
ai  siano  fatte  più  laboriose  e  copiose  ricerche  di  questo.  Una 
buona  parte  degli  osservatori!  magnetici  qui  citati  specialmente 
quelli  delle  colonie  inglesi,  sono  ora  fuori  di  attività,  ma  i 
frutti  raccolti  restano  e  sarà  difficile  fare  per  l'avvenire  più  di 
quello  che  si  é  fatto  finora ,  o  almeno  che  riesca  più  utile. 
Anzi  una  savia  e  intelligente  economia  richiede,  che  prima  si 
tiri  dai  dati  ottenuti  tutto  quello  che  si  può  avere,  onde  ri- 
conoscere quale  direzione  debba  darsi  alle  nuove  indagini, 
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Fino  che  arrivi  tal  epoca,  in  cai  siano  osanti  i  4ati  otte- 

nati  dalla  osservazione,  e  $i  riconosca  la  necessità  di  nuow 
ricerche  pel  progresso  della  scienza,  bastono  pochi  cenili  qu^ 
e  là,  e  in  questo  slesso  momeuto  molli  ne  sussistono ,  i|  più 
imponente  degnali  è  quello  di  Green  wich.  Il  suo  sistema  di 
osservasene  per  registro  fotografico  é  il  seta  ohe  ponsp  fedel- 
mente e  pienamente  illuminare  nel  labirinto  delle  variazioni 
magnetiche.  Accennerò  in  che  consiste  questo  apparecchio  elio 
già  lavora  dal  4847  in  poi,  e  to  descriverò  quale  è  registrata 
nel  Tomo  delle  osservazioni  meteor.  di  Gveenwich  pai  1$47, 
e  quale  io  lo  vidi  nel  184$  per  favore  dei  Sigg.  Àif y  e  Gfoi- 
sher.  L  osservatorio  magnetico  é  eretto  in  un  giftrdiQQ  attiguo 
all'Osservatorio  Astronomico,  e  gli  strumenti  di  ani  si  notane* 
fotograficamente  gli  andamenti  sono  il  declinoinetro,  il  magne- 
tometro bifilare,  e  l'inclinometro  *  bilancia;  inoltre  per  le  os- 
servazioni meteorologiche,  il  barometro  e  il  termometro  secco 
ed  umido  del  psicrometro  sono  registrati  al  modo  medesimo* 
Ma  per  dire  qui  solo  dei  magnetici,  il  principio  di  regista* 
ò  questo.  Ad  ogni  sbarra  magnetica  é  annesso  uno  specchietto 
che  riceve  per  una  apertura  i  raggi  di  un  lume  a  gas  pas- 
sato nel  vapor  di  nafta  per  renderne  la  fiamma  più  efficace. 
Lo  specchietto  riflette  questi  raggi  sopra  una  lente  In  quale 
li  concentra  in  un  punto  loci<)o  sopra  uoa  carta  fotografica. 
Questa  carta  è  avvolta  attorno  ad  un  cilindro  il  quale  è 
mosso  da  un  orologio  ,  e  fa  il  suo  giro  in  12  ore,  ed  ha 
l'asse  di  rotazione  parallelo  a  quella  linea  che  colla  sua  oscil- 
lazione tende  a  tracciare  il  raggio  riflesso  dallo  specchio  deli- 
Pago  magnetico,  quando  vibra. 

A  qualsiasi  miniipa  oscillazione  che  concepisca  V  figo  ,  il 
raggio  riflesso  muta  posto  sulla  carta,  vi  £a  la  sua  impressio- 
ne ,  e  componendosi  questo  movimento  dell'  imagine  riflesse 
col  moto  di  rotazione,  ne  nasce  una  curva  di  cui  le  ordinale 
rappresentano  le  intensità  delle  variazioni,  e  le  escisse  i  tempi 
delle  medesime.  Se  gli  aghi  siano  molto  perturbali  la  carta 
si  camhia  egei  13  ore  «e  no  si  fanno  tracciare  due  curve 
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sul  medesimo  foglio.  Per  avere  punti  fissi  da  cui  contare  i 
tempi  e  una  base  da  coi  contare  le  ordinate,  vi  è  un  secondo 
lume  che  mandando  i  raggi  direttamente  sulla  carta  vi  traccia 
una  linea  retta  che  si  prende  come  asse  delle  ascisse»  e  delle 
piccole  interazioni  fatte  uella  curva  e  nella  base  di  tanto  in 
tanto  coll'intercettare  la  luce,  danno  i  punti  di  partenza  per 
contare  i  tempi  senza  errore  e  indipendentemente  dalle  irre- 
golarità possibili  dell'orologio  motore. 

I  fogli  su  coi  sono  tracciate  queste  curve  sono  fissati  coi 
noli  processi  fotografici}  e  si  conservano  diligentemente,  e  da 
essi  poi  si  cavano  con  acconcie  scale  di  riduzione  i  dati  nu- 
merici che  publicansi  nei  volumi  delle  osservazioni.  Una 
raccolta  così  vistosa  di  osservazioni  non  può  a  meno  di  non 
riuscire  ad  essere  eminentemente  profittevole.  Però  la  scienza 
ne  aspetta  con  impazienza  una  rigorosa  discussione.  Le  irrego- 
larità apparenti  che  specialmente  negli  osservatori!  setten- 
trionali sono  moltissime  svaniranno  eoi  moltiplicare  le'osserva- 
ziooi,  e  quantunque  a  primo  aspetto  paiono  disanimare  pure 
Vedremo  che  prendendo  un  buon  fillodi  guida  anche  in  questa 
materia  trovasi  tutto'  fatto  in  numero  e  misura  (*). 

Da  questo  quadro  che  rapidamente  ho  tracciato  del  fattp 
finora  per  istudiaro  variazioni  del  magnetismo  terrestre,  ap- 
parirà chiaro  a  ciascuno  che  osservazioni  non  mancano  ,  e 
quelche  e*  più  esse  sono  fatte  sistematicamente  e  con  costanza 
straordinaria  ,  dirette  coi  lumi  aqutstati  da  una  sperienza 
anteriore,  e  con  istruiscati  senza  eccezione,  onde  conclude- 
mmo che  se  anche  in  qualche  luogo  si  avessero  risultati  op- 
posti alle  leggi  dedotti  da  uqa  massai  così  imponente  di  dati 
che  arrivano  a  parecchi  milioni,  dovrebbero  esse  attribuirsi  o 
a  vizio  di  istrutnenti  o  a  difetto  di  osservazione  o  di  metodo 
di  riduzione,  e  finalmente  a  qualche  causa  locale.  Ma  vedre- 
mo come  le  osservazioni  fatte  finora  mirabilmente  cospirino 
a  fissare  molle  leggi  generali  che  esporremo  nell'articolo  se- 
guente. 

(*)  Il  solo  nominare  tutti  gli  osservatorii  magnetici  isti  litui  ti  finora  sareb- 
be stato  troppo  lungo  e  per  me  impossibile   che  non    tutti  li  conosco  :  perciò 
basti  il  cenno  dato  di  sopra.  Meritano  però  speciale  mensioae  i  lavori  fatti  dal 
Dottor  Lamont  a  Monaco,  quelli  di  Kreil  a  Praga,  quelli  di  Brman,ed  Hansteen. 
In  Italia  uno  dei  più  attenti  osscrratori   di  questo  genere  è  il  Sig.  Colla  a  panna. 
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INTORNO  AD  DNA  NOTA  PROPRIETÀ'  DI  ALCUNE 
EQUAZIONI  ALLE  DERIVATE  PARZIALI. 

NOTA 
DEL  MG.  PROP    FRANCESCO  BRIOSCHI 


Una  equazione  alle  derivate  parziali  dei  secondo  ordine 
p.  e.  la  : 

(1)  r-^A5-f-Rf-+-C  =  0 


***  •      .      •       . 

nella  qnale  r=-— -   ec;  può  in  alcuni  casi  non  ammettere 

óx 
'una  equazione  alle  derivate  prime  parziali  che  la  soddisfaccia. 
JÉ  questa  una  proposizione  notissima  ai  geometri,  la  quale 
ci  valse  i  metodi  di  Laplace,  Legendre  ec.  per  l'integrazione 
delle  equazioni  alle  derivate  del  secondo  ordine  senza  far 
uso  delle  primitive  di  un  ordine- inferiore.  Ed  anche  la  ra- 
gione di  questo  fatto  è  evidente  ,  giacché  il  valore  della  z 
dato  dalla  primitiva  generale  può  essere  di  tal  forma  ,  che 
non  sia  possibile  I*  eliminare  da  esso  e  da  quelli  delle  sue 
derivate  prime  parziali,  una  delle  funzioni  arbitrarie  che  com- 
pongono la  primitiva  generale. 

Fra  le  equazioni  per  le  quali  verificasi  questa  proprietà 
trovasi  la  : 


2) 


X 


Paoli  e  Lacroix  mostrarono  come  questa  equazione  non  am- 
metta primitiva  alle  derivate  prime  parziali  considerando  che 
la  sua  primitiva  generale  : 

*  =  ?{y  -+-  *)  •+-  <P(y  —  *)  —  *C?>'(y  ■+■*)  —  *'(y  —  *)] 

è  di  tal  forma  che  per  essa  verificasi  la  proprietà  enunciata. 
Il  Prof.  Rordoni  alla  pag.  191  del  T.°  2.°  delle  sue  Le 
zioni  di  Calcolo  Sublime  arriva  al  medesimo  risultalo  senza 
far  uso  della  primitiva  generale,  il  che  è  di  grande  vantag- 
gio come  è  facile  a  concepirsi.  Richiamo  brevemente  il  pro- 
cesso del  Rordoni. 
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Indicando  f[x,  y,  *,  />,  q)  =  0  una  primitiva  della  (1),  la 
funzione  f  deve  soddisfare  o  la  prima  e  la  terza  ,  o  la  se- 
conda e  la  terza  delle  equazioni  seguenti: 

r  (?)  -  *f<P) = °      fw  -  ww = ° 

TJr^rw  -^m)-*-  jfò(ny)  -+-  frw)-  c«  o 

posto: 

M  =  -i(A  -+■  |/(A'  -  4B))      N  =  i  (a-V(A'-4B)) 

Applicando  queste  forinole  alla  (2)  dalla  prima  si  ha  : 

f=p  +  q  -f-  <p(x,  y,  z)  =  0 
pel  quale  valore  la  terza  diventa  ; 

rf*)  -  ?'(y)  -»-9  ?'(*)  H-  2p(?'(.)  -*-  -)  =  0 
da  cui  : 
?  =-  ±  -+■  X(*,af) .         V(x)  -  *'(»)  -  4  -+-*  =  0 

all'  ultima  delle  quali  non  può   soddisfarsi  colla  X  funzione 
delle  sole  x,  y. 
La  seconda  dà  : 

f=P  —  J  "+■  A(*>  »>  *)  =  ° 
per  la  quale  la  terza  diventa: 

A'(x)  -+■  A'(y)  -+-  AA'(z)  +  2/>(  A'(z)  -H  ^)  »  «  i 
e  quindi 

A  =  -  -  H- »(x,  ») ,         J-W  +  J-W-7+^0 

JC  Su  X 

impossibile  a  soddisfarsi  colla  5  indipendente  dalla  x.  Ne 
risulta  che  la  (2)  non  ammette  primitiva  alle  derivate  del 
primo  ordine. 

Se  la  equazione  proposta  ad  integrarsi  fosse  la  : 

13)  r-$+&  = 

x 
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la  prima  e  la  terza  danno  : 

f  =  4"  +.X(*.  9)        *'(*)  -  V(y)  4- 1  »  0 
•  la  seconda  e  la  terza  danno  : 

A  =  ^  •+■  «(a,  y)        o»  -+-  «'fy)  ■+-  —  =  0 

X  X 

quindi  le  primitive  alle  derivate  del  primo  ordine  della  (3) 
sono  : 

*  h-  <My  -t-  *) 


a> 


=  0 


p_?-f. =  u. 

a? 

La  primitiva  generale  é  la  : 

14(3/  -4-  x)  —  t>(y—  j:) 

X 

A  quelle  due  primitive  alle  derivate  prime  si  giunge  breve- 
mente osservando  che  la  (3)  si  può  scrivere  sotto  le  due  se- 
guenti forme  : 

[  *(/>-*- q)  -+- O1  -  C  *(F -H  J)  ■+- «3,  —  0 

La  (2)  non  potrà  ammettere  analoghe  trasformazioni. 

Pavia,  luglio  1854. 

NUOVA  NOTA  SULLA  PROPAGAZIONE 
DELLA  ELETTRICITÀ'  VOLTAICA 
NfiLL'  INTERNO  DI  UNA  SF£RA 

DI  H.  VELICI. 

Fino  dall'anno  1847  nel  giornale  il  Cimento,  che  si  .pub- 
blicava in  Pisa,  diedi  la  formula  per  calcolare  la  diffusione 
della  elettricità  voltaica  nell'interno  di  una  sfera  omogenea, 
quando  alla  superficie  di  essa  sono  applicali  i  poli,  o  ,  reo- 
fori di  una  pila  :  ora  indicherò  una  formula  più  generale  , 
e  nello  slesso  tempo  mi  accadrà  di  emendare  alcuni    errori 


r 
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ài  segnò  e  di  apici,  incorsi  nella  nota  inserita  nfel  lotao  1.° 
di  questo  gio'rhale  ,  ove  avvertii  uà  teorema  the   da  quella 
prima  formula  si  può  dedurre. 

Se  U  é  lo  stato  elettrico  variabile,  a  il  raggio  della  sfera, 
ponendo  l'origine  delle  coordinate  al  centro  di  essa,  la  fun- 
zione U  soddisferà  alle  note  condizioni  seguenti 

/JV  daD        daU       daU        A 

dU 

(2)  ^  =  0,  per  r  =  a . 

Siano  r, ,  rM  ,  le  distanze  di  un  punto  qualunque  dai  poli  ; 
Siano 

K,     A'Q,     A',,     A'3,     A'.,,    ec , 

A"        A''         À"         A"*       re 

delle  costanti,  ed 

Y'0 ,    Y',  ,     Y'„ ,    Y 3  ,     ec , 

V'\>,    Y",,    Y'\,    Y"3,    ec , 

le  note  funzioni  di  Laplace;  Y*  non  differendo  da  Y"*  che 
per  il  valore  delle  costanti  arbitrarie. 

Ciò  posto  il  valore  di  U  che  soddisfa  alla  (1)  si  porrà  sot- 
to la  ferma 

(3)         U  =  K(l  -  J-)  -+-  (A'.  Y'0  ■+■  A\r  Y\  -*-  ec ) 

"    -(A'X  +  AVT-.+ec ), 

come  la  più  corroda  per  la  determinazióne  dèlie  costanti. 

Se  pt,  ptl  sono  (e  distanze  dei  pòli  dall'  origine;  ft,  ou 
gli  angoli  che  la  r,  distanza  di  un  pùnto  qaalunqde  dall'o- 
rìgine slessa,  fa  con  pt  e  o,  ,  si  avrà 

r2,  =  p',  —  2p,  r  cos  f,  -+-  r ' , 
r2#<  =/>*„  —  %i  *•  cos  9,,  -f-  rl , 


1  t 


ft     T-       ^    P' 


•        • 


ec; 


__ mJU   ri    y'  _l_  r   J  T'    _l. 

_      "™"      ^  ^^    "a"  A  i       ■"   ~T"  A  ^  T^ 

r,  r         r  r* 

_ _u  &L  "X"  j.     r  "     \n      .  ^. 
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Sostituendo  le  serie  precedenti  nella  (3),  quindi  derivandola 
per  r,  e  fattovi  r=  a  ,  la  (3)  resterà  soddisfatta  dalle  con- 
dizioni 

n  —  IVA.  n  ,  I    n  —  A.A.  /|  , 


,   _  (n  ■+-  l)p; 


A'*  = 


»    _  ^ty"" 


A"    — 


na 


an-*-I 


cosi  la  (3)  sarà  facilmente  sommabile.  Infatti  ponendo 


« 


0  r 


il 


1 1 ^^  1 

R7*V(1  -2,,cos?J  -hsa,)  '  R^~  1^(1  -2VOS?,,  -*-  s*tt) 

Si  avrà  finalmente,  trascurando  un  termine  costante,  inu- 
tile a  considerarsi  nel  nostro  caso, 


(4) 


Volendo  eseguire  la  indicata  integrazione,  gioverà  l'avvertire 
che  nella  formula  generale 


/- 


d* 


=  ±z  log 


2—  2cosy  qp2R 


#1/(1—  2$  cospn-*  ) 

potrà  non  essere  indifferente  la  scelta  del  segno  ;  cosi  nel 
nostro  caso  si  prenderà  il  segno  inferiore ,  onde  non  incor- 
rere in  assurdi,  che  nel  nostro  problema  saranno  facilmente 
avvertiti;  non  potendo  la  U  divenire  infinita,  eccetto  che  ai 
poli,  ove  le  condizioni  (1),  (2)  cessano  di  aver  luogo. 

Qoando  i  poli  sono  sulla  superficie    della   sfera  si  avrà 


e  tutto  potrà  ridursi  alla  forma, 

1  1  \      K 


(5)    U  =  2K(—-) 


— r        K  ,      a-hf 

log-- — 

—r        a        <*-H\, 
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SU  LA  TEORIA  DELLE  CURVE 

NOTA 
DEL  MG.  PROf.  GASPARE  MA  IN  ARDI 


Illustri  geometri  stranieri,  non  conoscendo  una  mia  Me- 
moria pubblicata  nell'anno  1829,  Tomo  20  degli  Atti  della 
Società  Italiana ,  hanno  riprodotte  alcune  delle  molte  rela- 
zioni fra  curve  dipendenti  da  me  trovate  (*).  Io  mi  permetto 
di  qui  notare  le  principali  coincidenze  ,  e  P  uso  delle  mie 
formole  nella  risoluzione  di  questioni,  o  già  considerate ,  o 
che  possono  abbisognare. 

Un  prezioso  lavoro  di  Saint- Venant  stampato  nel  Giornale 
della  Scuola  Politecnica  di  Francia  per  Tanno  1845; contiene 
molte  delle  formole  già  trovate  nella  mia  Memoria,  e  nò  fa- 
cile il  confronto.  —  II  dott.  Molins  chiariss.  Professore  a 
Tolosa  ha  pubblicate  nell'anno  1843  col  giornale  dell'illustre 
Sig.  Liouville  due  Memorie  :  nella  prima  pag.  132  si  occupa 
delle  curve  che  hanno  una  data  sviluppoide;  nella  seconda 
pag.  379  semplifica  le  formole  di  Lancret  che  rappresentano 
una  sviluppata  di  una  data  linea  :  La  proposizione  8."  pag. 
506  della  mia  Memoria  contiene  i  dati  per  risolvere  il  primo 
problema  supponendo  anche  variabile  con  data  legge  l'angolo 
della  trajettoria  colle  tangenti  allo  spigolo  di  regresso  :  e  le 
formole  sono 

m'  -!-  tf  =  m.e'.cot.mt? ,    t/.sen.tm?  =  m.t1  ec. 


Siccome  queste  equazioni  contengono  l'angolo  di  contingen- 
za, si  applicano  al  caso    in    cui  la  superficie  sviluppabile  è 

O  Mi  astengo  dal  richiamare  qualche  scritto  italiano,  in  cui  so- 
no riprodotti  metodi  e  risultati  ottenuti  nella  mia  Memoria  superior- 
mente ricordata. 

Annali  di  Scienze  Mai.  e  Fi$.  T.  V-  agotto  1854.  i8 
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conica  (Gior.  di  Liouville  Tom.  8.°  pag.  138.  §.  5.)  suppo- 
nendo s  =  0. 

II  secondo  problema  del  Sig.  Molins  é  trattalo  nel  Coroll.0 

1.°  propos.*  11. a  pag.  5f 5  della  mia  Memoria.  —  Le  rela» 
zione  notata  dal  Sig.  Molins  a  pag.  381.  $.  1.°  infine  é  la 
equazione  R'  =  U'  pag.  514  ultima  riga  della  mia  Memoria. 
La  equazione  Ho.  16  pag.  382  è  la  (19)  pag.  517  della  mia 
Memoria.  —  Il  teorema  pag.  383.  §  3.°  in  fine  è  dato  nel 
Coroll.  I.°  proposizione  12.  pag.  518  della  mia  Memoria. 

Io  non  ho  ottenuta  la  elegante  equazione  del  Sig.  Molins 
fognata  (2)  pag.  386  che  scritta  coi  segni  da  me  usati  é 

R 

sen(a  —  •) 

la  quale  conferma  le  mie  equazioni  pag.  515  ultima  riga 

t>'  ss  —5.— -[A-/t*'sen(a-t)ds]  ,    u>'=  R,'  •+-(*)'   - 
sen  (a — t  )  \  t  ' 

La  equazione  caratteristica  delle  linee  sferiche  data  dal 
eh.  geometra  Sig.  Serret  (Giorn.  di  Liouville  Tom.  16.  pag. 
202,  anno  1851)  é  trovata  nel  Coroll.  2.°  propos.  11. a  pag. 
516  della  mia  Memoria 

a  Si  voglia  la  equazione  caratteristica  di  una  spirale  co- 
nica ? 

La  superficie  conica  sarà  la  rettificante,  per  cui  fatto  t>'=0 
nella  equazione  pag.  513  pròposiz.  11.  ultima  riga  della  mia 
Memoria  si  trova  facilmente 

■V  =  As  -h  B 
essendo  A,  B  costanti,  $  l'arco;  *',  •"    la  prima    e   seconda 

■ 

flessione  della  curva. 

»  Quali  sono  le  linee  di  cui  le  principali  curvature  hanno 
un  rapporto  geometrico  costanto  ? 

Dalla  pròposiz.  10  pag.  512  della  mia  Memoria  ricavo 
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e' 


V  =  tang.a  ,  accostante  ,  E— o=cost.' ,  E=cost.*, 
r 


dunque 

v 

È* 


^3rr    as  00: 


cioè  la  superficie  sviluppabile  rettificante  la  data  linqa  è  ci- 
lindrica :  Teorema  del  Sig.  Bertrand. 

<c  Quali  sono  le  linee  che  hanno  le  principali  curvature 
costanti  ? 

Sono  spirali  cilindriche,  dunque,  per  la  nota  relazione  di 
Eulero  fra  le  curvature  delle  superficie,  la  sezione  retta  della 
superficie  cilindrica  è  una  circonferenza  :  Teorema  del  Sig. 
Puiseux. 

«  Quali  sono  le  linee  il  cui  raggio  di  principio  curvatura 
è  costante  ? 

Il  Teorema  del  Sig.  Serret  (Giorn.  di  Liouville  T.  16,  pag. 
204)  è  dimostrato  nel  Coroll.  3.°  pag.  518  della  mia  Me- 
moria. 

Per  ottenere  le  equazioni  di  quelle  linee    dalle  formole 
della  pag.  485;  489  della  mia  Memoria  ricavo 

p'  =  5' cosà,  cosà;  ,    r9  =  #'senÀ.  cosà  ,    q1  =  j'senÀ  , 

R 

ossia 

p'  sa  R  COSÀ  COSÀ  |/*(À'2  -+-  À'2C0S*À)  , 

r'  =  B  senÀ  cosala2  -*-  À'3C08aÀ) , 

q'  =  R  senÀl/"(À'2  -+•  À'acos2À)  , 

dalle  quali,  ponendo  tangÀ  =  <p(h)  ,  si  desumono  le  equazio- 
ni del  Sig.  Serret  (  Gior.  di  Liouville  T.  16.  pag.  207.  — 
Note  ali* Application  de  l'analyse  di  Monge  pag.  567). 

«  Si  cercano  le  linee  delle  quali  il  raggio  di  torsione  è 
costante  ? 
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Dalla  pag.  489  della  mia  Memoria  posto  t'=sa,  ed 

h'cosk  —  ft'tanga 
ricavo 

o/  —  ft'tangi.  tango)  =  <wr,    p'  =  /cosi  cosft  , 
r r  =  j'senA  cosi  ,    jf*  =a=  t '  .serie 

Se  facciamo   tango)  =  a    ,  per  cui  senÀ  =  f(k) ,    si 

hanno  i  valori  di  p\  r',  y'  dati  per  &;  che  ponno  presentarsi 
sotto  varie  forme. 

»  Se  la  curv?  deve  essere  sferica,  dalle  equazioni  della 
pag.  515  della  mia  memoria  desumo 

t'  =  a,    R'=fo, 
e  supposti 

il  =  A  f    Ang.°  R.M  =  y  , 
si  hanno 

Bs=À  cosqj ,  l  =  A  senp ,  p'  =  —  a»  y  =  B  —  as  , 

,      R  ^  A  cos(B  -  «)  ,  *"  -)-  À'W*  =*  v,      L        i 

A  .cos  (JB — w 

dove  B  é  costante.  Dalla  pag.  488  ricavo 

p'2  -+•  q'2  ■+-  r*1  =  1  ,  y'  =  sen£  ,    — =  tang.  A 
e  se  p*  -^  ga  h-  ra  ^  Aa  avremo 

g"2 + (ry-ry')*=  A»a4l/a  x  > 

*  A  cos  (B — as) 

^  pr  — pr 

pr>  -p'r  =  i^[A3(l  -  f'2)-  y'3  , 
quindi 

AY-4-  ?  =  l^CAa(l  —  qn)  -  j3].taog(B  —  a*) 

equazione  analoga  a  quella  data  dal  Sig*  Serret  (Giornale  di 
Liouville  Tom.  16.  pag.  207). 

*  Una  linea  può  avere  le  normali   principali   in  comune 


(  277  ) 
con  un  altra  ?  (Gioiti,  di  Liouville  —  Slg.  Bertrand.  Tom* 
15.  pag.  347  —  Sig.  SerreL  Tom.  16.  pag.  499). 

Nella  proposizione  3.a  della  mia  Memoria  sappongo  che  la 
retta  m  percorra  le  due  linee,  per  cai  essendo 

a  =  Ang.m*  —  90%    Ang.R.m  =?  Ang.m.R*  =s  0  , 

Ang.°rop  =  180. 

Dalle  equazioni  (4)  (5)  (6)  (7)  (9)  (10)  ricavo  le  seguenti 
t,"  =  (l  -  —)*  -+-  m>'  -  A'sen*)'  ,      in'  =  0  , 
1  =  R(A'cosft  seno)  -+-  A'cosa) ,  tango)  =  zj-  cosA  , 

«'  —  À'senft  =•', 
e  dalie 

t?'.sent?t  =  m.t' ,    v'.cosvg  =1  —  — - 
deriva  la  relazione  del  Sig.  Bertrand 

t.cotot  -H  ~=a  — » 
R         m 

cui  aggiungo  la  seguente 

R  —  p  =  m, 

la  quale  esprime  la  coincidenza  dei  centri  di  curvatura. 

Indicherò  brevemente  alcune  delle  molte  quistioni  che 
si  risolvono  mediante  le  formolo  trovate  nella  mia  Memoria. 
<(  Quali  sono  le  curve  di  cui  il  luogo  dei  centri  di  prin- 
cipale curvatura  è  una  linea  piana  ? 

Se  il  piano  è  il  coordinato  xz  ,  sarà  (  mia  Memoria  pag. 
485,  489) 

?-RY'  =  0, 
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e  siccome 

y'sssenA,    ^  =  ft"  -I-  A'*  cos'k 

n 

fatto 

*' 

—  cosfc  ==:  tangp 

ottengo  la  equazione 

k"cos.k  cos2<p-+-kn$en.k  (1-hcos2?)  -h  2*ycos.A  sen.9cos.9rO. 

Se  poniamo 

cosa©  =  —  ,  K!  =  1 

v 


sarà 


-7-  =  (1  -+•  f>2)tang&  -f.  v'  : 


sapposto  poi 

(1  -4-  t>>ngA  =  f  (*) 
siccome 

p9  =  «'cosà  cosA  ,     rf=  *'sen&  cosi ,    q'  =  senA 

avremo  le  espressioni  di  />',  r',  /  dipendenti  dalla   sola  va- 
riabile k  e  dalla  funzione  arbitraria  iftk). 

La  equazione  fra  gli  elementi  *,  e,  t,   caratteristica  delle 
linee,  é  assai  complicata. 

«  Quali  sono  le  curve  i  di  cui  raggi  principali    formano 
un  angolo  costante  colla  linea  dei  rispettivi  centri  ? 

Fatto  tang.Rv  =  —  a  nella  forinola  20.  pag.    517    della 
mia  Memoria  ottengo 

•V 

equazione  che  caratterizza  le  curve.  Quindi  si  hanno 

té    =  •    -he  .cos  >Kv  ,        v  = —   .  -7- 

a  e 
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e  dalla  pag.  489  caviamo 

(*T  —  h'k")cosk  —  {2k!t-i-h'tcos'k)h'seak  =  ^-(k"-hh'2cos'k),1 

col  mezzo  della  quale  e  col  metodo  già  impiegato  trovere- 
mo le  espressioni  di  p\  q\  r'  dipendenti  dalla  sola  variabile 
A  e  da  una  funzione  arbitraria  di  essa. 

«  Trovare  le  equazioni  di  una  linea  conoscendo  come  va-» 
riano  le  due  principali  curvature  dipendentemente  dalla  sua 
estensione. 

Dalle  equazioni  della  pag.  489  della  mia  Memoria 

*"  -*.  A'2cosaA  =  e'\    A'a(  *L£2!*y  -(A'^A'Vos^A'senAr^V 

e  di  cui  i  secondi  membri  sono  note  funzioni  dell'arco  $  , 
eliminata  A',  si  avrà  una  equazione  differenziale  del  secondo 
ordine,  che  si  deve  integrare.  Ottenute  le  A,  k  in  funzione  di 
$  si  sostituiranno  nelle  equazioni 

-p-  =  cosA  cosA  ,  7-  =  senA  cosA  «  -r^  =  senA 

della  pag.  485  mia  Memoria. 

<r  Cerchiamo  le  equazioni  delle  linee  in  cui  si  trasforma 
una  linea  data  variandone  la  sola  torsione  con  legge  conti- 
nua, ma  indeterminata. 

Pag.  489  della  mia  Memoria  :  Supponendo  le  variabili  A, 
A  relative  alla  linea  data,  siano  H  ,  K  quelle  che  corrispon- 
dono alla  linea  variata,  per  cui  sarà 

H'a  h-  K'acosaK  =  A'a  -+-  ft'acosaA.         (*) 

(')  Nel  Tomo  4.o  pag.'  598  degli  Atti  delL'Accad.  Ponti f.  de'Nuo- 
vi  Lincei,  ove  ho  data  la  equazione  a  derivate  del  primo  ordine  li- 
neare ed  omogenea  dalla  di  cui  integrazione  dipende  la  riduzione  qui 
indicata,  nel  caso  più  generale,  alla  riga  6.  pag.  598  nel  secondo  mem- 
bro della  equazione  venne  ommesso  il  segno  W~ — 1- 


Poniamo 
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cosK  cosi 


onde 


T  =  —  log  taog(45°  —  1K) , 
cosK  =  — —  ,     cosi  =  — r 


e  -t-  e 


-e 


e 


I_JZLI_)   (*'*-*- A") 

Siccome  T,  H  sono  funzioni  di  f,  &  dovranno  essere 
/dV       /dHv*       ,dT.>       /dHva 

(f)  ^W^isr)  ■Mar)  =A> 

dT     dT      dH    dH_ 

di    '  dA  ^dt    '  Ah  ~~    f 


«T  -4-e"T 


essendo 

A  == 

Indicalo  con  co  un  angolo  inde  termina  lo,  sapponiamo 

d?        a  dH        a  dT  A 

—  =  Asena) ,  —  =  Acosa) ,  —  =  —  Acos»  , 

At  di  .      dA 

dH       A 

—  =Asena)  , 
dA 

dalle  quali  si  deducono 

1    dA        de»       1    dA dea 

X  dÀ~  dT'      A    dT  dA  ' 

v  'coso»  dt 

du  da  . 

t|-  tango  —  —  -*-  d,  log(«<  +  ^=0, 
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e  da  qaesta  si  ricava  V'integrale  generale 

!/[(«*  +  r*)2  — 4cos2g>]  L      •'V  +  Wj 

dovey  è  segno  di  funzione  indeterminata  :  epperònon  pos- 
siamo desumerne  a  senza  particolarizare  quella  funzione,  li- 
mitando la  generalità  del  problema. 

È  ben  nota  la  questione  analitica  qui  occorsa.  Deviando 
dal  metodo  usato  da'Geometri  (Application  de  l'analysè  a  la 
Geometrie  par  Monge  1850.  Note  2.*  pag.  572.  Note  5/ 
pag.  602)  troviamo  che  le  formolo  finali  di  risoluzione  con- 
tengono una  funzione  arbitraria  dì  un  noto  argomento. 


LETTERA 
DEL  MG.  PBOff.  GASPARE  MAINAR»! 

AL  COMPILATORE 


Sig.  Professore 

Partecipo  alla  S.  V.  una  formula  che  mi  sembra  di  qual- 
che utilità  per  il  calcolo  approssimato  di  alcuni  integrali  fi- 
niti. Per  amore  di^  brevità  nò  sopprimo  i  detagli,  e  non  ad- 
duco esempi  numerici 

Siano  a,  6  due  numeri,  x  una  variabile  multipla  di  una 
quantità  h  di  valore  determinato.  Siccome 

A"log(<H-i*)=sy  (r-i)rn(w71|;"(w~r'+'i)logEa-t-&x-f-(n-f^3 

*—*  1.  à,  .  .  .  r 

rso 

ed 

(*—+  nri1^ -M-v)iog<«-h  **)=o 

ne  segue 


*      0 
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A-logfrH-M-^-lK         i'2,,.f ,0«(4  +  Tdr) 


r*=o 


Nel  secondo  membro  di  questa  equazione  sostituiamo  le  se- 
rie che  rappresentano  le  funzioni  logaritmiche  ,  e  supposto 
per  brevità 

n.«_n(«  _  \yn  ^.^ZL^^)"  ....  -h  (— l)»-1  *  =  V.» 

perchè  PA>m*ò  la  funzione  Aax/n  in  cui  si  faccia  x=0,  sono 

P„,m  =  0  per  m<n,    e    P/i,„  =  l.S...n  =  r„  ; 
quindi 

V^  P  /      bh      \*"*"r 

A-iogC+4*)  ^i-y-^Hi)^^  -_  )      . 

Da  questa  equazione  si  ricava 
—  =    *       '        |  A"log(<H-te)-i-A    A""log(«+*x) 


dove  sono 


A(2)  A*+«  log(o-4-fcr)  ....1 


n  i  /I-HI 


A(a3)  =  -  p-[  A^P^,,^3  ■+■  A^  Pn+l.  „+i+  P«.n+3] 


quindi 
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Per  determinare  le  funzioni 

(r) 

possiamo  impiegare  le  equazioni 

P«.»  =  nPB>1M-,  -H  n(n— l)P„-,^.-a  •+-  n(B— l)(n— 2)P_1MK.j 

....  -4-  n(» — 1)  ....  2.1  Pi>m_ji 
e  facilmente  si-  trovano 

P         -  n  r  P  _n(3tt  -4-  1) 

(n-M)»1  _n(15n»H-30n'H-5i.-2)  p      . 

f«,»*3-  2  2  3  -4  i  «+3 ,    rn.n+4  -  2.  2. 3.  4.  4.  5.  6       "*4  ' 

n>-4-l)(3n'-4-7n-2) 
*"•"*'  ^    2.2.2.3.4.4.5.6.      ln*5 

.(iJ  __       n         t(,)_»(3n-f-  5)  (3)  n(n*H-5n-4-6) 

«  ~       2  »       »  —  TOT  '       •  ""        2.  2.  3.  4 

(4)        n(15n»  -h  150na  h-  485n  ■+»  502) 
«    ""  2.  3.  4.  57678.  ' 


,5)  _  _  n(3n4  .+.  50n?  -+•  305.na  •+-  802.B  -f-  760) 

«   ~  2.  2.  3.  4.  5.  6.  8  '  '.  *  * 

La  funzione  Pn>m  Tenne  ridotta  ad  integrali  definiti  dai 
celebri  Geometri  Laplace  e  Sig.  Caocby  (  lonrn.  pelytec. 
Cahier,  28). 
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Le  differenze  di  logaritmi  iperbolici  occorrenti   neir  uso 
della  forinola  (a)  si  calcolano  comodamente   colle    tavole  di 
Callet. 

La  equazione  (a)  presenta  la  solita  difficoltà  nel  determi- 
nare la  costante  :  Ma  in  molti  casi  è  nota  la  somma  della 
serie 

y_L_ 

^{a  H-  bx)* 
estesa  indefinitamente. 
Per  conoscere  quanto  sia  convergente  la  serie  (a),  osservo 

che  ponendo  in  ogni  termine  della    funzione  An  la  più  alta 

potenza  nr  in  scambio  delle  potenze  decrescenti  si    trova  il 
valore  numerico  di 

W       nr 

A      < M 

e  di  più 


W-T-0    )  lOg  [a  ^  te  ^  (f  _  ì)bky 

i   Ti  -u       (-il-W      1 

gL    "*"  la+.bx  +  (r—l)bhYJ  ' 

La  formola  (a)  si  applica  alla  integrazione  approssimata  di 
molte  funzioni  algebriche  e  trascendenti  che  si  sviluppano  in 
serie  di  termini  della  forma 


(a  -t-  bx)1 
qnali  sono 


\f{a  -4-  (b  -+-  *)2]  '         La  -4-  (*  ■+-  xj*\m  ' 

* 

essendo  ni  intero  positivo.  Per  esempio  le  equazioni  di  Eulero 


sena; 


1^ 

x 
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1    _     1 

3>+-JT  X  —  7T 


tangi.r= 


g(a?*— 2V)(*a-4*ft) 

(*a— **)(**— 3  V).  .  .  ' 


Unga: 


sen  x  = 


x      x— ir       aM-7r 


•  •  •  •  ) 


e  la  foratola 


7T  .2  fT  .3  7T     .   .   • 


Xzir*  =  Cost 


<H-&r 


Ir  1 

— I  log(a  -+-  bx) g  AIog(a+4x) 


111 

~  Aalog(a  -4-M y-  A3log(a-H  fct)  . .  .  J 


forniscono  le  equazioni 


SseTT  -  C  4-  i[  log  tang  1  *  -  ÌA  log.langi  « 


1     •  1 

—  Aa  log  tang  y  * 


■•] 


2^ =C+  -rpogsen *  —  —  A  logsen  x 

**  tang  x  AL  * 


—  Aalog  sen  x  .  .  .    I 
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TEOREMI  DI  GEOMETRIA 

LETTERA 

DEL  MG.  PROF.  FORTUNATO  FABULA 

,4Z   COMPILATORE 


Signor  Professore 

Essendomi  occupato  intorno  alla  qaistione  287  proposta 
dal  eh.  Pr$f.  Sig.  Rellavitis  e  riportata  nel  fascicolo  di  maggie 
degli  Annali  di  Terquem,mi  sono  imbattuto  in  varii  teoremi  di 
Geometria,,  di  cai  le  trascrivo  gli  enunciati,  e  le  sarei  obbli- 
gassimo se  Ella  potesse  inserirli  nel  fascicolo  di  questo  mese. 
Non  essendo  il  fascicolo  di  Terquem  giunto  in  Napoli  che 
sul  finire  di  luglio  non  ho  ancora  ultimato  Y  intero  lavoro, 
che  spero  poterle  inviare  verso  la  fine  del  prossimo  settem- 
bre, pregandola,  quando  potrà,  pubblicarla  ne'suoi  pregevoli 
annali. 

Supponendo  nel  piano  di  un  poligono  P  preso  un  puato  A, 
e  condotte  per  tutti  i  vertici  del  poligono  delle  parallele  ad 
una  retta  data  di  posizione  R,  so  «i  portano  su  queste  rette, 
a  partire  da  una  retta  qualunque  perpendicolare  alle  loro  di- 
rezioni, delle  parli  proporzionali  a'quadrati  delle  distanze  che 
i  vertici  corrispondenti  del  poligono  serbano  dal  punto  A, 
congiunti  fra  loro  a  due  a  due  i  punti  derivanti*  da'  vertici 
del  poligono  dato,  che  sono  agli  estremi  di  uno  stesso  lato, 
si  otterrà  un  secondo  poligono  che  per  brevità  diremo  poli- 
gono derivato  dal  poligono  dato',  e,  per  non  introdurre  nuovi 
nomi,  chiameremo  A  punto  determinante  del  poligono  deriva- 
to, e  la  retta  data  R  direttrice  :  la  retta  costante  terza  pro- 
porzionale dopo  le  parti  prese  sulle  parallele  alla  direttrice, 
e  le  rispettive  distanze  de'vcrticì  del  poligono  dato  dal  punto 
A,  sarà  chiamata  parametro.  Ciò  premesso  si  avranno  i  se- 
guenti  teoremi  : 
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I.  Restando  la  stessa  la  direttrice,  la  differenza  tra  le  aree 
di  due  poligoni  derivati  da  un  poligono  dato  sta  all'area  del 
poligono  medesimo  come  la  proiezione  della  congi ungente  i 
due  punti  determinanti  sulla  direttrice  sta  al  semiparametro. 

Cor;  11  poligono  derivato  rimane  di  area  costante  quando 
il  punto  determinante  si  muove  sopra  una  retta  perpendico- 
lare alla  direttrice. 

IL  Qualunque  sia  il  poligono  dato  vi  è  sempre  un  punto 
determinante  Ao  che  dà  un  poligono  derivato  di  area  nulla 
qualunque  sia  la  direttrice.  Se  il  poligono  dato  ò  iscritlibile 
in  un  cerchio,  il  punto  A0  é  il  centro  del  cerchio  circoscritto. 

Cor.  1.°  L'area  di  un  poligono  derivato  rispello  ad  un  pun- 
to qualunque  A  sta  all'area  del  poligono  dato:  come  la  pro- 
iezione della  congiungente  i  due  punti  determinanti  sulla  di- 
rettrice sta  al  semiparametro. 

Cor.  2.°  Per  un  punto  qualunque  A  il  poligono  derivato 
risulterà  di  area  nulla  quando  la  direttrice  è  perpendicolare 
alla  retta  AÀ,  e  di  area  massima  quando  la  direttrice  é  pa- 
rallela alla  retta  AA0.  La  somma  de 'quadrati  delle  aree  di 
due  poligoni  derivati  rispetto  ad  uno  stesso  punto,  e  secondo 
due  direttrici  perpendicolari  fra  loro  è  costante.  Quando  il 
poligono  dato  è  iscritlibile  in  un  cerchio  il  poligono  derivato 
di  area  nulla  rispetto  ad  un  punto  qualunque  A,  ha  i  suoi 
vertici  situali  in  linea  retta. 

III.  Se  un  poligono  P  si  divide  in  due  parti  P'  e  P"  per 
mezzo  di  una  diagonale  la  retta  che  unisce  i  punti  A'c ,  A"0 
determinanti  de'poligooi  derivati  dalle  delle  due  parti  e  di 
area  nulla  passa  pel  punto  A0  del  poligono  dato. 

Cor.  l.°  In  un  quadrilatero  il  punto  determinante.  A0  del 
poligono  derivalo  di  area  nulla  trovasi  nell'incontro  delle  due 
perpendicolari  alle  diagonali  elevate  da'loro  punti  di  mezzo/ 

Cor.  2.°  In  un  pentagono  il  punto  A0  trovasi  nell'incontro 
delle  tre  rette  che  uniscono  i  punti  A'0  ed  A''  de'lre  trian- 
goli  e  dei  corrispondenti,  quadrilateri  ne'.quali  può  scomporsi 
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il  pentagono  dato.  Ed  in  generale  un  poligono  di  n  lati  po- 
tendosi scomporre  per  mezzo  di  una  diagonale  in  a — r-f-2 
modi  diversi  in  due  parti  di  cui  una  sia  un  poligono  di  r 
Iati  e  l'altra  di  n— r-+-2 ,  il  punto  A0  del  poligono  dato  sarà 
nell'incontro  delle  n —  r-f-2  rette  che  congiungono  i  punti 
A'0  ed  A"0  delle  suddette  parti. 

.  Cor.  3.°  I  vertici  del  poligono  derivato  da  un  quadrilatero 
rispetto  ad  un  punto  qualunque  A  ,  quando  la  direttrice  è 
perpendicolare  alla  retta  AA0  sono  situati  sopra  una  circon- 
ferenza di  cerchio. 

IV.  Preso  nel  piano  di  un  poligono  MK  Ma M*  M,  un 

punto  qualunque  O  ,  e   scomposto    il  poligono   in   triangoli 

OMK  M,  ,  OM2M3,  ,  OM/i  M,  ,  se  ai  centri  Cx ,  Ca, .... 

C/i  de'cerchi  circoscritti  a  questi  triangoli  si  applicano  de'pesi 
proporzionali  alle  aree  deVispettivi  triangoli»  il  punto  A0  de- 
terminante del  poligono  derivato  di  area  nulla  sarà  il  centro 
di  gravità  de'detli  pesi  qualunque  sia  il  punto  O. 

Si  avverta  che  se  il  punto  O  non  cade  nelT  area  del  po- 
ligono, talché  la  sua  area  non  è  la  somma  de'detti  triangoli, 
i  pesi  corrispondenti  a*  triangoli  che  sono  sottratti  debbono 
essere  surrogati  da  forze  rivolte  in  direzione  opposta 

Se  il  punto  O  cade  sopra  uno  de*  lati  del  poligono  e  sia 
sul  lato  Mx  Ma  ,  il  poligono  resterà  diviso  in  m — 1  triangoli, 
ma  si  dovrà  considerare  la  retta  M,0M2  come  un  triangolo 
di  area  nulla  di  cui  il  centro  del  cerchio  circoscritto  cade  a 
distanza  infinita  sulla  perpendicolare  al  lato  MtM2  che  lo 
divide  per  metà,  onde  la  forza  da  applicarsi  in  esso  é  uguale 
a  zero.  Allora  in  vece  di  un  dato  peso  si  avrà  una  coppia 
applicata  lungo  la  detta  perpendicolare  e  di  cui  il  momento 

1 

é  uguale  ad  ~  M,Ma  .  MtO  .  OM,  ,  e  componendo    questa 

4 

coppia  colle  rimanenti  forze  parallele  il  loro  centro  comune 
sarà  il  punto  AQ  .  Quindi  la  retta  CA0  che  congiunge  il  cen- 
tro di  gravità  C  de'pesi  corrispondenti  agli  ro— 1    triangoli 
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col  punto  A0  sarà  perpendicolare  al  lato  M,Ma ,  ed  ugnale 

_    1     MiM3 .  MiO  •  OMa     c    .,        é    *\    •        t    j 

a(j  . .  Se  il  punto  O  si  confonde  con 

4P 
ano  de' vertici  del  poligono  esso  resterà  diviso  in  m— 2  trian- 
goli ed  il  centro  di  gravità  de'pesi  ad  essi  corrispondenti  sarà 
il  pnnto  A0  :  poiché  in  questo  caso  i  due  pesi  corrispon- 
denti a'triangoli  uguali  a  zero  sono  applicati  in  punti  che 
cadono  a  distanza  finita. 

Cor.  Dati  quattro  punti  M, ,  Ma  ,  M3 ,  M4  e  trovati  i  cen- 
tri C, ,  Ca  ,  C3 ,  C4  de'cerchi  che  passano  per  M2  M3  M4 , 
M ,  M3  M4  ,  Mi  M2  M4  ,  Ml  Ma  M3  ,  i  quattro  triangoli  che 
nascono  congiungendo  a  tre  a  tre  i  punti  dati  M  sono* rispet- 
tivamente proporzionali  a*  triangoli  che  hanno  per  vertici  i 
corrispondenti  punti  G. 

Se  tre  de'punti  dati  M  stanno  in  linea  retta  uno  de'punti 
C  cade  all'infinito;  onde  tre  de'  triangoli  che  hanno  questi 
punti  per  vertici  sono  sostituiti  da  spazii  infiniti,  ma  il  teo- 
rema regge  tuttavìa. 

Per  le  curve  hanno  luogo  de'leoremi  analoghi  a  quelli  qui 
sopra  esposti  fattevi  le  dovute  modificazioni.  Le  medesime 
proprietà  hanno  Inogo  nello  spazio  :  così  supponendo  dato 
no  poliedro  P,  un  punto  A,  ed  una  retta  R,  condotte  per 
tutti  i  vertici  del  poliedro  delle  parallele  alla  retta  R  ,  e 
prese  su  queste  a  partire  da  un  piano  qualunque  perpendi- 
colare ad  R  delle  parti  proporzionali  a'quadrati  delle  distanze 
che  passano  dal  punto  A  a'eorrispondenti  vertici  del  polie- 
dro P,  si  verranno  a  determinare  i  vertici  di  un  altro  po- 
liedro, che  diremo  derivato  dal  poliedro  dato,  restando  pure 
tutte  le  altre  denominazioni  usate  pe'poligoni*  Solo  è  da  os- 
servarsi che  se  M,  Ma  ....  M„  Mr  è  una  delle  facce  del  po- 
liedro dato  i  punti  corrispondenti  mt  m2  .  .  .  mn  del  polie- 
dro derivato  non  stanno  in  un  medesimo  piano,  tranne  il 
caso  in  cui  il  poligono  M,  Ma  .-.  .  Mn  è  iscrittitele  in  un 
cerchio.  Quindi  nel  formare  le  facce  de'poliedri  derivati,  af- 
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finché  abbiano  luogo  i  teoremi  seguenti,  è  necessario  imma- 
ginare divisa  ciascuna  faccia  del  poliedro  dato  in  triàngoli 
per  mezzo  delle  diagonali  sempre  in  ano  stesso  modo,  e  con- 
giungere  a  ire  a  tre  i  ponti  corrispondenti  del  poliedro  de- 
rivato. Cosi  diviso  il  detto  poligono  ne'triangeli  M,  li 2  M3 , 
M t  M3 IÉ4  9  .  .  .  *  Ml  Mn-j  M»  si  otterranno  nel  poliedro 
derivato  le  corrispondenti  facce  triangolavi  tnl  m2  *t3  >  mt  m3 
014,  ...»  ut,  mn-i  tnn  •  Ciò  posto  si  avranno  i  segnenti  teo- 
remi : 

V.  Restando  la  stessa  la  direttrice  la  differenza  tra  i  volu- 
mi di  dne  poliedri  derivati  da  un  dato  poliedro  sta  al  vo- 
lume del  poliedro  dato  come  la  proiezione  della  coogmngente 
i  due  punti  determinanti  sulla  direttrice  sta  al  semiparametro. 

Cor.  Il  poliedro  derivato  rimane  di  volume  costante  quan- 
do il  punto  determinante  si  muove  sopra  un  piano  perpen- 
dicolare alla  direttrice. 

VI.  Qualunque  sia  il  poliedro  dato  vi  é  sempre  un  punto 
determinante  A0  che  dà  un  poliedro  derivato  di  volume  nullo 
per  qualunque  direttrice.  Se  il  poliedro  dato  è  i  seri  ti  ibi  le  in 
una  sfera  H  punto  A0  é  il  centro  della  sfera  circoscritta. 

Cor.  1.  Il  velame  di  un  poliedro  derivato  rispetto  ad  un 
punto  A  sta  al  volume  del  poliedro  dato  come  la  projezione 
della  congiungente  i  due  punti  determinanti  sulla  direttrice 
sta  al  «emiparaatetro. 

Cor*  2.  Calcolando  i  volumi  di  tre  poliedri  derivati  rispetto 
ad  uno  stesso  punto  determinante  e  secondo  tre  direttrici , 
in  virtù  del  oorollario  procedente  si  determina  la  posizione 
del  punto  A0j  e  quindi  si  ha  poi  il  volume  di  ogni  altro 
poliedro  derivalo. 

Cor.  3.°  Per  un  punto  qualunqe  A  il  poliedro  derivato  ri- 
sulterà di  volume  nullo  quando  la  direttrice  è  perpendico- 
lare alla  retta  AA0 ,  e  di  volume  massimo  quando  é  ad  essa 
parallela.  La  somma  de'quadrati  de  Volumi  di  tre  poliedri  de- 
rivati rispetto  ad  uno  stesso  punto   A,  e  secondo  tre  direi- 
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trici  perpendicolari  fra  loro  a  due  a  due  é  costante,  ed  ti- 
gnale al  quadrato  del  volume  del  poliedro  massimo. 

Tralasciando  altri  teoremi  analoghi  a  quelli  indicali  per 
i  poligoni  termineremo  col  seguente  teorema. 

VII.  Scomposto  nn  poliedro  qualunque  in  piramidi  trian- 
golari aventi  tutte  uno  stesso  vertice  O,  applicando  accentri 
delle  sfere  circoscritte  a  queste  piramidi  de9  pesi  proporzio- 
li  a' volumi  delle  rispettive  piramidi  il  punto  A0  determinante 
del  poliedro  derivato  di  volume  nullo  sarà  il  centro  di  gra- 
vità de'detti  pesi,  qualunque  sia  il  punto  O. 

Questo  teorema  risolve  la  quistione  287  riportata  ne'Nou- 
velles  Annales  de  Mathématiques,  e  proposta  dall'egregio  pro- 
fessore Sig.  Bellavitis.  Nello  scomporre  però  il  poliedro  in 
tetraedri  si  può  prendere  ad  arbitrio  il  punto  O,  ma  bisogna 
tener  presenti  le  osservazioni  sopraccennate,  di  scomporre 
cioè  ogni  faccia  sempre  negli  stessi  triangoli  affinchè  il  teo- 
rema abbia  luogo,  tnenochè  non  si  tratti  di  uba  faccia  iscrit- 
tibile  in  un  cerchio.  Siffatta  avvertenza  6  stata  taciuta  dal 
lodato  professore  lasciandola  a  chi  si  fosse  occupato  della 
proposta  quistione.  Finalmente  intorno  alla  posizione  del  pan* 
to  O  debbono  farsi  delle  osservazioni  analoghe  a  quelle  fatte 
pel  teorema  IV,  che  costituisce  nel  piano  il  teorema  stesa* 
del  Bellavitis,  e  che  saranno  da  noi  esposti  insieme  ad  altri 
teoremi  sulle  superficie  ed  alle  dimostrazioni  de'  precedenti 
teoremi. 

Napoli  7  agosto  1854. 
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SOPRA  UNA  FORMOLA  FONDAMENTALE 

NELLA  TEORICA  DEGLI  INTEGRALI 

DEFINITI  EULERIANI. 

NOTA 
PI  B.  TORTOLI» 


1,°  I  geometri  aei  modi  più  svariati  sodo  giunti  a  dimo- 
strare la  formola 

k<°  xa-ldx         n 


A 


=/ 


senarc 


polla  quale  sia  a  <  1.  Essa  è  dovuta  ad  Eulero  ed  é  un 
caso  particolare  dell'integrale  Euleriano  di  prima  specie.  Uno 
dei  modi  più  elementari  é  quello,  che  si  ricava  dall'integra- 
rione  delle  frazioni  razionali.  Il  Sig.  D.r  Dedekind  di  Broun* 
tchwtig  nel  tomo  45  del  giornale  del  Sig.  Creile  pag.  370 (*) 
anno  1853  con  degli  ingegnosi  artifizi  dedotti  dalle  regole 
di  differenziazione ,  ed  integrazione  sotto  il  segno  /  trovi 
primieramente  un'altro  integrale  definito  che  rappresenta  il 
quadrato  del  precedente  integrale,  e  quindi  considerando  A 
come  fusione  di  a  viene  a  formare  fra  queste  due  quantità 
un'equazione  differenziale  non  lineare  del  second'ordine:  in- 
fine da  una  facilissima  integrazione  di  quest'equazione  giun- 
ge al  richiesto  valore  di  A.  Non  pretendo  già  di  sostenere, 
che  questo  metodo  sia  da  preferirsi  agli  altri  già  noti,  e  più 
elementari ,  ma  trattandosi  di  una  formola  sì  interessante 
nella  teorica  degli  integrali  definiti  Euleriani ,  credo  utile, 
che  si  conoscano  tutte  le  relazioni  analitiche  con  le  quali 
trovasi  collegata.  Seguirò  in  questa  breve  nota  le  tracce  del 

(*)  6brr  ein  Eulersches  Integrai. 


r 
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Sig.  D«r  Dedekind  col  richiamare  qualche  notazione  sopra  gli 
integrali  Euleriani  di  prima,  e  seconda  specie. 

2.°  Se  si  faccia  uso  della  notazione  del  Sig.  Binet  per  l'in- 
tegrale Euleriano  di  prima  specie  si  ha 


B(*,  b)  —  f*x*1  (1— a?)*-1  da;. 


L'integrale  Euleriano  di  seconda  specie,  facendo  uso  della  f 
di  Legendre,  viene  espresso  per 

1  \a~] 


r(a)=f1ìoi(T)a'ldx. 


Nel'  primo  integrale  a,  b  sono  minori  dell'unità  ed  il  cangia- 
mento di  a  in  6  e  di  b  in  a  non  ne  cangia  il  valore  :  ciò 
si  scorge  immediatamente  col  sostituire  1 — x  invece  della  x. 

z 

Che  se  di  più  si  ponga    x  =  -. nel  primo  integrale,  ed 

1  •+-  z 

x  =  e*  nel  secondo,  i  limiti  di  0,  1,  sì  cangiano  in  0  ,  ed 
oo ,  ed  avremo 

B(«,  *)  =  J^° 

T(a)  —f    r*  za'1  dz 

dove  e  rappresenta  la  base  iperbolica. 

Nel  caso  particolare  di  a  •+•  4=1  otteniamo  l'espressione 
dell'integrale  in  questione,  vale  a  dire 

B(«,l-«)  =  A  ==/*££ 


(1-M)«+*     J0     (1-t-z) 


a+b 


Fra  gl'integrali  Euleriani  di  prima,  e  seconda  specie  esiste 
una  relazione  rimarcabile,  e  che  viene  indicata  dall'equazione 

,(„,»,= mm. 


1 
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e  nel  caio  particolare  di  a  +  i»i  coll'avvertiro  che 

r(i)=i, 

si  trae 

B(«,  1  -  a)  =  I»  T(l  -a)=  f  £3 

d'onde  per  a  ss  —  sì  deduce 

Di  qui 

importante  risultato  dell'analisi  dovuto  egualmente  ad  Eulero. 
3.°  Veniamo  ora  alla  risoluzione  della  propostaci  questio- 
ne :  consideratalo  A  come  funzione  di  a,  pongati 

00  *«~Hx 


A  =  ?(«)=J    j 


x 


Si  osservi  prixnicramefite  che  <p(a)  resta  invariabile  per  la 
mutazione  di  a  in  1 — a  in  modo  da  essere 

<p(a)  =  f(l— a)  ; 

ciò  si  scorge  dalla  proprietà  generale  richiamata  al  principio 
del  precedente  n.°  relativa  alla  funzione  B(a,  h)  ;  di  pia  si 
rende  manifesta  dalPosservare  che  d'essa  è  eguale  al  prodotto 
T(a)  T(l — a).  Volendo  dedurre  questa  proprietà  dalla  sola 
ispezione  del  valore  di  <j\a)  si  decomponga  l' integrale  defi- 
nito in  dne  altri,  il  primo  dei  quali  sia  compreso  fra  i  li- 
miti 1,  ed  oo ,  in  modo  da  essere 

.  1 

Si  sostituisca  poi  nel  secondo  di  questi  due  integrali  —   in- 

x 
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vece  di  x>  i  limili  rovesciati  saranno  nuovamente  0,  ed  1 , 
e  si  potrà  porre 

r*  xa^lAx      rl  arcati 

Ognun  vede  che  cangiato  a  in  \  —  a ,  l'integrale  resta  in* 

1 

variabile  :  la  sostituzione  dì  a  =  -*  porge  un  minimo  per 

v(  2")    ■eotre  f'  (g"  )  *"  °  »    e  9"  (-  )>  0,  o  si  «ti* 


■r 


ar*  da; 


«-!=»    ■^T*** 


Si 


come  già  si  é  di  sopra  notato. 
4.°  Da  una  integrazione  indefinita  abbiamo 

da log(aw  -+■  /3)  —  log(«'«  +  fi') 

e  prendendo  i  limiti  di  u=0,  ed  u  =  oo  si  hi  dì  pia 

r*  d«  logfrfl')  -  logfg'fl 

J0    («  4-/9)  (•'« -4- /P)  tjf  —  ctfi 

11  secondo  membro  si  presenterebbe,  sotto  la  forma  indeter- 
minata di  «r  nell'ipertesi  di  a/8'  —  a'/3  =  0.  Ciò  posto  ri  te- 
nendo  sempre  A  =  <p(a)  è  assai  facile  di  vedere  che 

„    »"*■  « 
ed  insieme 

<»>     J.  .ra-*^ 

Questi  due  integrali  convenientemente  combinati  fra  di 
loro  >  ed  assoggettati  a  ntovi  vincoli  d*  integrazioni  relati- 
ve alla    variabile    ausiliare   u  ci  condurranno  alle  diverge 


Ah0-1 
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conseguenze  di  sopra  enunciate.  Moltiplichiamo  la    (m)   per 

,  ed  integriamo  anche  fra  i  limiti  u  ss  0,  ti  =  oo ,  si 

otterrà  l'integrale  definito  duplicato 

J»*    /-00      x°-làx  dti      _  A  p00  ti^'d*  _    a 
o    Jo     (*+■  «)("  H-  1)  _    Jo     lH-tt— A' 

Integriamo  il  primo  membro  relativamente  ad  tt,  é  chiaro  , 
che  per  le  formole  stabilite  ài  principio  di  questo  n.°  si  ha 


J.     lu 


da  Ioga? 

1)(m  •+-  x)         X —  1 


quindi  dalla  sostituzione  si  trae 

a:*-1  Ioga:  da: 


2 r     x — ioga?  < 

~Jo  X  —  1 


Questo  integrale  trovasi  nella  citata  nota  del  Sig.  D.r  Dede- 
kindj  e  per  quanto  io  sappia  non  mi  parea  in  antecedenza 
conosciuta  la  forma  di  un'integrale  definito  che  esprimesse 
il  valore  del  quadrato  di  A.  Moltiplichiamo  questo  valore  di 
Aa  per  da,  e  s'integri  fra  i  limiti  1 — a,  ed  a  verrà 

a  (ti*'1  logx)da  dx 


J  l-a  ^o     *',-, 


X  —  l 


Nel  secondo  membro  le  integrazioni    rapporto   ad  a  si  ese- 
guiscono mediante  la  formola 


/. 


a 


xP-1  Ioga:  da  =  x*-1  — xra 

per  cui  dalla  sostituzione  si  deduce 

(x*-t  —  x'a)àx       f  "  (ua'1  —  tr^du 


tt-1 


(p)rA-da=r^i-f)d^r 

J  i-a  J0  X—l  ^o 

Si  sottragga  ora  la  formola  (ro)  da  (n),   e  si  divida  il  pri- 
mo, e  secondo  membro  per  u — 1,  avremo 
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Afo*-1  —  trfl)  _    r~    x°'1  (x  —  l)ds 

U  —  1  _ Jo       (*»-*-  *)(*  -*-  *) 

Il  primo,  e  secondo  membro  di  quest'ai  lima  forinola  si  mol- 
tiplichi per  du,  e  si  eseguiscano  parimenti  le  integrazioni 
fra  i  limiti  u  =  0  ,  tt  =  oo   si  avrà  per  la  forinola  (p). 

a  ^°°  *~  x*-1  (x—\)&x  àu 


kf°  Aada  =  f     f 


(wa;  H-  l)(i#  H-  a?) 
Nel  secondo  membro  l'integrazione  relativa  ad  u  porge 

du  2loga; 


/. 


(tue  -h  l)(u  -I-  a:)  jb2  —  1 

d'  onde 

ra    * ,        «  /*°°  ^a"f  Ioga?  da; 
Af    A'da=2f         ,^.1         • 


•      *  *• 


Ma  dal  valore  di  A  derivando  relativamente  ad  a  si  ottiene 

dA r°°  xa~l  Ioga?  da; 

da      Jo        *+l 
perciò  avremo 

AfaAada=  2  ^  . 
J  s..  da 

1 
Il  minimo  valore  di    A    corrisponde    ad    a  =  —,  ed  aven- 
dosi di  più 

A  =  <p(a)  =  f(i  —  a), 
sarà 

fa  f2(a)  da  =   flmaf(i—  a)d(l— a)  =  .-  f  S"V(«)da  . 


Di  qui 


fa  A2  da  +f'  Aa  da  =  2  JV 


da 

i-a  i 
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ma  per  la  decomposizione  degli  integrali  definiti 


fa  K2àa  H-P    A'da= f"  Aa< 


perciò 


f  °  Aada  =  2fa  A*da 


%-a 


donde 


Al     AM.  =  £  . 


k/*., 


da 


Da  questa  nuova  relazione  potremo  ricavare  l'equazione  dif- 
ferenziale fra  A,  ed  a* 

5.°  Il  precedente  integrale  si  annulla  a  partir  da  a  =  r 

e  derivando  relativamente  ad  a  otteniamo 


tS  ** 


daA  * 

*•  *■  =  -a 


e  sostituendo  nuovamente  il  detto  valore  dell'integrale  si  trae 

A  —  r  *  daa        Aa\da  /   • 

Tal'è  l'equazione  differenziale  che  sussiste  fra  A,  ed  a:  essa  é 
di  una  facilissima  integrazione. Facciamo  col  l'uso  delle  derivate 

dA  _  d2^  _  dA[ A'dA' 

da  '      daa  ~    da  —    dA 

avremo 

A.aA'dA'  —  A'aAdA 

Ad  A  =  ■    .  . 

A» 

e  l'integrale  sarà 
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La  costante  G  si  determina  col  richiamare  che  a=  —  porge 

d'onde  C  =  n2)  risolvendo  quindi  l'equazione  rispetto  a  da 
abbiamo 

dA  i     d(r) 


A^(Aa  —  fll)  « 


|/>  "  v) 

ed  integrando  nuovamente,  sarà 


A  •+-  C  c=  rir  —  arc.cos(  —  Y 


ed  in  fine 


cos(a  -+-Ci)7r 

Qni  pare  per  la  determinazione  della  costante  C,  osservia- 

1 

mo  che  la  sostituzione  di  a  =  —  porge  A  =  7r,  per  cui  si 

avrà  necessariamente 

1  =  cos(  — — i—  Cc  7r|  =  —  senCiTr ,  cosG,7r  =  0 

d'onde 

cos(a  «+-  Ci)tt  =  sen  an 

ed  in  fine 

_        k0°  xa-làx 
sen 


non    J *    1 


L'esposto  metodo  con  il  quale  il  Sig.  D.r  Dedekind  giunge  al 
valore  di  A  non  è  certamente  da  preferirsi  a  quei  altri  più 
spediti,  e  dai  geometri  ritrovati  :  esso  però  ha  il  vantaggio 
di  porre  in  chiaro  diverge  altre  relazioni    analitiche  con  le 
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quali  trovasi  collegato  l'integrale  A  :  termineremo  questa  bre- 
ve nota  coll'indicare  uno  dei  modi  più  facili,  co  quali  ora  si 
possa  giungere  al  detto  valore  di  A. 
6.°  Pongasi 

2             •»          2tang©  da? 
x  =  tang  ©  ,        dx  =  21 — L 

COS  f 

verrà  per  il  conveniente  cangiamento  dei  limiti 

7T 

Dalle  cognite  relazioni  fra  gli  esponenziali  immaginari!,  e  le 
linee  trigonometriche,  si  ha 

la  quale  si  potrà  porre  anche  sotto  la  forma 

/       1  1  —  e2^"1  \ 

e  perciò 

Sviluppando  in  serie  il  rapporto  degli  esponenziali ,  ed  os- 
servando che 

(_^_l)-(ao-i)  -,  cos(2a  —  l)-£-  — l^—  1.  sen(2a~ 1)-J- 


si  avrà 


•  » 


==  sen  an  •+■  l/" — l.cos  an 


-^-(sen  arc  «+-  |/" — l.cos  art) 


—  Hi  •+•  Ae*?^-»  -4-  B«W-«  -+-....)<!? 
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Soslitaeodo  infine  agli  esponenziali  i  sviluppi  trigonometrici, 
ed  eguagliando  fra  di  loro  le  parti  reali  verrà 


A 

—  sen  an 
2 


=  1     (1  -H  Acosp  n-  Bcos2pn-  ...)dp  =— 


d'onde 

A  = 


senarc 


L'esposta  ultima  maniera  trovasi  già  nell'opera  a  treatise  on 
the  integrai  Caktdus  del  Sig.  /.  Hymers.  Cambridge  1844. 
third  Edition. 

Roma  13  agosto  1854. 

INTORNO  AD  ALCUNE  QUESTIONI 
D'ALGEBRA  SUPERIORE. 

NOTA 
DEL  SIG.  PBOV.  VHANCESCO  BRIOSCHI 


1.°  Sieno  f[x)  ,  <p(r)  due  funzioni  algebriche,  razionali,  in- 
tere rispettivamente  dei  gradi  n,  m;  e  sia  n  >  ro.  Si  indi- 
chino con  xx ,  x2  ,  .  .  .  xn  lo  radici,  supposte  disuguali , 
dall'equazione  /(#)  =  0  ;  e  pongasi  : 


(i) 


f[x)  =  a„x"  -+-  <*,&*-'  -+-  a2x"-a  -t-  . .  .  •+■  an , 
qp(<r)  =  b0xn,^blxm'1  -*-  i^"1-2  4-  .  .  .  -*-bm 


ed  m  =  n  —  e  . 

Teor.  1.°  Supponendo  r  <  n    ed    g>  =  r  —  e  •+-  1  si  ha: 


(2)         a0Sr  H-  a^i  -h  a2  S,-*  -f-  .  .  .  H-  arS0  =  Aw 
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Infatti  indicando  con  Hr  il  primo  membro  di  questa  equa* 
zione,  sostituendo  in  esso  i  valori  di  Sr  »  S,.,  ...  si  ottierie: 

Mr  c=r  2,  \(a0xrs  -h-at  x/^-H  .  .  .  -+.  arM  xs  -h  ar)  -|S-4 1 

L  rW  J 

ma  si  ha 

(3)      -jjj-  =—  («o  *r#  •+■  «i  */"'-*-    ..  .  -H  a^,  a:,  ■+•  ar) 
dunque 

'L  dar,     f{x,)j 
ossia 

L  da;,    f (ar,)J  L  dar,     f  '(tf,)J 

ed  osservando  ohe 

do:,  a;,*-' 


(4) 


da,  f'(*,) 

si  avrà 


«  ^-«[^a^c^jè-]- 


,darH.l    d»,i        ,    „   rdar^f      AxA 

.  .  .  .  -H  1^  4^±?    JSfl 

L  dr,     da*J 

dalla  quale  nell'ipotesi  che  r-f-1  =4-4-0  si  ricava: 

Nell'applicazione  di  questa  forinola  allorquando  risulti  cù<fi 
sari  Mr  =  0  come  rilevasi  dalla  (5), 

Supponendo  r  =  n  si  ha  evidentemente  M„  =  0,    e  cosi 
anche  si  ha  : 
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(6)        a0  S/i+r  -4-  at  Sn+r-i  "4~  •  •  •  -4-  a«  Sr  =  0. 

Nel  caso  particolare  in  cui  <p(x)  =  f(x)  le  equazioni  (2),  (6) 
sono  le  ben  note  relazioni  fra  i  coefficienti  e  1*  somme  delle 
potenze  delle  radici  dell'equazione  f(x)  =  0. 
2.°  Supponendo 

W        (X  —  Xjftx^   {x-XJ  f(x%)  ^  (x  -  *n)f(*n) 

e  quindi 

T    —  *t*) 

0  ~  A*) 

si  ha  : 

Teor.  2.°  La  espressione 

(8)        a0  l*r  ■+■  at  TV-i  -+•  a2Tr»2  -4-  . . .  -f-  ar  T„ 

é  eguale  alla  : 

T0(a0  xr  4-  a,  x^1  -*-  . .  .  -+-  ar) 

—  (bt-e  a?-1  H-  i„  x^*  H-  .  .  .  -4-  *,_«) 

avendo  riguardo  di  porre  lo  zero  in  luogo  di  quei  coeffi- 
cienti b  pei  quali  gl'iodici  corrispondenti  risultassero  nega- 
ti  vi. 

Vedesi  facilmente  essere  questo  teorema  una  conseguenza 
del  Teor.  1.°  facendo  che 

Tr  =s  xir^l  —  Sy, 
e  quindi 

(9)    Tr  =t  T0  x-  —  (*>-*  S0  -f-  x*-*  S,  -4- ...+  xSr-2  -4-S,.,). 

3.°  Supponendo  che  la  ricerca  del  massimo  comun  divisore 
delle  funzioni  f[x) ,  <p(x)  eseguita  cambiando  il  segno  al  di- 
videndo, ed  al  divisore  in  ogni  divisione  parziale,  (analoga- 
mente a  quanto  si  fa  nella  ricerca  dei  residui  di  Sturai  )  , 
conduca  alle  equazioni  : 
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(1U)         —  —  9*  ——  »  T  =  t*~~  >    •••., 

^wi     —  m  *m-i     ^^ 

-  ìm  *  J   — ?«*!  • 

Le  jr,  f  jra .  . .  £m+I  saranno  evidentemente  i  quoti  ottenuti 
colle  successive  divisioni,  dei  quali  il  primo  sarà  in  generale 
del  grado  n  ~m,  e  gli  altri  lineari;  e  le  rn  ra...  rw  sa- 
ranno i  corrispondenti  residui  in  generale  dei  gradi  m— 1 , 
m — 2 ,  ...  1,  0.  Se  con  ; 

%       N.          N,  N^,  _  ?(x) 

Di  '       D2  ' Dw+!        f[x) 

s   indicano. le  ridotte  successive  della  frazione  continua  : 


1    i 


fi-; —  1 


93 — 


fm-t-I 


si  avranno  le  : 


(11)        r,  sa ?D,  —  /"N, ,    ras=yDa  =  /Wa,    .  .  .     . 

r„  ss  tpD„  —  /"N^ 

e  le  D, ,  N,  saranno  dei  gradi  n  —  m-4-*  — 1,  ed  *— 1  . 

Problema.  Determinare  i  coefficienti  dei  residui  r,  dei 
quoti  q  y  e  dei  numeratori  e  denominatori  N,  D  in  funzione 
dei  coefficienti  delle  f(x) ,  <p(x). 

La  soluzione  di  questo  problema  nel  caso  particolare  che 
<p{x)  =  f(x)  venne  da  me  data  in  un  breve  lavoro  inserito 
nelli    Nouvelles    Annales  de  Mathématiques    del  Sig*  Terquem 
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(Febbrajo  1854).  Il  metodo  ivi  adottato    vale    anche    per  il 
caso  generale,  quindi  ci  limiteremo  ad  accennare  i  risultati. 
Essendo  per  le  equazioni  (11): 

rs(*r)  =  <?(*r)  D,(Tr) 

si  hanno  le  : 


indicando  À,  il  coefficiente  di  xm-'  nel  polinomio  rs(x).  Quin- 
di posto  : 

S0     Si  •  .  .  S/-i 


S/-I    ^/  •    •    •    Sa/-: 

nella  quale  t  =  e  -f-  *  ,  ed  Sr  ha  il  valore  dato    dalla  (1)  ; 
si  avranno  le  : 

S0     St      •  .  5*-! 

Si     Sa      •  •  »f 


(12)    D,(*)= 


S/-a  S/-|    ...    Sa/-3 

x        OC    •    •    •    mT 


»   Aj— 


A/ 


A,-,       A,., 


,  A  =* 


O         O 


Gol  mezzo  delle  formole  (2)  ,  (6)  si  passa  da  queste  espres- 
sioni formate  colle  sommatorie  Sr  alle  analoghe  formate  coi 
coefficienti  delle  funzioni  f\x),  <p(x). 

Dalla  equazione  :  • 


r,(*)         -  r  D,(*r)y(gr)  "I 


avvert^ido  alla  denominazione  (7)  si  ottiene  : 
Annali  di  scienze  Mai.  e  Fis.  T.  V-  agosto  4854. 


20 
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(13) 


S0      Si    .    .   .    S/-| 

rs(x)        A, 

&i      2>2    •    •   •   5/ 

fi*)         <*o  ^ 

S/-a    S/-!     ...    02i-': 

T0     Ti    .•.    T/_, 

e  da  questa  mediante  le  forinole  (2),  (6),  ed  (8)  si  ottengo* 
no  i  valori  dei  coefficienti  di  r,(x)  formati  con  quelli  delle 
f(x),  <p(x). 

Per  l'equazione  (9)  posto: 


x^1  S0  -+-  xr~*  S, 


•  t  • 


-h  #Sr-a  -4-  S,—,  —  f9 


r»-i 


il  determinante  secondo  membro  dell'ultima  equazione  si  de- 
compone  in  due  parti  e  si  ba  : 


rs(x)  =  tf  (x)  D,  -  — '-  fa)  | 

«Ai 


S0      Si   .   .   .   §/-, 

d|        &2     •     •     •     ^/ 


e  quindi 


S/-a   S,-i    ...    S2/-3 

I  o  /.  •  •  •  h-> 


N,(«)  = 


A, 


».  A, 


U|  &2      *     *     *     *$i 


8/-.2  S/«,  ...  8a/-3 

o  r. • . .  A-. 


che  si  otterrà  facilmente  formato,  coi  coefficienti  delle  f(x)% 
<p(x). 

Il  valore  di  un  quoto  qualunque  q9  si  dedurrà  da  una  qual- 
sivoglia delle  note  relazioni  : 

D,-,  q,  =  D,  -+-  D,-2  ,  N,M  jr,  =N,  H-N,^ ,  r,^  qs  =f,  -H",.a 
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4.°  Derivando  le  equazioni   (10)   rispetto   ad    x  giungesi 
dopo  alcune  ridazioni  alla  : 


rw,  -  ,w-  /£+  r\  à£ 


-4-r' 


dg3 
dx 


2     àqm+i 

■•••   *T"  T  m 


dx 


e  sapponendo 

q2  ^=  a2a?  -f*  /3a ,      jT3  =  «3*  "+•  £3  >   •  • 


'«ì-hi 


si  avrà 

f(x)<p  —  ?'(*)  f=  9*  ^T+-  «a  r*!  -+•  «3  r%  -+-  ...  -H  *m+i  ram  . 

Da  questa,  indicando  con  x1,  x"y  .  .  .  xlm)  le  radici  dell'  e- 
quazione  p(x)  =  0,  si  ottengono  le  seguenti: 


m-t-I   *     »» 


^w-hi  *"   m 


Dalle  quali  osservando  alle  equazioni  (il)  si  deducono  le  : 


f(*r)  _, 


,(*,.)  +  aj)\(xr)  -+-  a*D\{xr)  -K  .  .  .H-«m+iD2IM(xr) 


■  ^~=  «JP.(«M)  H-a.N%(*M)  +  ...-+-  am^N%,(*(')) 

Se  sapponesi  m  =  n  —  1  ,  e  quindi  ^  =  <xxx  -f-  j3t  la  pri- 
ma di  queste  equazioni  dà  luogo  alla  : 


(14) 


P(*i)  jK*»)  •   •   •  H*«) 

DM*,)      D\(*J  .  .  D1,^) 


D%-,(r,)  DV.(*,)  ...  Da„_,(j„) 


=  0 


nella  quale  si  é  posto  per  brevità 
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p(xr)=oct 


9(*r) 


£  nel  caso  particolare  che  <p(x)  =  ^(x)  la  prima  linea  del  de- 
terminante superiore  diventando  divisibile  per  a, — 1  si  avrà: 

1  1  ...         1 


Dy*!)      D2,^)     .  .  .  Da,W 


=  0 


proprietà  già  epanciata  dal  Sig.Sylvester  nel  Philosophical  Sta- 
ff azine.  (October.  1853).  La  equazione  (14)  verifica  la  con- 
gettura di  questo  distinto  Geometra  intorno  la  esistenza  di 
pna  equazione  analoga  a  quest'ultima  pel  caso  generale  che 
f{y)  sia  upa  funzione  qualsivoglia  del  grado  n — 1.  (*) 

5.°  Indicando  con  A,  ,  A',  i  coefficienti  di  xm-*  ,  xm-*~l 
nel  polinomio  rs(x)  e  con  cs ,  e1,  i  coefficienti  di  xtt-"*+*"1  , 
xn-m+s-%  ne|  polinomio  D,(r) ,  essendo 

?*-hi(#)  =  «j+i  #  -*-&-hi 
si  hanno  le  : 

(*S+-\  ^  CSC  S+l  ^JT-HI  C 


h*+I 


—  — -  »    P'+I  — 


Cs 


c\ 


Ora  dalle  note  forinole  dello  spezzamento  delle    frazioni   si 
ottengono  le  : 

HD-w/vir  t-  • 


x,  [**.  w  m] = 


A#c ,  -f-  A  jC,        A  ,£,<*, 


a< 


a 


(*)  Od  a  Theory  of  the  Syzigetic  relation»  of  two  rational  inte- 
grai fijnetions,  etc.  Philosophical  Transactions.  1853.  part.  III.  pag. 
480. 


e  quindi 
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2-  [D^  mx  -  *J  ]= 


A^ 


x  — 


A,c',-hA',c,       A,M, 


a 


ma  : 


<r  =  A^14.,  ,      a,  =  As  e' 


S  v  J-4-I 


A'  e 


danque  : 


Si  ottengano  così  le  da  e  equazioni  : 


) 


le  quali  vennero  date  dal  sig.  Sylvester  senza  dimostrazione 
nella  memoria  citata*  (On  a  Theory  etc.  pag.  478).  La  for- 
ma del  coefficiente  di  qs+t  è  qui  data  per  la  prima  volta.  A 
qneste  aggiungiamo  le  seguenti  relazioni  facilmente  dimostra- 
bili coi  principj  su  esposti  i 

2r[D,(*,)N,(*P) ^j  ]=  0     Zr[D,(*,)  D,..  (*r)?g]=0 

6.°  Il  determinante  nel  secondo  membro  dell'equazione  (13) 
osservando  all'equazione  : 

S/-i  —  x*i-\  =  —  i/ 
si  trasforma  nel  seguente  : 

Tn  •    Tx  .  .  .  T/-, 

1 i      12  .  .  •   1/ 


*/-i  T/  .    .    .    .    12/-: 
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e  quindi  ponendo  : 

il  determinante  stesso  sarà  eguale  al  discriminante  di  questa 
funzione  quadratica  F,  cioè  eguale  al  risultato  dell'  elimina- 
zione delle  y0  ,  y, ,  .  .  .  .  y,-i  dalle  equaiioni  : 

dy0  dyf  dy/.1 

Pel  caso  di  ?(x)  =  fr(x)  questo  teorema  era  già  enunciato 
dal  Sig.  Hcrmite  nella  sua  interessantissima  memoria  Remar- 
ques  sur  le  théorème  de  M.r  Sturtn  presentata  all'Academia  Fra- 
cese  il  14  Febbrajo  1853. 

I  valori  dei  residui  espressi  mediante  le  radici  della  /[#)=() 
si  ottengono  facilmente  considerando  i  residui  medesimi  po- 
sti sotto  quest'ultima  forma.  Infatti  si  ha  p.  e. 


T    T 

io     *  I 


T,  T2 


2, — 


*(**) 


2r 


xry{xf) 


{x—xs)f{Xl)       r  (x— xr)f(xr) 


2, 


xs<p{x,) 


K 


x\<p(rr) 


{x—x,)f(x,)       r  {x—xr)f[xr) 


ossia  : 


T0  T, 
T,  Ta 


=   2,2r 


?(**)  9(xr)  1 

f(x.)  f(xr)  '  (x— xr){x— xt) 


X. 


X,  X  r| 


od  anche 


T.  T, 

=S 

T,  T2 

_C      <f(Vs)  ?(*r)  (*s  ~  Xr  Y 


f(xs)  p{xr)     (x—xs)(x—xr) 


Analogamente  : 


r 


T„ 

T, 

Ta» 

T, 

T, 

T3 

Ta 

T3 

T4 

=s 
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<p(xs)  <p(xr)  <t(xt)      (xa—xà%(*r—*i)\*r~**)* 
f(x9)  f(xr)  f{xt)        (x— xs)(x--xr)(x  —xt) 


e  così  di  seguito.  Il  simbolo  S  rappresenta  la  somma  di  tanti 
termini  simili  all'esposto  quante  sono  le  combinazioni  due  a 
due,  tre  a  tre  ec.  delle  radici. 

7.°  Aggiungeremo  i  valori  dei  residui  rt(x) ,  r2(x),  ró(x) 
espressi  pei  coefficienti  delle  funzioni  f[x) ,  9(2)  ;  da  questi 
ai  rileva  facilmente  la  legge  di  formazione  per  un  residuo 
qualunque.  Le  espressioni  che  qui  seguono  sono  ottenute  col 
metodo  usato  nell'analoga  ricerca  sulle  funzioni  di  Sturm. 
Supponendo  tn  =0  n  —  1  si  hanno  le  : 


M*)  = 


A, 

a3A 


io  4, 

\PoPl 


r2(x)= 


A*  A 


aQ  a,  a2  a$ 
0  bQ  bt  b2 
b0  5l  b2  *3 


r3(ff)= 


Ai 

«7oA4 


•  P*  Pi  P* 

a0  a*  a2  03  a4  4*5 

0    a0  a,  a2  a3  a4 

0   0   U,  b2  i3 


0    b0   4,  b2  *3    «4 

*o  *t     *a   *3   *4    *5 


0     0     pD  p,  J>2    pi 

nelle  quali  espressioni  : 

Po  =  aJf(x)  y      Pi  =  (ao*  ■+■  *«)  ?(*)  —  *ofa)  f 
pa  =  (a0x*  -4-  axx  -t-  aa)  y(jr)  —  (b„x  -+-  Ai)/I*) , 

pò  =  (aa#3  -f-  at*a  -f-  aa*  -+-  a3)f(x)  —  (40x*  -+-  i,a?-f  *,)/(*). 
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Dalle  equazioni  (12)  si  avrebbero  inoltre  le  : 


per  s  pari  A,  = 


*\    A»3A-5 


A%-, 


A1.  A% A», 


l*-*-I 


e  per  *  dispari  A,  = 


_a\     A',  A% 


AV, 


**.     Al3  A25  A2, 


'/-Hi 


essendosi  supposto  t  =  *-f- 1.  Le  quantità  A  si  calcolano  af- 
fatto analogamente  ai  residui  e  si  hanno: 


«o  ai  a2  <*3  «4 


A,  =    -v 


a* 


la 
1  ° 

ai 

a» 

1 

0 

*. 

b, 

». 

*. 

K 

A;<= 


a: 


0  a0  at  aa  a^ 
0  0  b0  *«  A2 
0    iu  4,  i2  i3 


ec. 


*0  ài  *2  *3  *4 

Dai  valori  di  r(x)  si  hanno  quelli  di  D(x)  ed  N(#)  già  es- 
pressi col  coefficienti  delle  funzioni  <p(x),  f[x) ,  e  ciò  per  la 
forma  stessa  del  determinante  secondo  membro  del  valore  di 
r(x)  come  si  é  indicato  alla  fine  del  §.  3. 

Le  espressioni  trovate  per  r(x\  e  A  rimangono  le  stesse 
anche  nel  caso  che  m  sia  minore  di  n — 1,  si  dovrà  soltanto 
aver  riguardo  di  porre  eguali  a  zero  gli  opportuni  coefficienti 
delle  funzioni  <p(x). 

Pavia  li  10  Agosto  1854. 
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SULLE  FUNZIONI  SIMMETRICHE 
DELLE  BADICI  DI  UNA  EQUAZIONE. 

NOTA 
DEL  SIC  PROF.  FRANCESCO  BR10SCHI 


Sieno  x,  ,  x2  .  ,  .  x„  le  radici  dell'equazione: 
x"  •+•  a1  xn~l  -+-  a2  x"-2  -+-  . .  .  -t-  an  =  0 
e  considero  la  funzione  simmetrica  delle  radici  : 

p  =  lx\  x*  x|  .  .  .  . 

dove  a,  /3,  7  .  .  .  sono  numeri  interi  positivi.  Se  coi  noti 
metodi  formasi  la  funzione  f  mediante  i  coefficienti  dell'  e- 
quazione,  essa  risulterà  composta  di  termini  della  forma: 


(1)  db  arl  .ar2  .  .  .  a,/ 

1        a  / 

e  se  chiamiamo  indice  di  un  termine  qualunque  il  numero  : 

f*!  J?|   ■+•  fa  S2  "f-  ••     •    —f-  f/  5/ 

avrà  luogo  il  seguente  teorema  : 

Una  funzione  simmetrica  <p  delle  radici  di  una  equazione 
espressa  mediante  i  coefficienti  della  stessa  avrà  tutti  i  suoi 
termini  del  medesimo  indice  0  sarà  omogenea  in  indice. 

La  dimostrazione  di  questo  teorema  si  appoggia  ad  una 
formola  da  noi  data  nella  Nota  sulla  teorica  degli  invarianti 
(Annali  di  Scienze  Matematiche  e  Fisiche.  Giugno  1854  pag. 
209).  Questa  formola  è  la  : 

do  A(p         0       dp  dy 

2,r,  - —  =  a,  - —    -h  Àa2  -r h  ...-+-  *<*/i-r- 

dxs  da,  da2  da„ 

Ora  essendo  ; 
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si  avrà  : 


(2)   a1— 2-  -+-  2a2  -Ì--4-. .  .  -i-"na«~-=?(a+j8-H7+...)9. 
da,  daa  da,, 

Quindi  se  con  (1)  rappresentasi  uno  qualunque  dei  termini 
di  f  si  avrà  : 

r,  *i  -+-  ra  s2  -+• .  . .  «+■  r,  *,  =  a  -+-  /3  -h  7  -+• . . .       (*) 

e  quindi  l'indice  di  uno  qualsivoglia  dei  termini  della  fun- 
zione simmetrica,  espressa  mediante  i  coefficienti  sarà  eguale 
al  grado  della  funzione  medesima  espressa  mediante  le  ra- 
dici. 

Da  ciò  si  deduce  quale  corollario  un  teorema  del  Signor 
Transon  pubblicato  nelli  Nouvelles  Annales.  Année  1850.  p.  84. 

Se  con  <p  indichiamo  una  funzione  algebrica  ,  razionale  , 
intera;  dall'equazione  (2)  si  ha  : 

Mediante  la  proprietà  su  esposta  e  scritta  in  quest'  ultima 
equazione;  giovandoci  dell'importante  teorema  del  Sylvester 
«  che  il  grado  della  funzione  <p  espressa  coi  coefficienti  non 
può  superare  il  maggiore  dei  numeri  a,  ^3,  7  ....  »  (**) 
possiamo  in  ogni  caso  determinare  la  forma  della  funzione 
medesima. 
Per  esempio  sapponendo 


(*)  Questa  proprietà  pel  caso  particolare  delle  somme  delle  poten- 
ze delle  radici  trovasi  enunciata  nelle  Me&talions  algtbricae  di  Wa- 
ring. 

(")  Philosophical  Magazine.  March.  1853. 
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«  =  3  ,  /S=2,  7  =  etc =  0 

si  avrebbe  <p  del  terzo  grado  e  di  indice  5  in    ciascun  ter- 
mine, per  cni  la  forma  di  p  risulterebbe  : 

tf  =  Atti  a*2  -+-  Ba2!  a$  -+-  Ca2  a$  -f-  Dat  a^  -+-  Ea$ 

nella  quale  A,  B,  C  .  •  •  sono  coefficienti  numerici 

(A  =  —  1,    B  =  2,    C  =  l,    D  =  — 5,     E  =  5). 

Così  se  fosse  a  =  4  ,  /S  =  1  si  avrebbe  : 

tf  =  Àa3!  a2  -+•  Baa,  a3  -+-  Cat  aaa-f-  Dda  a3  -f-  Ea,  «a  -+-  F«s 
(A=-,l,  B  =  3,C  =  1,D  =  — 5,  E=— 1,  F=5) 

e  supponendo    a  =2  ,  £  =e2  ,  y  =  1     si. ha  : 

9  ==  Aaa  03  -4-  Bai  a^  -h  Gas 

(A— 1  ,  B  =  3  ,  C  =  -  5) 
e  supponendo 

a  =  l,  £  =  1,9  =  1,  6=1 
si  ottiene 

9  =  Aa5  (A  =?=  —  1). 

La  omogeneità  in  indice  é  anche  una  delle  proprietà  carat- 
teristiche degli  invarianti  delle  funzioni  omogenee  a  due  va- 
riabili. 

Pavia  28  Agosto  1854. 
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LETTERA 
DEL  SIG.  Dr  «IO.  BATT.  DONATI 

AL  COMPILATORE 

Sig.  Professore 

Ho  l'onore  di  trasmetterle  l'orbita  parabolica  che  ho  ot- 
tenuta per  la  Cometa  scoperta  il  4  giugno  del  corrente  anno 
dal  Sig.  Klinkerfues.  Essa  è  la  seguente 

Passaggio  al  perielio  ...  Gingno  22,04014.  T.  m.  di  Firenze 

Distanza  perielia 0.6480649 

Inclinazione .  108°  44'  42",  6 

Longitudine  del  nodo  ascenda*  347    26  41,  5  )dell'equin.°  mcd/ 
Longitudine  del  perielio  ...    61    57  55,  0jl°  luglio  1854. 

L'inclinazione  maggiore  di  90°  sta  ad  indicare  che  il  moto 
ò  retrogrado,  e  volendo  ritenere  l'ordinaria'  distinzione  di  mo- 
to retrogrado,  dovrà  prendersene  il  supplemento,  e  porre  la 
longitudine  del  perielio  di  272°  55'28",0. 

Per  il  calcolo  di  quest'orbita  mi  sono  servito  delle  due 
osservazioni  del  5.  e  25.  giugno,  fatte  la  l.a  a  Gottinga,  e 
la  2.a  a  Roma  al  Collegio  Romano,  e  delle  due  mie  osser- 
vazioni del  6.  e  27.  luglio. 

Confrontando  i  luoghi  calcolati  con  quelli  dati  dalle  osser- 
vazioni, dopo  che  queste  siano  corrette,  dall'  aberrazione  ,  e 
tutte  ridotte  all'  equinozio  medio  del  1.  luglio  ,  si  hanno  i 
seguenti  risultati  : 


Giugno 
Gingno 
Luglio 
Luglio 


5. 
25. 

6. 
27. 


Osservala 
Longitud* 

-  64",2 

—  47,  6 
-h29,  2 

52,  2 


Calcolata 
Latitudine 

-  6",  3 
—53,  2 
-4-22,  4 
+  7,4 


Le  osservazioni  che  potei  fare  al  meridiano  fino  a  tutto  il 
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6  loglio,  le  comunicai  già  dallo  scorso  mese  al  eh.  Direttore 
óeiV  Astronomi scke  Nachrichten,  ed  ora  riinetto  a  Lei  chiaris- 
simo Sig.  Professore  le  altre  osservazioni  che  ho  fatte  me- 
diante un  micrometro  angolare  al  gran  cannocchiale  dell'  il- 
lustre Sig.  Prof.  Amici,  avente  un  apertnra  di  10  pollici  e 
mezzo. 


Data      i 

T.  medio 

AR.  apparente 

Dee.  apparente 

1854 

di  Firenze 

di  Cometa 

di  Cometa 

Loglio  13. 

9*33"  10',  7 

9*52" 

26*,  65 

-+■  42°   7'    6",6 

14. 

9   46      3,  9 

9  56 

49,  03 

40  57  12,  2 

15. 

9   52    55,  7 

10    0 

55,  57 

39  50  42,  2 

17. 10     7    38,  4 

10     8 

9,  65 

37  39  19,  4 

19.    9   47    31,  7 

10  14 

22,  90 

35  37  34,  5 

20. 

9   39    16,  6 

10  17 

12,  49 

34  39  45,  1 

21. 

9   26    55,  6 

10  19 

49,  98 

33  43    5,  2 

22. 

9   40    29,  2 

10  22 

21,  41 

32  47  42,  2 

27. 

9   27    24,  6 

10  32 

57,  84 

28  34  47,  9 

Le  stelle  di  confronto  e  le  differenze  osservate  fra  la  loro 
posizione  e  quella  della  cometa,  furono  le  seguenti  : 


Cometa 
in  AB. 


Stelle 

di  confronto 

Luglio  13. 

20069 

14. 

20401 

15. 

20313 

17. 

20251 

19. 

20414 

20. 

20186 

21. 

21557 

22. 

20552 

27. 

20830 

21"*13',10 
27  56,08 
20  40,79 
11  18,83 
10  48,57 
00  21,89 
50  46,75 
8  10,36 
-  8  55,84 


I  numeri  che  indicano  le  stelle  di  confronto ,  sono  quelli 
del  Cataloga  di  Lalaade. 

Se  si  confrontano  i  luoghi  dati  dalle  osservazioni  superiori 
con  quelli  dedotti  dall'orbita,  si  trova  che  le    latitudini  os- 


-     Stella 

in  Dee. 

—  6'  49",0 

-13  27, 

4 

-4-10  25, 

8 

H-ll  58, 

7- 

—  6  46, 

3 

•4-  7  23, 

1 

—10  19, 

6 

■+.  3  45, 

6 

—  9  44, 

2 
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servate  corrispondono  sempre  con  quelle  calcolate;  ma  le  lon- 
gitudini calcolate  sono  sempre  no  poco  minori  di  quelle  os- 
servate. Io  credo  che  ciò  dipenda  dal  non  essere  l'  orbita 
descritta  dalla  Cometa  una  parabola,  e  che  quest'orbita  deb- 
ba anzi  avere  un'eccentricità  dall'unno  assai  differente. 
Firenze  31  agosto  1854. 

UNA  VITTIMA  DEL  CHOLERA 
IN  NAPOLI. 

Macedonio  Melloni  non  e  più  !  Il  flagello  di  Dio,  l'asiatico 
morbo9,  il  giorno  11  di  questo  mese  d*  Agosto,  rapiva  sven- 
turatamente agli  amici  e  alla  Scienza  il  Legislatore  del  calo* 
rico  raggiante,  V  autore  della  Termocrosi  !  !  !  Non  è  mio  di- 
visamente quello  d'intessere  un  elogio  ad  un  tanto  Scienziato: 
il  suo  elogio  lo  comprende  tutto  il  suo  stesso  nome.  Dell' 
alto  sapere  di  Lui,  del  genio  squisito  nello  investigare  le  leggi 
de'fenomeni  naturali,  della  immensa  facondia  ,  e  del  chiaro 
dettato  parlano  a  tutto  il  mondo  le  sue  opere  sparse  negli 
Atti  delle  Accademie,  e  negli  annali  *di  Scienze  Naturali.  Esse 
comprendono  non  solo  innummerevoli  trovati  di  Lui,  risguar- 
danti  il  calorico,  la  luce,  il  magnetismo  ed  ogni  altro  punto 
della  Fisica,  ma  si  ancora  una  chiara  esposizione  ed  un  dotto 
comento  delle  investigazioni  del  suo  intimo  amico,  é  al  pari 
di  lui  illustre  Michele  Faraday.  Non  ci  sarà  cultore  delle 
Scienze  naturali,  il  quale  nell'udire  l' immatura  morte  dell* 
illustre  fisico  di  Parma,  non  abbia  a  versare  una  pia  lagrima, 
deplorando  la  perdita  dell'uomo  dotto  e  immensamente  pieno 
di  carità  verso  il  prossimo.  Sì,  tutti  rimaranno  attoniti  alla 
trista  novella  ;  ma  il  mio  dolore  sarà  immenso  e  doratore 
per  aver  perduto  in  Lui  chi  m'istruiva  non  solo,  ma  chi  mi 
ora  oltremodo  largo  di  sua  benevolenza,. chi  mi  onorava  della 
sua  più  cordiale  amicizia.  A  viva  voce  in'  istruiva  quante 
fiate  con  Lui  conversavo,  trovandomi  nella  Capitale;  e  quando 
n'era  lontano,,  m'illuminava  coi  suoi  scritti.  Sento  tuttora  la 
sua  voce  spiegarmi  le  sue  esperienze,  e  procuro  di  prolungar 
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l'inganno  ricordo,  é  con  doglia  acerba  queste  parole:  la  mia  ter- 
mocrosi  tara  l'opera  di  più  anni}  nella  seconda  parie  dichiarerà  ta~ 
limi  errori  ne  quali  eono  ultimamente  (1849)  incorri  due  sperimen- 
tatori francesi,  e  quindi  le  false  illusioni  dedotte  su  taluni  punti  del- 
la mia  teoria.  Ed  ora.  Ahi  !  che  morte  ha  inesorabilmente  tolta 
ogni  speranza  di  vedere  illuminalo  il  mondo  di  più  subblimi 
verità  ! 

Riposo  eterno  abbia  la  tua  anima,  o  Macedonio  Melloni, 
in  grembo  all'Eterno:  di  Cui  ha  palesato  al  mondo  l'immensa 
possanza  e  l'opera  infinita  di  sua  creazione,  mettendo  a  pro- 
fitto il  vasto  sapere  che  aveva  Egli  io  se  trasfuso! 

Agosto  1854.  B.  Bubinù 

Sull'eguaglianza  di  velocità  che  le   correnti  elettriche  di  varia 
tensione  assumono  nello  stesso  conduttore  metallico. 

Nota  di  Jf.  Melloni  (*). 

Nel  riferire  le  sperienze  eseguite  ultimamente  in  Inghilterra 
sulle  diverse  velocità  di  trasmissione  de'telegrafi  elettrici  i  cui 
conduttori  sono  sospesi  nell'aria  o  circondati  di  gatta  percha 
e  tuffati  nelI'acqua,oppur sotterrati  entro  tubi  di  ferro  odi  piom- 
bo, accennai  di  passaggio  la  teorica  del  Faraday  sulla  conduci- 
bilità; e  dissi,  che  l'illustre  scienziato  inglese  trovava  una  con- 
ferma di  cotale  sua  teorica  nella  diminuzione  di  velocità  che 
si  manifesta  ne'telegrafi  sotterranei,  o  sottomarini  per  rispetto 
ai  telegrafi  aerei.  Ecco  in  poche  parole  la  sua  argomenta- 
zione. 

La  conducibilità  elettrica  consiste  in  una  serie  d'induzioni 
molecolari  propagate  successivamente  dall'una  all'altra  estre- 
mità del  corpo.  Ora,  se  l'induzione  viene  in  parte  sviata  dalla 
sua  direzione  longitudinale  e  richiamata  lateralmente,  la  ten- 


(*)  Quella  noia  di  già  stampala  ci  fu  trasmessa  dall'Esimio  Autore   quat- 
tro giorni  avanti  l'irreparabile  di  Lui  perdita.  B.  T. 
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sione  secondo  il  verso  della  propagazione  diminuisce,  e  con 
essa  la  velocità  del  fluido  lungo  il  conduttore. 

Quest'intima  connessione,  ammessa  dal  Faraday,  tra  la  ten- 
sione e  la  velociti  del  fluido  elettrico  non  mi  parve  bastan- 
temente giustificata  da'  suoi  magnifici  esperimenti;  e  nel  ri- 
spondere a  questo  gran  fisico  credei  opportuno  di  accennare 
una  esperienza  atta  a  scogliere  direttamente  la  questione. 

Poniamo,  infatti,  da  banda  qualunque  considerazione  rela- 
tiva alle  variazioni  osservate  ne'cooduttori  telegrafici  di  di- 
versa costruzione  ed  occupiamoci  unicamente  della  trasmis- 
sione delle  correnti  elettriche  più  o  meno  intense  entro  Io 
stesso  filo  metallico. 

Egli  é  noto  che  fazione  magnetica  di  tali  correnti  dipende 
ad  un  tempo  e  dalla  quantità  del  fluido  elettrico  circolante 
e  dalla  sua  tensione.  Nelle  correnti  prodotte  dall'elettromotore 
voltaico  la  quantità  cresce  coll'ampiezza  degli  elementi  e  la 
tensione  col  loro  numero.  Se  fosse  pertanto  possibile  di  pro- 
curarsi due  pile,  l'una  composta  d'  un  gran  numero  di  pic- 
coli clementi,  l'altra  di  pochi  elementi  a  gran  superficie,  le 
cui  correnti  possedessero  la  medesima  forza  elettro-magnetica 
dopo  di  aver  percorsa  tutta  1'  estensione  d'  una  lunga  linea 
telegrafica,  si  vederebbe,  dal  confronta  pe'tempi  .necessari  alle 
manifestazioni  finali  delle  rispettive  loro  azioni  sull'ago  ma- 
gnetico, se  la  tensione  influisce,  o  no,  sulla  velocità  del  flu- 
ido elettrico. 

Faraday  promise  d'interporre  i  suoi  buoni  uffizii  presso  la 
Compagnia  inglese  de'  telegrafi  elettrici  onde  si  tentasse  V 
esperienza.  La  proposta,  appoggiata  da  un  tant'uomo,  venne 
favorevolmente  accolta;  e  dopo  alcune  settimane  si  die  mano 
all'opera  e  mi  si  trasmisero  le  strisce  contenenti  i  segni  ver- 
gati dal  telegrafo  sotto  l' azion  successiva  di  varie  correnti 
elettriche  più  o  meno  intense.  Le  due  lettere  che  accompa- 
gnano questi  documenti  originali  sono  del  tenore  seguente. 
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Istituzione  Beale  2  giugno  1854. 
Mio  Caro  Melloni 
...«  M.  Latimer  Clark  ha  fatto  l'esperimento  da  voi  richiesto 
»  ed  esteso  un  ragguaglio  dei  risultamene:  vi  mando  il  tutto 
»  qui  unito.  È  assai  difficile  avere  le  linee  totalmente  libere 
»  durante  un  certo  intervallo  <U  tempo,  sicché  egli  dovette 
»  aspettare  le  occasioni  propizie  ed  operare  a  più  riprese  , 
»  come  meglio  potè  ,  e  senza  la  mia  assistenza.  Ma  io  credo 
»  ne  rimarrete  soddisfatto,  giacché  potete  avere  piena  fidu- 
»  eia  nell'esattezza  delle  sue  osservazioni  ». 

Tutto  vostro  affezionatissimo  M.  Faraday. 


Compagnia  elettro-telegrafica 
(fondata  nel  1846). 

Uffizio  degl'ingegneri.  488  West-Strand. 
Londra  31  maggio  1854. 
Latimer  Clark  al  professor  Faraday 
»  Ho  fatto  alcune  esperienze  sulle  velocità  comparate  delle 
»  correnti  di  varia  intensità  e  vi  accludo  le  strisce  di  carta 
»  che  mostrano  i  risultamenti.  Non  mi  riuscì  di  uguagliare 
»  le  deviazioni  del  galvanomelro  prodotte  dalle  correnti  più 
»  intense,  le  correnti,  cioè,  che  derivano  da  un  gran  numero 
»  di  piccole  lamine,  con  quelle  provenienti  da  poche  lamine 
»  a  gran  superficie;  imperocché  nessun'ampiezza  poteva  sup- 
»  plire  alla  mancanza  di  tensione.  Alludo  alla  forma  del IV 
»  sperienza  suggerita  da  Melloni;   ma  credo   che  i  risultati 
»  saranno  tuttavia  per  lui  interessanti.  » 

»  Le  esperienze  furono  eseguite  sopra  768  miglia  di  filo 
»  metallico  rivestilo  di  gulta  percha;  sulla  linea  cioè  che  va 
»  da  Londra  a  Manchester  e  ritorna  qui  due  volte,  colle  no- 
»  stre  ordinarle  batterie  (elettromotori)  di  solfato  di  rame  , 
»  di  tre  pollici  quadrati ,  e  con  tensioni  le  quali  variarono 
»  tra  31  coppie  e  sedici  volle  circa  questo  numero  ,  ossia 
»  500  coppie.  » 

Annali  di  Scienze  Mal.  e  Fis.  T.  V.  settembre  1854.  21 


(  322  ) 

»  Nelle  prefate  strisce  la  Uoea  superiore,  prodotta  da  no 
»  meccanismo  locale,  indica  il  principio  dell'esperienza  ed  il 
»  tempo  dorante  la  quale  la  corrente  era  trasmessa.  » 

»  La  seconda  linea  (di  ponti)  significa  il  tempo  in  minuti 
»  secondi,  e  proviene  dallo  scatto  di  ona  mollettina  toccata 
»  da  un  pendolo  ad  ogni  suo  passaggio  pel  centro  dell'arco 
»  d  oscillazioqe.  » 

»  La  terza  linea  mostra  l'istante  in  cni  la  corrente  appa- 
ia risce  all'estremità  da  noi  detta  capo  lontano  (distant  end) 
»  della  linea  di  768  miglia  di  filo.  » 

»  La  quarta  linea  indica,  finalmente,  il  residuo  della  sca* 
»  rica  del  capo  vicino  (near  end)  del  filo,  che  ponevasi  in 
»  comunicazione  colla  terra  sobito  dopo  il  distacco  delle 
»  batterie.  Ciò  non  ha  nessuna  relazione  col  soggetto  delle 
»  presenti  nostre  indagini.  » 

d  Ora»  si  vede  per  mezzo  della  terza  linea,  che  in  tutti  i 
»  casi  trascorsero  due  terzi  circa  di  minuto  secondo  prima 
d  che  l'azione  divenisse  apparente  alla  distanza  di  768  mi- 
)>  glia,  indicando  così  una  velocità  di  circa  1000  miglia  per 
»  minuto  secondo.  Questa  velocità  é  dunque  sensibilmente 
»  ugnale  per  qualunque  tensione  della  corrente  elettrica.  »... 

Siccome  le  strisce  dì  cui  ò  parola  nella  lettera  dell'inge- 
gnere Clark  presentano  tutte  le  medesime  apparenze ,  diffe- 
rendo unicamente  nelle  annotazioni  che  indicano  il  numero  e 
le  dimensioni  delle  coppie  impiegate  ed  altre  osservazioni  se» 
condarie,  così  pongo  qui  sotto  il  solo  fac  simile  delle  due 
estreme,  che  sono  per  noi  le  più  essenziali. 
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Riferendomi  al  mio  precedente  articolo   sulle  trasmissioni 
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elettro-telegrafiche,  ricorderò  io  primo  luogo  che  le  linee 
continue  sono  prodotte  da  peone  o  stili  di  ferro  adattati  al 
telegrafo  stampatore  di  Bain,  il  quale  lascia  un'impressione 
stabile  snlla  striscia  di  carta  preparata  chimicamente  ed  uni- 
formemente mossa  da  un  meccanismo  d'orologerìa. 

E  farò  poi  osservare  ,  quale  novità  importante,  la  tradu- 
zione del  tempo  in  linguaggio  grafico  mediante  V  ingegnoso 
congegno  del  Clark  :  così  ognun  vede  a  colpo  d'  occhio  la 
frazione  di  minuto  secondo  trascorsa  fra  l' istante  in  cui  la 
corrente  penetra  nel  capo  vicino  e  l'istante  del  suo  arrivo  al 
capo  lontano. 

Noterò  finalmente  come  il.  genere  de' segni  elettro-chimici 
adottato  dall'ingegnere  Clark  abbia  felicemente  resa  inutile  la 
precauzione  ch'io  credeva  indispensabile  per  la  riuscita  dell' 
esperienza. 

E  veramente,  egli  è  certo  che  la  perturbazione  dell'ago 
magnetico,  la  calamitazione  del  ferro  dolce,  l'attrazione  delle 
spranghe  che  arrestano  i  movimenti  delle  ruote  dentate  o 
qualunque  altra  azione  prodotta  dal  conflitto  elettro-magne* 
tico  esige  una  certa  quantità  di  forza,  la  quale  può  risulla- 
re,  non  solamente  dal  primo  impeto  di  una  corrente  suffi- 
cientemente intensa,  ma  benanche  dalla  somma  degl'impulsi 
successivi  di  una  corrente  alquanto  più  debole.  Sicché  poteva 
darsi  benissimo  il  caso  in  cui  gli  effetti  sensibili  manifestati 
all'estremità  della  linea  percorsa  dalla  corrente  della  pila  di 
31  coppie  apparissero  più  tardi  di  quelli  della  pila  di  500 
coppie,  senza  che  perciò  se  ne  dovesse  necessariamente  ar- 
guire la  maggior  velocità  di  propagazione  di  quest'ultima 
corrente  rispetto  alla  prima  :  ecco  perché  io  consigliava  di  * 
compensare  coll'ampiezza  della  superficie  l'inferiorità  di  forza 
elettro-magnetica  dovuta  al  minor  numero  delle  coppie. 

Ma  nelle  condizioni  sperimentali  adottate  dal  sig.  Clark 
l'azion  chimica  della  pila  di  31  coppie,  quantunque  più  de- 
bole di  quella  proveniente  dalla  pila  di  500 ,  é  tuttavia  ba- 
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atantemente  distinta,  anche  sai  principio  dell'azione,  e  pa- 
stifica pertanto  la  conclusione  dedotta  da  questo  valente  in- 
gegnere  rispetto  all'  uguaglianza  di  velocità    delle    correnti 
elettriche  di  qualunque  tensione. 

Tra  le  strisce  inviate  se  ne  trova  una  sola  dove  la  cor* 
rente  d'un  elettromotore  di  62  coppie  di  12  pollici  quadrati 
di  superficie  (formata  dalla  rianione  di  quattro  sezioni  di  16 
coppie  ordinarie  di  3  pollici  )  sembra  essersi  mossa  un  pò 
più  lentamente  delle  altre.  Ma  siccome  tutte  le  sperienze  fu- 
rono duplicate  ,  e  che  nella  compagna  di  questa  non  appa- 
risce Io  stesso  ritardo,  così  l'anomalia  deriva ,  secondo  ogni 
probabilità,  da  qualche  differenza  accidentale  e  deve  quindi 
trascurarsi. 

In  alcune  sperienze  il  signor  Clark  trasmise  la  corrente 
per  due  galvanometri  della  Compagnia  (non  é  detto  la  strut- 
tura e  le  dimensioni  di  colali  strumenti)  prima  d'introdarla 
nel  conduttore;  e  non  trovò  nessuna  differenza  ne'tempi  della 
propagazione  :  ciò  che  doveva  naturalmente  aspettarsi  a  ca- 
gione della  debole  resistenza  de1  galvanometri  rispetto  alla  li* 
nea  telegrafica. 

Da  tutto  ciò  si  rileva  dunque,  che  allorquando  l'elettrico 
allo  stato  di  corrente  possiede  tanta  forza  che  basti  a  vin- 
cere la  somma  delle  resistenze  oppostegli  da  un  dato  con- 
duttore di  qualunque  lunghezza,  l'aumento  di  una  tensione 
quindici  o  venti  volte  maggiore  non  altera  punto  la  sua  ve«* 
locità  di  propagazione. 

Questo  fatto  è  in  aperta  contradizione  col  significato  ge- 
neralmente attribuito  alle  denominazioni  di  quantità  e  tensione, 
stantechè  colla  prima  si  paragona  la  massa  dell'elettricità,  a 
quella  d'un  fluido  e  colla  seconda  figurasi  la  sua  elasticità 
ossia  tendenza  al  moto. 

L'uguaglianza  di  velocità  delle  correnti  di  varia  tensione 
offre,  per  lo  contrario,  un  bellissimo  argomento  in  favore  del-» 
l'opinione  di  coloro,  i  quali  suppongono  |e  correnti  e)  letifico  e 
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analoghe  alfe  vibrazioni  dell'aria  sotto  l'azione  de'corpi  so- 
nori. E  per  vero,  siccome  i  suoni  più  o  meo  gravi  ed  acati 
percorrono  nell'aria  lo  stesso  spazio  nello  stesso  tempo  qua- 
lunque siasi  la  lunghezza  od  intensità  delle  onde  aeree  for- 
mate dalle  pulsazioni  del  corpo  sonoro,  così  le  vibrazioni  più 
o  men  vigorose  che  il  fluido  elettrico  concepirebbe  sotto 
l'azione  degli  elettromotori  composti  d'un  numero  più  o  men 
grande  di  coppie,  si  propagherebbero  ne'conduttori  coli  a  me- 
desima celerilà. 

Ognun  vede,  pertanto,  come  le  ipotesi  da  noi  immaginate 
per  render  ragione  de'fenomeni  naturali  valgono  talora  a  sug- 
gerire certe  indagini  sperimentali,  donde  risultano  le  dimo- 
strazioni della  loro  validità  od  insuflScenza. 

Avrò  presto  l'occasione  di  esporre  in  questo  giornale  (*)  altri 
fatti  i  quali  dimostrano  chiaramente,  a  mio  credere,  l'errore 
di  alcune  conseguenze  ammesse  inora  intorno  all'induzione 
elettro-statica  e  terminerò  conchiudendo  di  bel  nuovo,  che  la 
differenza  di  velocità  osservata  tra  le  correnti  elettriche  tra- 
smesse dai  conduttori  isolali  nell'aria  o  profondati  nel  suolo 
e  circondati  da  un  doppio  strato  di  sostanze  coibenti  e  de- 
ferenti proviene  unicamente  da  un  aumento  di  capacità.  In 
altri  termini:  l'induzione  laterale  esige  una  eerta  proporzione 
di  elettricità,  ed  il  progresso  della  corrente  nella  direzione 
della  lunghezza  è  tanto  più  ritardato,  quant'  è  maggiore  la 
quantità  dell'agente  necessaria  atta  produzione  del  fenomeno. 

S'intende  poi  come  dal  fatto  dell'  uguaglianza  di  velocità 
di  qualunque  corrente  nello  stesso  filo  metallico  ne  risulti 
che  le  correnti  elettriche  di  diversa  tensione  conservano  ne' 
conduttori  sotterranei  que'roedesimi  rapporti  di  quantità  eh' 
esse  posseggono  ne'conduttori  sospesi  nell'aria;  imperocché 
la  porzione  di  elettricità  sviata  ,  sotto  le  stesse  condizioni 
dinamiche,  verso  le  pareti  per  virtù  dell'induzione  essendovi 
trattenuta  da  una  forza  di  reazione  ,  deve  necessariamente 
variare  proporzionalmente  all'intensità  dell'Arido  circolante. 

(*)  Ciò  viene  riferito  al  giornale  di  Napoli.  B.  T. 
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CONGIUNZIONE  INFERIORE  DI  VENERE 
OSSERVATA  NELFERBRAJO  DEL  1854. 

MEMORIA 
DEL  SIG.  PROF.  GIUSEPPE  BIANCHI. 


La  società  astronomica  di  Londra  invitava  gli  osservatori 
delle  Specole  a  raccogliere  e  comunicarle  una  serie  di  ac- 
curate determinazioni  dei  luoghi  apparenti  di  Venere  all'oc- 
casione che  il  pianeta,  nella  primavera  dell'anno  1830,  offe- 
rivasi  per  la  terra  in  congiunzione  inferiore  col  Sole.  E  V 
indicato  motivo  di  quell'eccitamento  era  di  assaggiare  e  ap- 
plicar in  tale  circostanza  un  metodo  proposto  dal  R.  Astro- 
nomo di  Greenwich,  il  celebre  Sig.  Airy,  col  quale  dedurreb- 
besi  appunto  dalle  osservate  congiunzioni  di  Venere  una  più 
esatta  conoscenza  o  valutazione  della  massa  della  luna.  Ono- 
rato io  pure  del  programma  per  contribuire  allo  scopo  ac- 
cennato risposi  all'invito  coll'inviare  la  serie  atqaanto  nume- 
rosa e  ridotta  delle  mie  osservazioni  alla  detta  Società  ,  la 
quale  afre  Ila  vasi  di  pubblicarle  in  un  colle  analoghe  e  con- 
temporanee insti  tui  te  a  Padova  dal  eh.  Santini,  dal  prof.  Ni- 
colai a  Mannheim,  dal  prof.  Schwerd  a  Speier  ,  e  da!  D.r 
Robinson  ad  Armagli;  siccome  può  vedersi  alle  pagine    223 

237  del  volume  V  delle  Memorie  della  Società    Reale 

Astronomica.  In  appresso  però  non  è  a  cognizione  mia  né 
d'altri  che  siasi  tirato  alcun  partito  e  risulta  mento  da  quel 
complesso  di  osservazioni  in  ordine  alia  ricerca  speciale  che 
avevasi  lo  mira  promovendolo;  sopra  di  che  riflettendo  il  eh. 
cav.  Carlini  ed  eccitato  eziandio  dall'opportunità  di  una  si- 
mile congiunzione  di  Venere,  che  slava  per  rinnovarsi  nell' 
ora  scorso  febbrajo,  entrò  in  pensiero  che  si  ripetessero  in 
comune  da  lui  e  da  me  le  osservazioni  dello  stesso  corpo  e 
fenomeno  celeste  per  alquanti    giorni  prima  e  dopo  la  con- 
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giunzione,  prefiggendosi  egli  di  poscia  discuterle  ed  esami- 
narle all'uopo  medesimo  di  dedarne  il  coefficiente  dell'  ine- 
guaglianza lunare,  adoperato  nelle  tavole  del  sole,  e  in  con* 
formila  del  metodo  creduto  nuovo  dall'Àiry  che  lo  propose, 
ma  che  il  Carlini  ritiene  immaginato  dal  Dottore  Smeathon 
fin  dall'anno  1768.  Per  la  seconda  Tolta  io  tenni  dunque  al- 
l'invito di  osservar  Venere  alla  congiunzione  inferiore  ,  ed 
ora  qui  vengo  a  presentarne  1  ottonaio  mio  risaltamento.  Di 
certo  il  tempo  non  poteva  correrne  più  propizio ,  attesa  la 
quasi  costante  serenità  e  purezza  dell'atmosfera  dalla  metà 
di  febbraio  a  quella  di  Aprile  dell'anno  attuale  ,  con  singo- 
lare contrasto  ed  opposizione  delle  vicende  meteorologiche 
dell'anno  immediatamente  precorso,  e  alla  stessa  epoca  e  sta- 
gione. 

Il  picciol  numero  delle  posizioni  apparenti  del  pianeta  da  me 
osservate  è  stato  preso  coi  passaggi,  determinando  le  altezze 
meridiane  dell'astro  mediante  il  cannocchiale  del  mio  circolo,  e 
riferendone  i  tempi  siderali  all'orologio  di  Molyneux.  Per  de- 
durne le  declinazioni  e  ascensioni  rette,  con  maggior  fiducia 
di  esattezza  e  più  indipendentemente  dalle  rettificazioni  dello 
strumento  e  dall'equazione  del  pendolo,  io  avrei  potuto  rap- 
portar il  pianeta  a  qualche  prossima  stella,  come  già  sempre 
gli  astronomi  soglion  fare  per  simili  osservazioni.  E  tanto 
più,  quanto  le  mie  macchine  alla  meglio  custodite  o  difese 
da  un  totale  scomponimento  e  ristauro  praticato  nel  tetto  di 
questa  B.  Specola,  e  poco  dianzi  compiuto  ,  dovean  farmi 
dubitare  di  forti  sconcerti  e  alterazioni  prodotte  in  esse  dalla 
fabbrica.  Ma,  oltrecchè  di  stelle  cospicue ,  diurne  o  visibili 
di  giorno,  e  vicinissime  a  Venere  non  mi  si  offeriva  se  non 
a  Acquario,  e  questa  non  fu  potuta  da  me  distinguere  se 
non  a  stento  una  mattina  di  aria  e  cielo  purissimi,  io  ante- 
posi poi  anche  di  determinar  le.  posizioni  assolute  del  pia- 
neta, e  non  soltanto  le  comparative,  profittando  a  ciò  del  bel 
tempo,  eho  mi  permise  di  esaminar   parte  a  parte   gii    eie- 
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menti  di  correzione  del  mio  circolo  meridiano,  mediante  una 
inversione  fatta  del  medesimo.  Nella  quale  circostanza  e  ri- 
cerca io  potei  con  mia  grande  soddisfazione  accertarmi  nulla 
aver  sofferto  il  mio,  comecché  delicato  strumento  dall'uso  ed 
esercizio  di  presso  a  trentanni,  né  dai  pericoli  delle  indicate 
riparazioni  all'edificio.  I  perni  dell'asse  rotatorio  ben  conser- 
vati, cilindrici  e  di  ugual  raggio  alla  prova  di  sensibil  li- 
vello, la  linea  di  fiducia  o  di  collimazione  dell'  asse  ottico 
trovata  al  punto  dell'ultima  inversion  precedente  ,  non  can- 
giata se  non  di  poco  la  deviazion  azzimutale  ,  e  la  flession 
del  cannocchiale  mantenutasi  nulla  o  insensibile  col  sistema 
dei  contrappesi,  tutto  ciò  riconosciuto  con  osservazioni  mi 
ha  dato  fondamento  a  ritener  buono,  come  in  passato  e  den- 
tro i  limiti  degli  errori  inevitabili  e  delle  incertezze  de'giu- 
dizj,  le  posizioni  assolute  dal  mio  circolo  somministrate.  Per 
brevità  io  qui  non  produco  le  osservazioni  originali  e  le  non 
poche  discussioni  e  riduzioni  necessariamente  applicatevi  ad 
inferirne  i  luoghi  apparenti  di  Venere  ,  bastandomi  questo 
premesso  cenno  della  instituita  disamina  dello  strumento  ad 
esserne  tranquillo. 

Chiamata  pertanto  a  l'ascension  retta,  e  3  la  declinazione 
di  un  luogo  apparente  osservato  dal  centro  di  Venere  ,  io 
calcolai  l'uno  e  l'altro  elemento  di  posizione  colle  due  for- 
inole 
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sempre  osservato  di  •  Venere ,  e  conlato    dal   punto 

Nord  dell'orizzonte; 
II  Terrore  del  principio  di  numerazione  sopra  il  circolo  , 

rispetto  al  detto  punto  Nord; 
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l  la  latitudine  geografica  dell'osservatore; 
r   la  rifrazion  vera  del  pianeta,  calcolata  sopra  la  tavola 

di  Carlini; 
p  la  paralasse  di  altezza  del  pianeta  ,  dedotta   dai  valori 
della  sua  paralasse  orizzontale  calcolati  ed  esposti  per 
l'epoca  nell'effemeride  NauttctU  Almanac  di  Londra; 
i  d  il  semidiametro  in  arco  del  disco  di  Venere,  osservato 
da  me  parecchie  volte  e  prendendone    a    costante  il 
valor  medio  di  30",  67; 
$   il  passaggio  meridiano  osservato  di  Venere,  immediata- 
mente riferito  all'orologio  di  Molyneux; 
[X  la  deviazione  della  linea  di  fiducia  o  di  collimazione  in 

tempo,  trovata  coll'inversione; 
f   la  deviazion  di  livello  dell'asse  di  rotazione,  immedia- 
tamente determinata; 
tp   la  deviazion  azzimutale  dell'asse  medesimo,  dedotta  da 

osservazioni  di  a  e  8  dell'Orsa  minore; 
1  d1  il  tempo  impiegato  dal   semidiametro   del    pianeta  a 
traversar  il  meridiano  ,  che  osservai    pure  parecchie 
volte,  usandone  poi  a  costante  il  valor  medio  2*,  21; 
e  avvertendo  che  il  segno  •+-  vate  per  le  osservazioni 
del  lembo  precedente,  e  il  —  per  quelle   del  lembo 
seguente. 
0)  l'equazione  siderale  dell'orologio  all'istante   del  passag- 
gio meridiano  di  Venere  ,  e  dedotta  da  osservazioni 
di  a  Cigno  e  ce  Auriga. 
Le  prime  sei  di  queste  quantità  esprimonsi  in  arco,  e  si  ri- 
feriscono alia  declinazione;  le  altre  sei  si  esprimono  in  tem- 
po, e  fanno  conoscere  l'ascension  retta  di  Venere,  osservala 
nel  suo  passaggio  al  mio  meridiano.  Per  ciascuna   osserva- 
zione aggiungo  l'istante  di  tempo  medio  a  Modena ,  che  vi 
corrisponde,  e  formo  così  la  tavoletta  seguente  di  valori: 
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Qui  si  scorge  il  pianeta  esser  passato  due    volte  pei  me- 
ridiano in  un  giorno  medesimo  di  tempo  medio  il  27  di  feb- 
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brajo,  precedente  di  pochi  minuti  l'istante  della  congiunzio- 
ne. Tanto  è  rapido  nella  congiunzion  inferiore  il  moto  re- 
trogrado apparente  di  Venere. 

Nelle  due  ultime  colonne  ho  riportato  le  differenze  delle 
posizioni  date  dal  Nauiical  Almanac  di  Londra  colle  mie  os- 
servazioni rispettivamente;  ed  ho  preferito  per  Cale  confronto 
la  detta  effemeride,  che  è  la  più  copiosa  in  questo  partico- 
lare, porgendo  essa  calcolati  i  luoghi  di  Venere  di  giorno  in 
giorno  e  per  gl'istanti  dei  passaggi  al  meridiano  di  Green- 
wich;  lo  che  non  richiede  al  confronto  fuor  che  la  riduzione 
di  semplice  proporzionalità  per  la  differenza  de'  meridiani  , 
che  è  di  43".  43%  2  fra  Greenwich  e  Modena  (  N.  A.  del 
1854,  pag.  279  e  284).  Una  interpolazione  a  intervalli  mag- 
giori esiggerebbe  di  non  trascurar  almeno  lo  differenze  se- 
conde; mentre  tanto  le  ascensioni  rette  che  le  declinazioni  di 
Venere  in  congiunzione  coslituiscon  di  giorno  in  giorno  una 
serie  algebraica  per  lo  meno  di  terz'ordine.  Avvertasi  ancora 
che  nell'esposto  prospetto  le  declinazioni  boreali  essendo  in- 
dicate col  segno  -f  e  le  australi  col  — ,  i  segni  delle  dif- 
ferenze col  N»  A.  per  le  declinazioni,  s'intendono  e  debbo- 
no usarsi  algebraicamente.  Dopo  ciò,  se  le  mie  osservazioni 
si  considerino  tutte  di  un  egual  peso  di  probabilità  e  ri- 
strette fra  brevi  limiti  d'incertezza,  comechè  le  formole  (A) 
siau  composte  di  parecchi  elementi  e  giudizj  sensibili,  $i  po- 
trà dedurne  ed  ammettere  le  differenze  colle  tavole  o  effe- 
meridi espresse  dal  semplice  medio  aritmetico  dei  singoli  ot- 
tenuti valori,  che  é 

in  declin.  -H  3",  06;  in  AB  -  0*,  307 

il  qual  risultamene,  che  non  esce  dai  limiti  d'errore  delle 
osservazioni  moderne,  mi  sembra  perciò  non  trascurabile,  né 
dovuto  soltanto  ad  un  favorevole  azzardo.  Io  lo  comunico  in 
qmsii  fògli  di  rinomato  giornale  air  illustre  Carlini  che  si 
piacerà  discuterlo  insieme  alle  contemporanee  osservazioni  , 
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fatte  pare  a  Milano  in  ottimo  condizioni,  e  trarne  quell'ele- 
mento di  teorica  lunare  segnalato  da  Smeathon  e  Airj.  Né 
ad  altri  meglio  conviene  una  simile  investigazione ,  quanto 
all'ingegnoso  Autore  dell'eccellenti  e  comodissime  tavole  del 
sole  in  uso  presso  tutti  gli  astronomi.  Frattanto  io  vengo  a 
qualche  considerazion  6sica,  suggeritami  dalle  apparenze  di 
Venere  nella  sua  più  recente  congiunzion  inferiore  avvenuta. 

E  prima  di  tutto  egli  é  sempre  un  bel  fenomeno  a  ri- 
guardarsi in  un  ciel  sereno,  e  trovandosi  il  pianeta  non  trop- 
po vicino  ai  nodi  dell'orbita)  il  rapido  giro  e  traslocamene 
visibile  della  strettissima  e  grande  sua  falce  luminosa,  o  fase, 
nei  tre  o  quattro  giorni  che  comprendono  in  mezzo  la  con- 
giunzione, passando  la  falce  stessa  o  invertendosi  dal  lembo 
occidentale  del  disco  di  Venere  all'orientale,  e  alla  congiun- 
zione distendendosi  essa  ugualmente  nel  lembo  inferiore  o 
superiore  del  medesimo,  secondo  che  il  sole  trovasi  allora  più 
boreale  o  più  australe  di  Venere  nelle  nostre  latitudini  set- 
tentrionali. Così  nel  caso  attuale  si  è  veduta  la  fase  del  pia- 
neta spiegata  orizzontalmente  nel  suo  disco  inferiore  e  sul 
meridiano,  rimanendone  il  sole  più  basso  di  circa  8°.  Alla 
vista  di  colai  fenomeno,  e  nel  più  breve  intervallo  di  tem- 
po, chi  potrebbe  negare  esser  Venere  un  corpo  di  sferica  fi- 
gura, opaco  e  dal  sole  illuminalo?  La  verità  di  questa  de- 
duzione, anziché  visibile,  risulta  per  così  dire  quasi  palpa- 
bile, qual  di  oggetto  vicinissimo. 

Altra  circostanza  nell'osservata  congiunzione  mi  é  sembrata 
degna  di  fermar  l'attenzione,  o  di  riflettervi  ,  ed  é  che  la 
fase  di  Venere,  benché  molto  ristretta,  pure  sia  stala  visibi- 
lissima e  distinta  il  giorno  stesso  della  congiunzione  e  alla 
non  forte  distanza  di  8°  in  declinazione  dal  sole.  Un  giorno 
innanzi,  e  vai  a  dire  il  27  Febbrajo  Venere  Irovossi,  e  fu 
osservata  nel  meridiano  frammezzo  ai  due  Soli,  il  medio  fit- 
tizio e  il  vero,  quello  precedendola  di  6.m  e  seguendola  que- 
sto di  7rm  Ora  la  luna  in  novilunio  é  talvolta    distante  dal 
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sole  di  5°.  io  declinazione)  ma  essa  non  rendesi  percetti- 
bile neppnr  coi  forti  canocchiali ,  se  non  *  3*  circa  di  di- 
stanza di  qnà  e  di  là  dal  Sole  nel  meridiano  :  eccone  una 
testimonianza  recata  da  Biot  in  nn  suo  Articolo  sopra  la 
Specola  di  Greeowich  (  Journal  des  Savants  ,  1850  ,  Cahier 
de  Juillet  )  «  En  compnlsant  six  annèes  d'observations  à  Gre- 
»  enwich,  et  les  plus  recentes,  M.  Airy  n'a  trouvé  que  deux 
»  cas  dans  lesquels  la  Ione  ait  pu  étre  saisie  au  tneridien 
»  à  moins  de  trois  henrcs  de  distance  ,  avant  ou  après  le 
»  soleil;  cncore  l'une  de  ces  deux  obseryations  est  ineom- 
i»  pléte.  Les  passages  qui  ont  pu  ètre  observés,  à  moins  de 
»  six  heures  de  dislance,  sont  mème  encore  relatiyement  ra- 
»  res.  Doublez  ces  nombres  ;  vous  aurez  6A ,  et  12A,  ponr 
»  Tinterralle  total  d'iovisibilité,  ou  de  difficile  perception  , 
»  exprimè  en  temps;  et,  en  les  multipliant  par  15  pour  les 
*  convertir  en  arcs,  vous  tronverez  qu'il  y  a,  dans  l'orbite 
»  mensueUe  de  la  lune,  une  amplitude  angulaire  de  90°,  ou 
»  le  quart  de  la  circonference  entière,  dans  la  quelle  on  ne 
»  peut  presque  jamais  l'obserrer;  et  une  amplitude  de  180°, 
»  ou  la  moitié  de  la  circonference,  dans  laquelle  on  ne  peut 
»  Pobserver  que  trés  rarement.  »  Quindi  la  luna  sul  meri- 
diano, in  presenza  dal  Sole,  e  a  distanza  da  esso  di  8°,  co- 
me si  è  trovata  Venere  in  altezza  o  declinazione ,  di  certo 
non  é  visibile.  E  come  spiegasi  ciò  ?  A  parità  di  altre  cir- 
costanze, altezza  meridiana  dell'astro,  purezza  di  atmosfera 
e  simili,  la  diversità  non  saprebbesi  attribuire  al  più  vivace 
splendore  di  Venere,  nuova  in  confronto  di  quello  della  nuo- 
va luna,  e  sotto  un  egual  angolo  di  elongazione  dal  sole  in 
qualunque  senso.  Egli  é  forza  dunque  attribuirla  alla  diffe- 
rente larghezza  della  fase  dei  due  corpi  ,  la  quale  è  suffi- 
ciente perché  Venere  si  vegga;  mentre  nella  falce  lunare  essa 
ò  ridotta  alla  sottigliezza  di  un  filo  impercettibile.  Io  dico  di 
più  che  se  nel  detto  angolo  comune  di  elongazione,  Venere  si 
trovasse  nel  luogo  della  luna,  e  quindi  tanto  più  vicina  alla 
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terra,  e  col  suo  diametro  assolato  di  poco  minor  del  terre- 
stre, o  presso  a  quattro  volte  maggior  del  lunare  ,  tuttavia 
essa  ponto  non  vedrebbesi  nella  conginnzion  inferiore;  e  per 
contrario  la  nuova  luna  traslocata  nella  reale  posizione  di 
Venere  potrebbe  distinguersi  ,  come  un  punto  splendente , 
nella  maggior  larghezza  della  sua  fase ,  divenuta  sensibile , 
awegnacché  per  le  conservate  dimensioni  e  in  tale  distanza 
la  luna  stessa  per  noi  avrebbe  il  diametro  apparente  di  12" 
o  poco  più. 

A  concepir  di  fatto  la  spiegazione  dei  fenomeni  in  discor- 
so, immaginiamo  una  retta  TS  congiungente  la  terra  e  il  So* 
le,  considerati  come  punti,  ed  un'altra  TV  condotta  da  T  al 
centro  di  Venere  in  congiunzion  inferiore,  e  prolungata  in* 
definitamente.  Gol  centro  V  e  con  un  raggio,  rappresentante 
il  semidiametro  di  Venere,  descritto  un  picciol  cerchio,  e  ti- 
rati in  esso  due  diametri,  uno  vsv's  perpendicolare  alla  SV 
e  l'altro  vt  v't  perpendicolare  alla  retta  TV,  chiamiamo  y  l'an- 
golo vt  Vt>*  che  diremo  anche  angolo  della  fase  la  quale  ne 
dipende  immediatamente,  e  X  l'angolo  di  elongazione  del  rag- 
gio visuale  di  Venere,  che  nel  nostro  caso  é  stato  di  8.°  sul 
meridiano.  Tirata  la  retta  SP  normale  alla  TV  prolungata  , 
egli  è  chiaro  che  l'angolo  y  nel  punto  P  diventa  di  90°;  laon- 
de Venere,  ove  fosse  trasportata  in  P  e  quindi  più  vicina  al 
sole,  presenterebbe  la  fase  di  mezzo  disco  alla  terra ,  e  al- 
lontanata vieppiù  da  questa  sotto  lo  stesso  angolo  X  ,  le  of- 
frirebbe pure  una  fase  sempre  maggiore,  impicciolendosi  re- 
ciprocamente il  suo  diametro  apparente.  Per  opposto  sul  me- 
desimo raggio  visuale  avvicinata  Venere  alla  terra,  o  allon- 
tanata dal  sole  in  V,  V",  ec,  col  crescere  del  diametro  ap- 
parente del  pianeta  ,  scemerebbe  corrispondentemente  la  sua 
fase,  o  l'angolo  y;  finché  alla  posizione  della  luna  in  L  so- 
pra la  TV,  l'angolo  y  ne  sarebbe  pressocchè  =  0  ,  e  la  fase 
di  Venere  così  ristretta  da  non  potersi  affatto  distinguere  , 
qual  é  il  caso  reale  della  luna  presso  la  congiunzione. 
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La  teorica  delle  fasi  laminose  di  uà  pianeta  o  di  un  sa- 
tellite, che  è  l'inversa  fisicamente  di  quella  delle  fasi  oscure 
di  un  eclisse,  é  un  problema  di  Geometria  descrittiva.  Trat- 
tata però  analiticamente  e  nella  massima  generalità  ,  panni 
ch'essa  debba  tutta  rinchiudersi  nell'espressione  implicita  di 
questa  forma 

aen.y=:/ft,  A,  A',  R), 

ove  sian  denotate  con  A,  A'  le  distanze  del  pianeta  o  delia 
Iona  dal  sole,  e  dalla  terra  rispettivamente,  e  con  R  la  di- 
stanza della  terra  al  sole,  presa  per  1  la  media  R,  ed  essen- 
do f  una  funzione  di  X,  A,  A'  ed  R  che  diventi  =0  per  7=0 
e  y  =ss  180°,  qual  è  appunto  il  seno  di  tal  angolo  del  rag- 
gio visuale.  E  la  fase  poi,  o  la  quantità  dell'apparente  sua 
larghesza  in  arco,  sarà  una  funzione  determinata  di  7  e  dei 
diametri  p  e  p'  del  sole  e  del  pianeta  o  del  satellite  terre- 
stre, la  quale  diventi  0  per  7  =  0  ,  e  uguale  al  diametro 
apparente  del  pianeta  0  del  satellite  per  7  =  180°.  Questa 
maniera  di  concepir  ed  esprimere  generalmente  i  fenomeni 
delle  fasi  planetarie,  che  ignoro  se  sia  stata  da  verun  autore 
sviluppata  ed  esposta,  potrebbe  meritare  di  esserlo. 

Mei  giorno  7  dell'ultimo  scorso  Gennaio,  Venere  trovavasi 
al  punto  del  suo  massimo  splendore  per  l'osservator  terre- 
atre.  Io  non  so  che  allora,  e  col  favore  di  un  limpido  cielo, 
essa  sia  stata  veduta,  come  tante  altre  volte  di  pieno  giorno 
ad  occhio  nudo.  Per  me  in  quelle  sere  notai  che  i  corpi  ne 
projettavan  una  piccola  ombra  visibile,  ed  anzi  ne  feci  una 
curiosa  osservazione  di  confronto  che  piacemi  qui  riportare. 
Appena  imbrunita  l'aria,  e  brillando  Venere  alta  in  occiden- 
te, io  la  guardava  dalia  finestra  meridionale  della  maggior 
scala  della  specola.  Chiusi  poscia  ì  cristalli  di  tale  finestra  , 
io  poteva  distinguerne  l'immagine  luminosa,  quantunque  as- 
sai debole,  formata  dai  raggi  di  Venere  e  projettata  sul  pa- 
vimento della  stanza*  In  pari  tempo  io  vedeva  le  due  imma- 
gini luminose  della  finestra  medesima,  disegnate  in  alto  so- 
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pra  l'opposta  parete,  e  formate  da  due  notturni  fanali  a  gas, 
accesi  nella  sottoposta  piazza  e  a  distanza  ano  dall'altro  so- 
pra  una  parallela  alla  fronte  di  questo  palazzo  reale.  Dalle 
quali  dne  immagini  presso  la  soffitta  la  più  vivace  o  splen- 
dente era  naturalmente  quella  prodotta  dal  fanale  più  vicino. 
Comparando  alla  semplice  vista  il  grado  di  splendore  delle 
tre  immagini  anzidette  dell'oggetto  medesimo,  quella  di  Ve- 
nere in  basso  poteva  giudicarsi  terza  proporziouale   geome- 
trica delle  due  in  alto  dei  fanali.  Pochi  giorni  appresso  tro- 
vandosi la  luna  in  primo  quarto,  essa  pure  di  sera  formava 
l'immagin  luminosa  dell'indicata  finestra  ,    progettandola    sul 
pavimento  della  sala.  E  tale  immagine  a  grado  comparativo 
di  splendore  in  riguardo  alle  due  dei  fanali    sarebbesi  giu- 
dicata la  prima  proporzionale  geometrica  e  continua.  Ha  com- 
prendendo nella  progressione  anche  il  quarto  termine,  ossia 
l'immagine  prodotta  da  Venere,  questa  poi  era  troppo  vicina 
di  sito  al  primo  termine,  o  all'immagin  lunare,  perchè  il  vi- 
vace splendore  di  questa  non  rendesse  affatto  impercettibile 
all'occhio  il  debolissimo  di  quella.  Ecco  dunque  un  modo  fa- 
cile ed  ovvio  di  paragonare  lo  splendor  massimo  di  Venere 
a  quello  del  mezzo  disco  lunare,  per  mezzo  di  un  terzo  og- 
getto luminoso  e  terrestre.  Feci  ancora  I'  altra  osservazione 
che  dalla  detta  finestra  e  all'  aperto  ricevendo    conteropora* 
mente  all'occhio  l'impressione  di  Venere  e  dei  due  sottostanti 
fanali  a  gas,  di  primo  giudizio    avrei    slimato   che    Venere 
splendesse  maggiormente  di  ognuno  di  questi  3  locebè   ripu- 
gna all'esperienza  precedente ,  e  più  sicura,  delle    immagini. 
Ma  l'accennato  primo  giudizio  della  vision  libera    e  relativa 
si  rettifica  tosto,  ponendo  mente  che  Venere  brillava  isolata 
in  un  ampio  spazio  celeste  azzurramente  oscuro ,  laddove  i 
fanali  a  gas  eran  veduti  simultaneamente  in    un    campo  da 
essi  illuminalo,  qual  è  il  suolo  co'terrestri  oggetti  circostanti. 
Quindi  il  lume  dei  fanali  doveva  comparir   minore,  e  mag- 
giore per  opposto  il  lume  di  Venere,  di  quello  che  l'uno  e 
l'altro  sia  realmente. 
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Ciò  è  lutto  quanto  io  seppi  raccogliere  ed  esporre  intorno 
la  congianzion  inferiore  di  Venere  più  di  recente  accaduta*. 
In  mezzo  a  tanta  copia  e  novità'  di  corpi  celesti  che  si  sco- 
prono, e  di  fenomeni  che  si  osservano  gli  antichi  pianeti  non 
debhon  essere  al  tutto  dimenticati,  sia  cogliendo  le  migliori 
occasioni  di  perfezionare  vieppiù  la  teorica  de'  loro  movi- 
menti, o  notandone  e  spiegandone  quelle  più  singolari  appa- 
renze ch'essi  per  avventura  presentino  all'osservatore. 
Modena  3  settembre  1854. 


SULLE  VARIAZIONI  PERIODICHE 
DELL'AGO  MAGNETICO. 

MEMORIA 

DEL  P.  A.  SECCHI  ■>.  C.  D.  6, 

Dir.9  dell' o$$.  del  coli.  Romano. 
(Continuazione). 

PARTE  II. 

§•  1. 
Principali  risultati  ottenuti  dallo  studio 

delle  variazioni  magnetiche. 

Le  variazioni  magnetiche  sono  di  tre  specie;  le  prime 
ordinarie  e  periodiche,  le  seconde  straordinarie  ed  in  appa- 
renza irregolari  nei  loro  ritorni,  le  terze  sono  quelle  che  si 
compiono  in  lungo  periodo  di  anni,  e  che  si  chiamano  per- 
ciò secolari.^  Tutti  gli  elementi  magnetici  del  globo  sono  sog- 
getti a  queste  mutazioni,  cioè  la  declinazione,  l'intensità,  e 
la  inclinazione.  Comincieremo  a  esporre  ciò  che  spetta  alla 
declinazione,  ed  i  suoi  moti  ordinarii,  cioè  della  prima  spe- 
cie si  ridurranno  alle  seguenti  leggi. 

legge  La 

«  Le  variazioni  diurne  dell'ago  magnetico  seguono  nel  loro 
corso  il  tempo  locale  ». 
Annali  di  Scienze  Mai.  e  FU.  T.  V.  settembre  1854.  Il 
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Dickiarationc.  Fise  dai  primi  scopritori  dotto  variazioni 
magnetiche  diane  in  declinazione  ai  sospettò  che  l'ago  so* 
guisse  U  corso  del  sole,  e  quindi  il  tempo  vero  del  luogo  di 
osservatone,  ma  essendosi  poscia  dfl  osservazioni  compara* 
ti  ve  rilevate  delle  variazioni  contemporànee  in  molti  siti  di* 
versi  si  sospettò  che  vi  potesse  essere  simultaneità  di  per- 
turbazione in  tutto  intero  il  globo  terrestre  ;  moltiplicatisi 
però  i  ponti  di  osservazione  a  sofficiente  distanza  si  trovò 
che  le  variazioni  orarie  seguivano  nel  loro  andamento  le  ore 
di  tempo  locale,  e  che  da  questa  legge  non  erano  comple- 
tamente escluse  le  straordiuarie  come  vedremo  a  suo  luogo. 
Però  ad  evitare  equivochi  si  deve  intendere  qui  la  parola 
estensione  in  relazione  alla  natura  del  soggetto  di  cui  si 
tratta»  La  superfìcie  di  un  continente  qua  Té  l'Europa  é  ben 
poca  cosa  in  confronto  alla  superficie  intera  del  globo  ,  e 
molto  minor  cosa  sono  le  distanze  di  6  o  7  cento  miglia,  fra* 
zione  ben  piccola  della  circonferenza  del  globo,  A  quella 
guisa  che  molte  vicende  meteorologiche,  come  p.  e.  le  aurore 
boreali,  possono  essere  simultanee  in  simili  estensioni ,  cosi 
lo  possono  essere  le  perturbazioni  magnetiche  che  da  esse 
potrebbero  essere  indotte;  ma  siccome  é  raro  che  le  cause 
meteorologiche  occupilo  tutta  la  superficie  della  terra,  così 
di  raro,  si  avranno  perturbazioni  simqltanee  estese  su  tutto 
il  globo.  Cosi  osservando  le  curve  magnetiche  tracciate  col 
tempo,  di  Gottinga  io  Europa  e  Dell'America  agli  Stati  Uni  ti 
si  trovalo  bensì  concordi  comunemente  quelle  de'due  conti* 
pentii  fra  loro,  ma  assai  di  raro  quelle  dell'  uuo  con  quelle 
dell'altro»  benché  tali  distanze  non  sieno  grandissime  prese 
rc|ativwj*eote,  al  globo  intero.  Si  devono  sempre  distinguere 
due  specie  di  variazioni  periodiche,  le  une  che  seguono  ri- 
gorosamente il  tempo  locale,  e  le  altre  che  nei  loro  periodi 
si  rinnovano  contemporaneamente  in  più  luoghi  del  globo.  Di 
queste  parleremo  appresso.  Per  le  altre  resta  fisso  che  il 
solo  tempo  locale  deve  considerarsi,  e  se  in  origine  fu  as~ 
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finito  per  terrone  cornane  il  tempo  di  Gottinga  fa  appunto 
per  rilevare  la  legge  de'moti  straordinarj  e  facili  terne  il  coni* 
puto  pi  attesto  che  per  riconoscere  la  legge  delle  variazioni 
diorne  di  cai  per  ora  parliamo. 

Abbiamo  però  rilevato,  e  lo  dimostreremo  in  seguito  cbe 
la  fase  delle  oscillazioni  diurne  dipende  più  dalia  posizione 
del  sole  relativa  al  meridiano  magnetico  di  un  dato  .luogo 
(cioè  all'azimut  di  quel  piano)  di  quello  che  rapporto  al  me- 
ridiano geografico. 

LEGGE   ILa 

Il  polo  dell'ago  che  sta  alla  minima  distanza  dal  sole  ha 
una  doppia  escursione  diurna  al  modo  seguente  :  -Esso  tro- 
vasi ad  un  massimo  di  escursione  occidentale  4  o  5  ore  pri- 
ma che  il  sole  passi  pel  meridiano  magnetico  del  luogo;  indi 
piega  a  levante  con  celerità  crescente,  il  cui  massimo  ha  luogo 
circa  il  passaggio  del  sole  pel  detto  meridiano  magnetico,  e 
giunge  al  suo  limite  di  escursione  orientale  circa  due  ore 
dopo.  Calando  il  sole  all'occaso  l'ago  ritorna  indietro,  e  pas- 
sando il  sole  al  meridiano  inferiore  si  ripete  duraote  la  notte 
la  stessa  oscillazione  del  giorno,  ma  diminuita  in  escursione  in 
una  proporzione  che  nelle  varie  stagioni  è  prossimamente  quella 
degli  archi  notturni  ai  diurni,  ed  in  generale  le  ore  di  que- 
sti cambiamenti  variano  colle  stagioni. 

Dichiarazione.  La  figura  (1)  farà  comprendere  questa  leg- 
ge. Sia  EW  l'equatore  o  il  parallelo  descritto  dal  sole  T  :  ed 
H  due  luoghi  collocati  in  due  regioni  opposte  relativamente 
al  sole  :  tra  le  ore  7  ed  8  antimeridiane  i  due  aghi  saranno 
disposti  come  sulla  linea  S.  N.;  dall']  alle  2  pom.  avranno 
la  posizione  notata  sulla  linea  S'N':  tra  le  9  e  le  10  della 
sera  quella  della  linea  S"N"  e  finalmente  tra  le  2  e  le  3  anL* 
quella  della  linea  S'"N"'. 

Il  caso  qui  rappresentato  è  perfettamente  quello  di  Toronto 
T  e  di  Hobarlon  H.  Ecco  come  il  Gol.  Sabine  descrive  l'uscii- 
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fazione  diurna  di  Toronto  (  Tor.  I.  Pag.  XIV).  Il  polo  Nord 
dalle  2  alle  10  pom.  cammina  verso  Est,  dalle  10  alle  14 
(=  2  antemeridiane)  ritorna  verso  ovest,  alle  14  ripiglia  il 
moto  verso  Est,  fino  a  20  ore  (  8  antim.*  )  momento  in  cui 
esso  ba  il  massimo  orientale.  Dalle  20  il  moto  é  continuo 
verso  Est  fino  alle  2.=  E  per  Hobarton:  (Hobarton  T.  I.  pag. 
XXXV)  il  capo  Nord  dell'ago  ha  due  elongazioni  occidentali, 
e  due  orientali,  o  ponti  di  regresso  diarno  in  ambedue  i  pe- 
riodi dell'anno.  Da  ottobre  a  febbraio  (Estate  di  Hobarton)  la 
elongazione  principale  é  a  2*  (pom.)  ed  il  minore  a  15*  (tempo 
astronomico  contando  da  mezzodì).  Da  aprile  ad  agosto  (in- 
verno di  Hobarton)  le  ore  di  questi  punti  di  regresso  diven- 
tano rispettivamente  3*,  e  16*;  da  ottobre  a  febbrajo  il  li- 
mite principale  occidentale  è  tra  20  e  21*;  ed  il  minore  alle 
11*,  mentre  da  aprile  ad  agosto  i  fenomeni  corrispondenti 
accadono  alle  21  e  alle  li*;  nei  mesi  equinoziali  le  ore  si 
mutano  secondo  che  partecipano  delle  distanze  maggiori  o  mi- 
nori dai  due  estremi  predetti.  Paragonando  quindi  le  figure  che 
rappresentano  questi  movimenti  a  quelli  di  Toronto  si  con» 
elude  che  essi  sono  identici,  e  di  senso  opposto,  $clo  che  vi 
è  per  Toronto  un  abituale  acceleramento  sopra  Hobarton. 

L'opposizione  di  questi  moti  é  posta  sot t'occhio  dalla  no- 
stra figura  in  modo  da  potersi  tenere  facilmente  alla  memo- 
ria. 1  due  luoghi  citali  sono  come  tipo  di  tutto  ciò  che  ac- 
cade fuori  della  zooa  torrida;  sotto  questa  o  vicino  a  questa 
generalmente  vale  questa  legge,  purché  si  abbia  riguardo  al- 
l'emisfero ove  trovasi  il  sole,  dovendosi  quei  luoghi  consi- 
derare come  collocati  sull'emisfero  australe,  quando  il  sole 
sta  nell'emisfero  Nord*  e  come  collocati  nell'emisfero  Borea- 
le, quando  il  sole  sta  nell'emisfero  Sud;  che  se  talora  sem- 
bra aver  luogo  qualche  eccezzionc  essa  non  é  che  apparente 
come  dimostreremo  ben  presto  facendo  vedere  che  esse  di- 
pendono da  un  periodo  più  elevato.  Intanto  per  facilitare  i 
confronti  possiamo  stabilire  il  seguente 
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Corollario  I.  Tutte  le  variazioni  sodo  le  stesse  nei  due 
emisferi,  purché  si  cambi  il  nome  del  polo  influenzato,  e  se 
si  fissa  per  tipo  il  polo  Nord  e  l'emisfero  Nord  si'  avranno 
identiche  variazioni  del  polo  Sud  nell'emisfero  Sud,  e  quelle 
del  polo  Nord  saranno  nell'emisfero  australe  opposte  a  quello 
che  si  vedono  nel  boreale. 

Osservazione.  Forse  per  evitare  gli  equivoci  e  le  con- 
fusioni sarebbe  meglio  ritenere  il  nome  di  polo  marcato  usato 
anticamente  da  alcuni,  e  specialmente  dagli  inglesi  per  in- 
dicare il  polo  fondamentale  a  cui  tutto  si  riferisce,  che  ò 
quello  che  da  noi  guarda  il  Nord. 

Corollario  II.  Dipendendo  i  punti  d'inflessione  della  curva 
diurna  dal  passaggio  del  sole  pel  meridiano  magnetico  ne 
segue  che,  se  due  luoghi  nell'emisfero  boreale  avranno  op- 
posto dicliaazione  Est  ed  Ovest,  il  secondo  dovrà  ritardare 
nelle  sue  fasi  sull'altro.  Che  se  i  due  luoghi  che  si  consi- 
derano stieno  in  emisferi  opposti  si  dovrà  tener  conto  di 
questa  nuova  opposizione,  cioè  si  dovrà  far  il  prodotto  de 
segni  algebrici  relativi  alle  loro  posizioni,  ed  ai  loro  nomi. 
Questa  regola  ci  servirà  appresso. 

Corollario  III.  Conseguenza  della  dipendenza  dal  meri- 
diano magnetico  è  l'avanzo  e  il  ritardo  delle  fasi  colle  sta- 
gioni, giacché  il  sole  fra  l'anno  per  giungere  ad  uno  stesso 
azimut  dal  meridiano  geografico  deve  discrivere  un  differente 
angolo  orario;  ma  la  discussione  di  questo  punto  verrà  me- 
glio in  acconcio  nelle  considerazioni  de'moti  elementari  dell' 
ago. 

OsSERy azione.  Queste  due  leggi  finora  enunciate  non 
sono  esse  stesse  che  come  corollario  di  un  altra  più  generale 
che  ora  esporremo,  abbiamo  però  creduto  ben  fatto  il  premet- 
terle dando  loro  una  enunciazione  separata  per  procedere,  con 
maggior  chiarezza. 
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LEGGE    III." 

L'escursione  diurna  dell'ago  é  la  somma  di  due  escursioni 
separate,  la  prima  delle  qnali  dipende  solo  dall'  angolo  ora- 
rio, la  seconda  inoltre  dalla  declinazione  solare.  Queste  dne 
oscillazioni  sovrapponendosi  variamente  producono  colle  loro 
interferenze  tutti  i  fenomeni  delle  variazioni  diamo  ed  an- 
nue ordinarie. 

Dkhiar azione.  Nulla  vi  é  in  apparenza  di  più  bizzarro  che 
la  curva  tracciata  dall'  ago  magnetico  in  un  giorno  isolato , 
ma  vera  irregolarità  non  dandosi  in  natura  é  naturale  il  pre- 
sumere che  ciò  apparisca  cosi  soltanto  perché  ci  sono  ignoti 
i  periodi  fissi  e  le  cause  accidentali  che  hanno  influenza  su 
di  esso.  Volendo  trattare  con  ordine  sistematico  questa  ma- 
teria é  necessario  restringersi  solo  alle  variazioni  regolari.  A 
fine  di  dare  una  idea  delle  variazioni  annuali  della  declina- 
zione senza  moltiplicare  troppo  le  parole  estrarremo  dall'o- 
pera di  Sabine  (Toronto,  Tom.  IL  pag.  XX.)  le  curve  trac* 
ciate  da  esso  che  rappresentano  la  posizione  dell'ago  nei  mesi 
tropicali  dell'anno  nei  quattro  osservatori!  di  Toronto,  S  Elena, 
Capo  di  Buona  Speranza,  e  Hobarton.  Vedi  Fig.  2.  3.  4.  5.  In 
queste  la  curva  continua  indica  le  escursioni  dall'ago  nei  mesi 
in  coi  il  sole  trovasi  nel  tropico  del  Cancro,  e  la  punteggiata 
quella  in  cui  esso  sta  nel  tropico  del  Capricorno.  Queste  cur- 
ve abbracciano  solo  quella  parte  del  periodo  che  succede 
durante  il  giorno  come  la  più  rimarchevole.  Dalla  loro  sem- 
plice ispezione  si  ricavano  le  seguenti  conclusioni.  A  To- 
ronto T  ago  trovasi  alle  8  della  mattina  per  tutto  fanno 
all'Est  della  sua  posizione,  e  la  sera  verso  le  2  pom.  all'Ovest. 
2.°  l'escursione  è  maggiore  in  estate  che  nel  verno,  e  la 
distanza  delle  due  curve  dà  la  differenza  annuale  di  questa 
escursione.  3.°  nei  mesi  intermedii  l'ago  sta  fra  queste  due 
curve  limiti. 
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Per  Hob  arlon  ricaviamo  le  stesse  leggi,  ma  con  denomi- 
nazione contraria  come  abbiamo  già  detto  precedentemente 
(  legge  IL  cor.  2.°). 

Per  S.  Eleda  é  notabile  cbe  le  curve  piegano  alternati  va* 
mente  al  Sud  e  al  Nord  dell'equatore  attdatido  etri  sole,  però 
ttta  è  da  trascurarsi  che  la  curva  dei  mesi  di  giugno  manca 
del -secóndo  ventre  discendente. 

AI  Capo  di  B.  Speranza  di  hanno  fasi  di  trafastzione  tra 
quelle  di  S.  Elena  e  di  Hobafton. 

Queste  curve  sono  il  risultato  grafico  deirossetfafcionej  si 
tratta  ora  solamente  di  vedere  se  esse  possaoo  essere  ori- 
ginale da  periodi  più  semplici  ,  i  quali  separali  che  sieno 
possono  poi  dar  lume  sulla  causa  fisica  del  fenouieAo. 

Le  predette  curve  sono  tracciate  prendendo  la  media  de1 
mesi  solstiziali  e  quindi  appajono  più  regolari  dei  mési  par- 
ziali ,  cbe  se  esaminiamo  ciascuno  di  qoesti  in  particolare 
vi  troveremo  diverse  singolarità  notabili,  le  quali  ci  confer- 
mano sempre  più  che  tutte  queste  curve  nascono  da  periodi 
semplicissimi ,  ma  che  sovrapponendosi  danno  risulta  menti 
complicati* 

Che  questo  pòssa  essere  il  fatto  non  ne  dubiterà  punto 
chi  abbia  anche  una  sol  volta  veduto  le  molteplici  curve  cbe 
sovrapponendo  periodi  semplicissimi  si  ottengono  nella  mac- 
chinetta ideata  dal  Wheatstone  per  rappresentare  le  in  ter  fé* 
senze  luminose,  ed  è  appunto  l'applicazione  di  questi  principj 
alla  teoria  del  magnetismo  terrestre  che  riduce  fatti  per  se 
intricatissimi  ad  una  sorprendente  semplicità.  Ad  intelligenza 
pertanto  di  quello  che  siamo  per  dire  non  sarà  inutile  il  por* 
re  sott'  occhio  a  leu  or  risultati  di  tali  interferenze.  Sia  un 
onda  qualunque,  la  cui  enrva  elementare  sia  la  solita  de'seni 
semplici* 

y  tei  h  sen  (tf-H*) 

la  curva  sarà  quella  della  fig«  6.  a*  Un'altra  di  periodo  doppio 
e  dell'equazione 
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y'  =  k'  sen  (2x9  -H  a') 

avrà  la  forma  fig.  6.  b.  Sovrapponendosi  queste  due  forme  si 
avrà  la  figura  6.  e.  Queste  figure  suppongono  eguale  escursione 
nelle  due  componenti,  ma  con  dare  dei  valori  diversi  alle 
costanti  che  entrano  nella  curva  si  può  ottenere  che  la  parte 
delle  minori  inflessioni  diventi  quasi  sensibilmente  rettilinea, 
e  viceversa  possono  aversi  più  ventri  esagerati.  Nelle  equa- 
zioni di  queste  curve  distingueremo  le  costanti  con  nomi 
speciali  per  brevità  e  chiarezza,  chiamando  k  il  modulo,  l'arco 
x  sarà  l'argomento,  ed  a  il  parametro. 

Ciò  premesso  veniamo  alla  dimostrazione  della  legge  enun- 
ciata che  non  sarà  altro  che  un  corollario  di  fatti  osser- 
vali. 

E  primieramente  da  un'  analisi  estesa  e  comparativa  di 
tutte  le  osservazioni  magnetiche  che  si  possiedono  si  ricava 
essere  il  sole  la  causa  principale  delle  variazioni  non  solo 
diurne,  ma  ancha  annue  e  solo  resta  a  farsi  una  idea  chiara 
del  come  esso  operi.  Il  Gol.  Sabine  nel  secondo  tomo  citato 
delle  osservazioni  di  Torronto  (pag  XX)  riassume  brevemente 
i  punti  fondamentali,  mettendo  in  confronto  le  curve  che  ab- 
biamo dato  di  sopra  fa  notare  due  cose  1.°  I*  opposizione 
dei  moti  dell'ago  ne'due  osservatorii  al  di  là  de'  tropici  ne' due 
emisferi  opposti,  cioè  a  Toronto  e  a  Hobarton  ,  come  pure 
l'opposizione  di  direzione  :  che  induce  nella  declinazione  del- 
l'ago il  passaggio  del  sole  per  l'equinozio  a  S.  Elena  e  al 
Capo  di  B.  Speranza;  dalle  quali  fasi  è  messa  fuor  di  dub- 
bio l'influenza  della  declinazione  del  sole.  Esso  però  non  va 
più  oltre  in  quest'analisi.  Ora  questo  germe  mi  è  sembrato 
che  si  potesse  assai  più  sviluppare  e  divenir  fecondo  di  gra- 
vissime conseguenze.  Mi  pareva  strano  che  il  sole  agisse  così 
oppostamente  col  cambiare  di  declinazione  in  questi  due  luo- 
ghi e  non  negli  altri,  limitandosi  in  essi  solamcote  a  dimi- 
nuire le  oscillazioni.  Si  aggiungeva  che  non  essendo  i  cam- 
biamenti a  S.  Elena  e  al  Capo,  secondo  le  distanze  zenitali 
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del  sole,  la  sua  influenza  dovea  essere  la  stessa  per  tatto  il 
globo  e  non  locale.  Ma  naturalmente  un  tal  periodo  è  na- 
scosto dalle  molle  convoluzioni  e  sovrapposizioni  di  cause 
differenti  cbe  operano  sull'ago  magnetico,  e  il  cavarlo  fuori 
non  era  facile,  e  sarebbe  realmente  slato  impossibile  senza 
i  previi  lavori  del  medesimo  Col .  Sabine,  cui  ho  trovato  for- 
tunatamente sufficienti  allo  scopo. 

Ecco  come  può  riassumersi  tutta  la  discussione. 

La  posizione  dell'ago  ad  un  istante  qualunque  del  giorno 
deve  dipendere  e  dalla  posizione  del  sole  rispetto  al  meri- 
diano locale  e  all'equatore,  ossia  deve  dipendere  dall'angolo 
orario  e  fieìh  declinazione  del  sole.  Le  curve  diurne  osser- 
vate danno  la  risultante  complessiva  di  queste  due  posizioni, 
ed  é  evidente  che  esse  possono  guardarsi  come  cause  distin- 
te, delle  quali  eliminando  la  seconda,  resterà  solo  l'effetto 
della  prima.  Una  tale  eliminazione  della  posizione  annua  so- 
lare nelle  curve  diurne  si  fa  facilmente  a  questo  modo.  Sup- 
pongasi una  serie  di  osservazioni  fatta  per  un  periodo  di 
molli  anni  a  tutte  le  ore  del  giorno  :  sé  prendiamo  il  me- 
dio di  tutte  le  osservazioni  in  massa,  il  numero  risultante 
dovrà  riguardarsi  come  una  quantità  residua  indipendente  da 
tutte  le  variazioni  periodiche  si  diurne  che  annuali,  e  perciò 
la  chiameremo  media  assoluta.  Fatto  ciò  si  uniscano  insieme 
tutte  le  osservazioni  fatte  alla  stessa  ora  del  giorno  respet- 
tivamente  p.  e.  \.or  %or  3.0r  e  si  prenda  la  media  di  tutte 
quelle  appartenenti  alla  stessa  ora  la,  2a,  3a  ec.  1  numeri 
così  ottenuti  rappresenteranno  il  periodo  diurno  dell'ago,  e 
saranno  indipendenti  dal  periodo  annuo  della  declinazione  so- 
lare, perchè  i  suoi  effetti  essendo  opposti  nelle  opposte  sta- 
gioni si  troveranno  distrutti.  Chiameremo  questo  medio,  medio 
orario  annuale.  Se  i  medii  annuali  così  ottenuti  coslruiscansi 
graficamente  prendendo  le  ore  per  ascisse,  e  le  declinazioni 
per  ordinale  si  avrà  una  curva  che  rappresenterà  la  oscilla- 
zione diurna  che  farebbe  l'ago,  se  il  sole  stesse  sempre  ad 
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una  declinazione  costante.  Sia  questa  per  Toronto  la  carri 
ABCDE  tracciata  con  piccole  linette  nella  fig.  2.  Se  ora 
confrontiamo  questa  curva  con  quella  che  V  ago  descrive 
realmente  nei  varii  mesi  dell'anno  troveremo  che  la  oraria 
mensile  ora  é  sopra,  ora  è  sotto  di  questa  oraria  annuale, 
onde  concludiamo  che  può  ottenersi  la  curva  reale  descritta 
da  II*  ago  in  un  mese  qualunque  aggiungendo  o  togliendo 
dall'  ordinata  della  curva  media  annuale  una  certa  quantità. 
Per  vedere  se  questa  quantità  ha  qualche  relazione  colla 
posizione  del  sole  non  si  ha  che  da  procedere  con  un'analisi 
opposta  alla  sintesi  che  siamo  andati  facendo  ,  cioè  basterà 
=  Prendere  la  curva  mensile  (*),  per  esempio  la  Imna  e  sot- 
trarvi l'ordinata  della  media  annuale  ABC  ....  il  residuo 
sarà  una  curva  che  rappresenterà  l'effetto  dovuto  alla  muta* 
zione  annua  del  luogo  del  sole.  La  principale  di  queste  é  cer- 
tamente la  declinazione,  ma  a  dir  vero  tal  curva  rappresen- 
terà ancora  l'effetto  delle  altre  cause  perturbatrici  di  simile 
periodo  annuale,  ma  di  queste  vedremo  che  l'influenza  è  molto 
secondaria. 

L'idea  di  questa  analisi  si  offre  facilmente  all'animo  nello 
studiare  le  tavole  e  le  figure  date  dal  Gol.  Sabine  nelle  sue 
dotte  introduzioni  ai  volumi  delle  osservazioni  magnetiche  , 
ma  il  non  aver  esso  separato  le  varie  curve,  anzi  invece  fu- 
sele  tutte  in  una  figura  unica  destinata  principalmente  a  far 
vedere  le  escursioni  orarie  nei  varii  mesi  dell'anno  ha  fatto 
sì  che  gli  sia  sfuggita  la  bella  conseguenza  che  poteva  tirarsi 
da'suoi  lavori.  Io  dunque  prendendo  a  base  il  lavoro  di  que- 
sto scienziato,  e  compiendolo  ove  non  era  condotto  al  fine 
ho  tracciato  pei  quattro  osservatorii  di  Hobarton,  Capo  di  B. 
Speranza,  S.  Elena,  Toronto,  le  curve  suddette.  Ho  fatto  lo 


(*)  Quando  diciamo  curva  mensile  intendiamo  quella  corra  che  il 
sole  descrive  in  no  giorno  di  quel  mese  preso  per  tipo  di  tatti  gli 
altri,  e  quale  risulta  dal  medio  mensile  delle  osservazioni.  Cosi  pure 
per  periodo  diurno  intendiamo  quello  che  si  compie  io  %k  ore,  e  per 
semidiametro  quello  di  12  ore. 
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stesso  Miche  per  Makerstoun,  ma  mi  limito  a  dare  quelle  dei 

primi  quattro  osservatori,  perché  più  importanti  e  fondate  io 
un  numero  maggiore  di  osservazioni;  del  resto  dirò  ali9  oc- 
casione ciò  che  vi  è  di  rimarchevole  a  Makerstoun. 

Le  curve  tracciate  sodo  le  seguenti  : 

1.°  La  curva  fondamentale  della  variazione  oraria  media 
annuale. 

.  2.°  Avendo  preso  le  curve  che  rappresentano  le  oscillazioni 
orarie  mensili  ho  sottratto  da  esse  ora  per  ora  l'ordinata  della 
curva  oraria  annuale,  e  così  n'è  nata  una  curva  differenziale 
per  ciascun  mese  destinata  a  rappresentare  l'effetto  della  va- 
riazione annua  dal  luogo  del  sole. 

Il  resultato  grafico  di  queste  operazioni  è  registrato  pei 
quattro  detti  osservatori!  nelle  figure  8,  9»  10,  11,  che  por- 
tano le  rispettive  intestazioni. 

Esse  sono  distinte  in  colonne  ,  e  la  prima  rappresenta  la 
curva  media  annuale  di  ciascun  luogo,  le  altre  sono  le  dif- 
ferenziali mensili  orarie.  Uno  sguardo  anche  superficiale  a 
queste  curve  mette  in  evidenza  parecchie  conclusioni  interes- 
santissime. 

(A)  L°  Tutte  le  curve  mostrano  un  aspetto  tanto  regolare 
che  appena  poteva  aspettarsi  in  questa  materia.  Esse  sono 
evidentemente  per  la  maggior  parte  della  forma  della  figu- 
ra (6.  e)  9  cioè  riducibili  alla  sovrapposizione  di  un  periodo 
diurno  e  di  un  altro  semidiurno. 

IL9  Le  curve  orarie  annuali  ne'due  emisferi  opposti  sono 
opposte.  A  Hobarton  al  Capo,  e  S.  Elena  che  stanno  al  Sud 
e  Toronto  e  Makerstoun  al  Nord. 

III.*  Esse  sono  più  estese  in  escursione  per  i  luoghi  di 
latitudine  più  elevata  o  di  forza  magnetica  maggiore. 

(B)  Venendo  alle  carve  mensili 

I.°  Esse  sono  della  medesima  forma  delle  annuali  e  simile 
funzione  dell'angolo  orario. 

II.0  Esse  sono  opposte  pel  mesi  di  declinazione  opposta  e 
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pei  mesi  equinoziali  ci  presentano  tale  incertezza  che  però 
sempre  vi  domina  la  parte  del  mese  che  partecipa  della  mag- 
gior distanza  dall'equinozio.  Questo  é  manifestissimo  nell'equi* 
nozio  di  libra,  talché  potrebbe  sospettarsi  che  i  I  cambiamento 
succeda  il  giorno  stesso  del  passaggio  del  sole  per  l'equinozio. 

Nell'equinozio  d'ariete  evvi  alquanto  più  d'incertezza;  nei 
diversi  paesi  sembra  variare  alquanto  tale  epoca.  Un  confronto 
accurato  di  queste  variazioni  colle  posizioni  dell'  equatore 
magnetico  rapporto  agli  osservatori!  potrà  gettar  lume  su 
questo  punto. 

IH.  Visibilmente  il  loro  modulo  costante  di  queste  curva 
è  il  seno  di  declinazione  solare  moltiplicato  per  la  forza  ma- 
gnetica locale.  Infatti  a  S.  Elena  sono  minori  le  escursioni  che 
al  Capo,  ed  al  Capo  minori  che  ad  Hobarton,  e  qui  minori 
che  a  Toronto.  L'ordine  di  questi  luoghi  é  lo  stesso  delle 
loro  latitudini  magnetiche.  Makerstoun  ò  minor  di  Toronto  in 
escursione,  evidentemente  per  la  stessa  causa,  quantunque  la 
latitudine  geografica  sia  assai  differente.  Ma  la  latitudine  ma- 

gnetica  é  più  forte  a  Toronto  =  75°  -y ,  mentre  a  Maker- 

4 

1 
stoun  =  71°  -T-.  L'intensità  pure  è  men  forte  in  quest'ulti- 

4 

ma  stazione. 

(G)  Venendo  alle  particolarità  locali  osserviamo  : 
I.°  Che  il  segno  delle  curve  mensili  non  dipende  dalla  la- 
titudine geografica  ,  nò  dal  passaggio  del  sole  pel  zenit  del 
luogo.  Infatti  a  S.  Elena  il  corso  delle  curve  è  lo  stesso  che 
negli  altri  paesi.  Anzi  è  mirabile  come  dalla  interferenza 
della  curva  annnale  oraria  colla  mensile  risulti  naturalmente 
annullato  quel  ventre  ncllp  curva  di  cui  abbiamo  parlalo  so- 
pra nel  confronto  di  queste  curve  composte  ,  e  così  accada 
che  la  curva  di  giugno  corra  quasi  in  linea  retta,  mentre  do- 
vrebbe inflettersi  sotto  l'asse  come  quella  di  gennajo  voltasi 
sopra. 
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II.°  Visibilmente  i  parametri  o  le  costanti  angolari  dipen- 
dono dal  passaggio  del  sole  pel  meridiano  magnetico.  Ve- 
diamo infatti  nei  mesi  in  cui  il  sole  sta  presso  il  zenit  de' 
varii  siti  che  il  punto  massimo  delle  curve  corrisponde  qua- 
si col  passaggio  al  meridiano ,  ma  più  rilarda  ne'  mesi  in 
cui  la  distanza  zenitale  è  maggiore  ,  come  abbiamo  altrove 
accennato.  Una  induzione  forse  non  ispregievole  sembra  con- 
durre ad  ammettere  il  massimo  di  escursione  che  ha  luogo 
subito  dopo  mezzodì  a  circa  un  ora  dopo  che  il  sole  ha  pas» 
gaio  il  verticale  del  polo  magnetico  inclinato.  Così  la  forte  de- 
clinazione a  S.  Elena  fa  che  il  sole  trovisi  nel  suddetto  piano 
prima  che  al  meridiano  geografico;  ed  infatti  il  massimo  suc- 
cede o  a  mezzodì  o  poco  dopo  nelle  curve  mensili.  A  Hobartoit 
ritarda  più  che  a  Toronto,  per  la  stessa  ragione,  avendo  inol- 
tre riguardo  alla  opposizione  di  segno  della  latitudine  e  della 
declinazione  magnetica.  Questo  risulta  dalle  medie  orarie  men- 
sili che  in  ciò  vanno  di  conserto  colle  medie  orarie  annuali. 

IH.  L'estensione  delle  escursioni  non  é  in  rapporto  colle 
stagioni  locali»  Cosi  la  massima  escursione  mensile  tanto  a 
Hobarton  che  al  Capo  é  nel  mese  di  agosto  che  colà  è  in- 
vernale e  a  Toronto  pure  in  agosto  mese  estivo.  A  S.  Elena 
il  sole  sta  allo  zenit  in  ottobre  e  febbrajo,  e  pure  non  sono 
essi  i  mesi  di  massima  escursione.  Ma  sono  luglio  ,  giugno 
ed  agosto,  cioè  i  mesi  in  cui  il  sole  ne  sta  più  lontano. 

IV.°  Se  si  consideri  la  posizione  media  degli  assi  delle 
ascisse  delle  curve  mensili  rapporto  alla  linea  media  annua- 
le (*)  si  vedrà  che  queste  sono  ora  sopra  ora  sotto  dell'asse; 
e  generalmente  sono  sopra  quando  il  sole  sta  nei  segni  superiori 


(*)  Ricordiamoci  che  le  curve  mensili  sono  costruite  sulla  diffe- 
renza dell'oraria  annua  e  della  vera  di  ciascun  mese,  e  che  quindi  iu 
queste  curve  mensili  Tasse  delle  ascisse  tracciato  nella  figura  rappre- 
senta la  curva  oraria  annuale  media  rettificata,  e  presa  per  asse  di 
ascissse. 
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(dall'Ariete  alla  Libra)  e  sodo  sotto  quando  sta  negl'inferiori 
dalla  Libra  all'Ariete).  Solo  S.  Eleoa  pare  fare  eccezione.  Ma 
non  è  improbabile  che  debba  anche  questo  moto  riferirsi  al- 
l'equatore magnetico.  Quello  che  è  costante  si  ò  che  in  gen- 
najo  e  dicembre  vedesi  sempre  Tasse  delle  curve  mensili  alla 
massima  distanza  dalle  curve  annuali;  questa  differenza  sa- 
rebbe dovuta  al  perigeo  solare  ? 

Y.°  Per  eliminare  dalle  mensili  l'effetto  della  declinazione 
solare  basta  sommare  due  a  due  i  mesi  in  cui  il  sole  ha 
declinazione  opposta.  Il  risultato  di  tale  confronto  sarebbe 
importantissimo  perchè  farebbe  vedere  la  parte  elementare 
mensile  dipendente  dall'angolo  orario.  Però  nel  far  questo 
confronto  può  procedersi  in  due  modi»  o  opponendo  i  mesi 
consecutivi,  e  precedenti  al  medesimo  equinozio  come  settem- 
bre, ottobre,  marzo,  e  aprile,  ovvero  prendendo  mesi  distanti 
di  mezz'anno  come  p.  e.  febbraio  ed  agosto,  ma  sfortunata- 
mente il  sistema  di  riduzione  adottato  finora,  che  ha  per  base 
l'anno  civile  e  non  l'astronomico  introduce  degli  spostamenti 
che  rendonsi  troppo  sensibili  in  questi  confronti  delicati.  11 
più  notabile  di  tali  spostamenti  é  quello  del  punto  in  cui  la 
curva  taglia  l'asse  cioè  il  valore  del  parametro  o  arco  co- 
stante, onde  sovrapponendo  tali  curve  senza  più,  i  risultati 
possono  essere  illusorii.  Tuttavia  avendo  riguardo  a  tali  spo- 
stamenti ho  fatto  tal  confronto  ed  ho  veduto  che  la  sovrap- 
posizione di  due  mesi  distanti  mezzo  anno  conduce  ad  ona 
curva  assai  semplice  e  regolare  di  periodo  semidiurno.  Que- 
sta conseguenza  per  esser  sicura  completamente  dovrebbe  es- 
ser basata  su  di  una  riduzione  fondata  sul  calcolo  dell'anno 
astronomico  e  del  tempo  vero.  La  conclusione  del  perio- 
do semidiurno  risultante  sarebbe  del  più  alto  interesse 
teorico,  giacché  con  tal  confronto  di  6  in  6  mesi  si  viene 
ad  eliminare  non  solo  il  periodo  di  declinazione,  ma  anche 
quello  che  dipende  dalla  rotazione  della  terra  e  diversità  di 
esposizione  al  sole  della  medesima,  perché  alla  stessa  ora  so- 
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Uro  dopo  sei  mesi  le  parti  della  terre  esposte  al  sole  sono 
opposte.  L'opposizione  poi  dei  mesi  che  sono  equidistanti  pri- 
ma e  dopo  di  ano  stesso  equinozio  possono  condurre  alla 
atessa  conseguenza,  facendo  invece  vedere  la  somma  del  per 
riodo  diurno  raddoppialo  e  composto  col  semidiurno»  Avendo 
fatte  anche  queste  combinazioni  i  risultati  sono  stati  abba- 
stanza soddisfacenti.  Ma  perché  una  serie  di  osservazioni 
possa  dar  resultati  sicuri  di  questa  specie  oltre  il  sistema  di 
riduzione  di  cai  abbiamo  detto  si  richiede  che  sia  fatta  in 
luogo  ove  le  perturbazioni  magnetiche  sieno  poco  numerose 
o  almeno,  con  lunga  serie  di  osservazioni  esse  sieno  elimi- 
nate. Le  osservazioni  che  danno  un  resultato  più  soddisfa- 
cente in  questa  parte  sono  quelle  di  Hobarton  che  presentano 
la  prima  coudizione  di  minori  perturbazioni  con  oua  serie 
abbastanza  lunga.  Sfortunatamente  quelle  del  nostro  emisfero 
benché  medie  di  maggior  numero  di  anni  siccome  fatte  in 
luoghi  di  forza  megoetica  terrestre  più  intensa  si  risentono 
immensamente  dell'effetto  delle  perturbazioni  straordinarie  , 
ad  estìnguere  le  quali  si  richiede  un  numero  assai  notabile 
di  anni. 

Ad  ogni  modo  però  possiamo  stabilire  come  cosa  certa  che 
l'ago  é  toitantemmlA  soggetto  ad  un  periodo  di  oteiUazione  dùsr* 
nm  e  aemidiwmaj  e  che  questo  ultimo  periodo  non  mauca  mai 
come  elemento  principale  nella  curva  composta  che  descrive, 

IV.  Finalmente  il  coofrooto  che  abbiamo  fatto  di  tanti  ri- 
sultati medii  ci  ha  condotto  a  sospettare  periodi  dipendenti 
da  altre  cause  ma  comparativamente  minori  :  certe  piccole  ri- 
correnze di  voltate  nelle  corvè  comuni  alle  curve  del  me- 
desimo semestre  potrebbero  far  sospettare  qualche  influsso 
lunato.  Quello  che  é  certo  é  che  l'aumento  secolare  osser- 
vato nelle  variazioni  di  declinazione  magnetica  durante  gli 
anni  1841  al  1848  combina  colla  traslazione  del  nodo  lu- 
nare ad  una  declinazione  minore.  Ma  basti  aver  toccalo 
questa  materia  qui  solamente  di  volo. 


ì 
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Dobbiamo  ora  parlare  delle  leggi  di  variazioni  degli  altri 
elementi  magnetici,  ma  di  essi  ci  spediremo  più  facilmente 
e  più  brevemente  per  doe  ragioni,  la  prima  perché  le  osser- 
vazioni fatte  sono  meno  estese,  ed  in  alcune  cose  non  abba- 
stanza ridotte  e  poi  perché  il  già  detto  sulla  declinazione  ci 
risparmia  la  ripetizione  di  molte  leggi  particolari. 

S  n. 

Delle  variazioni  degli  altri  elementi  magnetici. 

Oltre  la  declinazione,  gli  altri  due  elementi  magnetici,  dei 
quali  si  deve  determinare  la  variazione  sono  l'intensità  e  la 
inclinazione;  ma  il  loro  studio  diretto  trovandosi  molto  difficile, 
vi  si  é  sostituito  un  modo  indiretto,  che  consiste  in  trovare 
le  variazioni  che  fanno  le  componenti  dirette  secondo  tre  assi 
coordinati  presi  rapporto  all'orizzonte.  La  forza  magnetica 
terrestre  é  diretta  secondo  l'ago  d'inclinazione,  che  nella  sua 
posizione  mostra  la  direzione  della  risultante  di  tutte  le  azioni 
del  globo,  e  il  mezzo  immediato  per  determinare  l'intensità 
di  questa  forza  ò  quello  di  fare  oscillare  l'ago  d'inclinazione. 
Però  vi  tono  in  questo  metodo  diversi  inconvenienti.  Il  pri- 
mo é  che  il  tempo  di  una  oscillazione  dipendendo  dalla  in» 
teosità  del  magnetismo  libero  tanto  nell'ago,  che  nella  terra, 
un  cambiamento  del  primo  può  venire  attribuito  all'altra,  né 
vi  é  modo  di  riconoscer  a  quale  debba  attribuirsi.  Un  altro 
inconveniente  é  che  esigendo  tali  esperienze  un  tempo  nota* 
bile,  e  abilità  non  ordinaria,  riescono  di  grave  incomodo  agli 
osservatori  e  non  si  può  nemmeno  esser  sicuri  se  il  magne- 
tismo dell'ago  e  della  terra  siano  rimasti  costanti  nell'inter- 
vallo. 

Mossi  da  queste  ragioni  dietro  la  scorta  di  Gauss  i  fisici 
hanno  rinunciato  alla  misura  diretta  della  forza  totale  dell' 
ago,  come  pure  *  quella  delle  variazioni    delle    inclinazioni 
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pél  medesimo  motivo,  ed  hanno  adottato  il  seguente  metodo 
dì  ricerche. 

Si  concepisce  la  forza  totale  magnetica  decomposta  secon- 
do tre  assi  coordinati  ortogonali,  il  primo  dei  quali  sia  oriz- 
zontale parallelo  al  meridiano  magnetico ,  il  secondo  pare 
orizzontale  o  perpendicolare  al  medesimo  meridiano;  il  terzo 
diretto  secondo  la  verticale.  Per  ciascuna  di  queste  direzioni 
si  ha  un  apparato  a  parte  per  conoscere  la  intensità,  e  le  va- 
riazioni delle  componenti,  d'onde  essendo  conosciuta  la  dire- 
zione assoluta  della  resultante  facilmente  si  deduce  il  valore 
e  la  variazione  della  forza  totale,  e  della  inclinazione. 

L'apparecchio  che  serve  a  misurare  la  componente  magne- 
tica orizzontale  é  conosciuto  sotto  il  nome  di  magnetometro. 

II  suo  uffizio  è  di  dare  il  valore  assoluto  di  questa  forza: 
ma  la  descrizione  del  metodo  tenuto  in  ciò,  troppo  ci  porte- 
rebbe fuori  dal  nostro  proposito  (*).  Qui  solo  basta  dire  che 
anche  questi  esperimenti  non  possano  farsi  che  ad  '  epoche 
distanti  però  deve  dirsi  di  essi  ciò  che  già  abbiamo  detto  di 
quelli  dell'ago  inclinato  oscillante,  sicché  essi  non  potrebbero 
servire  a  determinare  le  variazioni  orarie  e  dj  breve  durata. 
Queste  ultime  si  suole  dedurle  dalle  variazioni  che  soffre  una 
sbarra  collocata  perpendicolarmente  al  meridiano  magnetico. 
L'apparato  che  si  usa  in  ciò  ha  il  nome  di  magnetometro  bi- 
filare,  titolo  che  esprime  la  sua  costruzione.  Esso  consiste  in 

(*)  Veggasi  per  la  teoria  di  questa  operazione  la  citata  memoria  di 
Gauss  Intensità*  etc.  Per  la  pratica  ancora  le  memorie  di  Weber  in- 
serite nella  citato  raccolta  di  Taylor,  e  le  istruzioni  premesse  all'an- 
nuaire  magnetique  et  meteor.  di  Russia.  Esso  in  somma  consiste  in 
questo.  Si  fa  oscillare  l'ago  di  declinazione  prima  carico  di  certi  pe- 
si, poi  senza  essi;  con  tal  mezzo  si  ha  il  momento  magnetico  dell'ago 
moltiplicato  per  la  forza ,  poscia  si  colloca  una  sbarra  magnetica  a 
diverse  distanze  dall'ago,  e  dalle  deviazioni  di  essa  se  ne  deduce  il 
valor  della  intensità  divisa  pel  momento  magnetico,  dalle  quali  si  ha 
facilmente  l'intensità  maguetica. 

Annali  di  Scienze  Mai,  e  FU.  T.  V.  ottobre  1854.  23 
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una  sbarra  magnetica  sospesa  a  due  Gli  paralleli,  egualmente 
tesi»  i  quali  quando  vi  ò  sospeso  un  corpo  non  magnetico 
devono  stare  nel  piano  del  meri<Ua**>„  ma  sospesavi  una  sbar- 
ra qalainitata,  sj  torce  la  loro  linea  d|  sospensione  fina  a  tanto 
che  la  sbarra  prenda  una  direzione  perpendicolare  al  meri- 
diano magnetico,  ^a,  fona  di  torsione  esercitata  dai  fili,  con- 
trasta la  magnetica  della  terra,  e  l'ago  è  r^so  in  certo. modo 
astatico,  onde  ad  ogni  minima  variazione  della  forza  terrestre 
cambia  di  luogo.  La  delicatezza  di  questo  stnuneQto  è  tanta 
cbe.  il  sno  autore»  $aus#,  attesta  aver  a  vaio  con  esso,  nota- 
bilissima deviazione  dalla  corrente  elettrica  che  circolari  in 
un  filo  avvolto  a  spira  attorno  alla  sbarra,  e  icbe  univa  i  cu- 
scinetti colle  punte  del  conduttore  di  una  ordinaria  macchi- 
na, elettrica.  Le  osse? vazionì  con  questo  strumento  si  fanno 
colla  atessa  facilità  di  quelle»  della  declinazione  mediante  uno 
specchio,  ovvero  un  collimatore  attaccato  all'  ago  ,  in  cui  si 
giarda  con  un.  canocchiale  una  scala  graduata.,  Se  non  che  si 
deve  av,ere  un'avvertenza»  ed  é  che  la  forza  dell'ago  varian- 
do di  intensità  secondo  la  temperatura  è  necessario  tener  con- 
io di  questa  onde*  corregger  le  osservazioni  della  sua  inflaeur 
za,  per  lo  che  esistono  metodi  sicuri  ed*  abbastanza  precisi 
Per  misurare  la  forza  verticale  si  fa  uso  del  magnetome- 
tro a  bilancia  inventato  dal  D.p  Lloyd.  Consiste  questo  in 
una  specie  di  asta  da  bilancia  sostenuta  orizzontalmente  da 
un  asse  pure  orizzontale  a  forma  di  coltello,  che  posa  sopra 
due  piani  di  agaia,  appunto  come  il  fusto  di  una  bilancia 
ordinaria  :  esso  è  disposto  nel  piano  perpendicolare  al  meri- 
diano  magnetico  e  con  piccoli  peselti  ò  equilibrato  in  modo* 
che  riesca  sensibile  ad  inclinarsi  per  ogni*  minimo  cambia- 
mento di  forza  verticale  magnetica.  Si  osservano  i  suoi  moti 
con  un  microscopio  attaccalo  alla  cassa  dell'apparecchio  col- 
limando ad  una  croce  di  fili  di  ragno  che  sono  fiàsi  ad  una 
estremità  dell'ago,  ovvero  osservando  anche  qui  l'immagine 
di  una  scala  riflessa  da  uno  specchietto  apnessp  alia  sbarra- 
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Ottenute  le  variazioni  di  forza  verticale  se  oc  deducono 
quelle  della  fncimazione  eoa  le  note  formolo  (*)•  Anche  que- 
sto strumento  ó  soggetto  a  variazioni  dipendenti  dalla  tem- 
peratura, e  perciò  bisogna  determinare  i  coefficienti  di  con 
rerìone;  non  pare  però  che  i  suoi  resultati  sien  così  sicuri  ed 
esatti  come  quelli  dai  magnetometri  orizzontali. 


A).   Forza  orizzontai*. 

La  componente  che  qui  esaminiamo  é  quella  che  si  ottiene 
dal  magnetometro  bifilare,  cioè  da  quello  col  focato  norma!-' 
niente  al  meridiano  magnetico.  Le  variazioni  possono  formu- 
larsi nel  modo  seguente. 

LEGGE   GENERALE. 

Il  magnetometro  bifilare  é  soggetto  ad  una  variazione  ora* 
ria  di  doppio  periodo  dhirno  e  se  mi  diurno,  ma  questo  secondo 
periodo  dipende  nella  sua  intensità  dalla  latitudine  geografica, 
esso  é  nullo  alt* equatore;  le  fasi  del  periodo  difendono*  dal* 
V  angolo  che  il  sole  fa  col  meridiano  magnetico. 

Dimostreremo  questa  legge  per  parti  e  partendo  dalle  sta- 
zioni di  media  latitudine  in  esse  si  ha  questa  semplicissima 
fogge  *  *  fa  curva  del  magnetometro  bifilare  é  simile  a  quella 
del  declinometro  ritardate  però  di  3  ore. 

Dichiarazione.  Basta  gettare  un  occhiata  arile  figure  di  Sa- 
bine che  stanno  nel  Tomo  li  delle  osservazioni  di  Hobarton 
Taf.  I.  pag.  Y  per  fa  declinazione,  e  Tav.  IV.  pag.  XLIII 
per  la  componente  del  magnetometro  bifilare,  e  si  vedrà  che 
mentre  il  minimo  della  declinazione  cade  tra  le  2©A  e  21*, 
e  il  massimo  alle  2*  circa,  il  minimo  del  magnetometro  bifi- 
lare cade  verso  le  23A,  e  il  massimo  tra  le  4*  e  le  5A9  veggansi 
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(*>  V.  Alla*  R&k.  Oba    18*4,  pag.  390. 
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anche  le  figure  in  cai  il  celebre  Autore  fa  il  confronto  di  Ho- 
barton  e  di  Toronto.  Nel  I  tomo  delle  osservazioni  di  Hobarlon, 
a  pag.  XXXIV.  Tavola  I  Irò  v  ansi  le  parve  delle  declinazioni, 
e  a  pag.  L1V.  Tav.  II.  fig.  l.«  e  %a  quelle  delle  forze  oriz- 
zontali del  magnetometro,  e  si  vedrà  la  perfetta  somiglianza 
delle  curve  (benché  quivi  non  tracciate  nella  medesima  scala 
di  ascisse),  e  il  medesimo  ritardo  di  Hobarton  sopra  Toronto, 
notato  già  nelle  declinazioni. 

Vediamo  le  particolarità  degli  osservatori!  equatoriali.  A 
8.  Elena  la  forza  orizzontale  ha  una  legge  molto  singolare  : 
essa  non  ha  che  un  periodo  semplice  e  solo  vi  è  apparenza 
di  un  periodo  secondario  in  ciò  che  Tasse  delle  ascisse  non 
è  diviso  dalla  curva  in  parti  eguali,  ma  la  parie  superiora 
diurna  è  più  stretta  della  notturna  :  Vedi  osservazione  di 
s.  Elena  pag»  30  tav.  4.  Fig.  3.  Qui  adunque  svanisce  in  tutto 
o  nella  massima  parte  il  periodo  semidiurno  e  non  può  farsi 
il  confronto  con  quello  della  declinazione.  Ma  la  vera  spie- 
gazione di  questo  fatto  singolare  la  vedremo  fra  non  molto 
nella  legge  teorica,  e  questa  formerà  una  delle  principali 
prove  della  teoria  che  esporremo.  Nella  variazione  di  questa 
componente  sono  manifesti  due  periodi  ben  decisi,  il  diurno 
e  l'annuo.  II  massimo  diurno  è  tra  23*  e  0\  e  il  minimo  a 
9*  o  10*  ma  in  maggio  e  Giugno  (mesi  invernali)  é  più  tar- 
di, cioè  alle  11*.  La  forma  della  curva  mostra  un  rapido 
crescere  e  altrettanto  rapido  discendere.  La  variazione  an- 
nuale è  altresì  notabile  per  la  sua  semplicità  essendo  una 
curva  di  seni  perfetta  28  Tav.  II.  fig.  2. 

Dai  due  estremi  che  abbiamo  qui  esaminalo  potrà  dedursi 
ciò  che  accader  deve  in  una  stazione  intermedia,  quale  è  il 
Capo  di  Buona  Speranza.  In  essa  si  avrà  un  periodo  diurno 
e  semidiurno,  ma  questo  assai  meno  sviluppato  che  ad  Hobar- 
ton e  a  Toronto.  L'osservazione  conferma  questa  previsione, 
la  figura  1  della  Tav.  posta  a  pag.  XL  del  Tomo  di  Buona 
Speranza  fa  veder  questo  a  colpo  d'occhio*  li  periodo  adunque 
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della  forza  orizzontale  è  il  risultante  di  due  periodi  uno 
diurno*  l'altro  semidiurno;  il  valore  del  periodo  semidiurno 
è  minimo  all'equatore,  e  cresce  colla  latitudine  geografica.  Le 
epoche  dei  cambiamenti  dipendono  anche  più  dalle  ore  del 
passaggio  del  sole  pel  meridiano  magnetico  e  anticipano  nel- 
l'estate locale,  ritardano  nell'inverno. 

Che  se  dalle  latitudini  medie  saliamo  al  polo  troviamo  che 
la  curva  bifilare  pare  anticipata  su  quella  del  declinometro  j 
questa  particolarità  che  parrebbe  complicare  la  legge  enun- 
ciata non  ò  che  una  conseguenza  dei  coefficienti  che  ricevono 
alternativamente  il  periodo  diurno  e  il  semidiurno  secondo 
le  latitudini.  Ciò  è  visibile  nelle  curve  di  Makerstoun  trac- 
ciate nella  figura  12  della  Tavola  annessa  a  questa  memoria. 
Queste  sona  le  leggi  relative  alle  medie  orarie  annuali. 
Perciò  che  risguarda  i  medri  mensili  abbiamo  già  detto  che 
a  S.  Elena  evvi  evidentemente  un  periodo  annuale  dipendente 
dalla  declinazione  del  sole,  ma  per  poter  mettere  in  luce  gli 
effetti  della  declinazione  solare  negli  altri  osservatore  biso- 
gnerebbe ripetere  le  medesime  analisi  fatte  per  la  declina- 
zione magnetica.  Ma  sfortunatamente  le  osservazioni  senza 
eccezione  sono  finora  poco  numerose,  e  appena  sufficienti  per 
le  stagioni.  Per  queste  rapporto  ad  Hobarton  (L.  cit.)  l'anda- 
mento si  riconosce  non  molto  dissimile  da  quello  della  de- 
clinazione. Così  durante  estate  l'oscillazione  diurna  è  la  più 
estesa,  e  diviene  successivamente  minore  nella  primavera,  nel- 
l'autunno, e  minima  nell'inverno.  Il  suo  valore  assoluto  poi 
trovasi  superiore  al  medio  nell'estate,  e  successivamente  mi- 
nore nella  primavera,  e  nell'autunno,  e  minimo  nell'inverno. 
Non  sarebbe  difficile  dietro  l'indole  della  curva  il  far  vedere 
che  anche  qui  si  ha  la  sovrapposizione  del  doppio  periodo 
dipendente  dalla  declinazione  solare  e  dall'angolo  orario,  che 
si  sommano  nella  stagione  estiva  e  si  sottraggono  nell'inver- 
nale. Gli  effetti  sono  simili  a  Toronto  nelle  respettive  stagio- 
ni. A  s.  Elena  si  ha  il  massimo  di  assoluta  forza  orizzontale 
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noi  mesi  di  marzo,  febbraio  ed  aprile,  ed  il  minialo  io  ago* 
sto  e  settembre.  la  queste  variazioni  é  assai  difficile  il  sepa- 
rare ciò  che  è  proprio  della  temperatura  da  queUo  che  è 
strettamente  periodo  magnetico,  parte  perché  la  temperatura 
influisce  sulle  barre,  e  se  non  si  correggono .  esattamente  le 
variazioni  è  pericolo  di  errore,  e  parie  perchè  come  la  tem- 
peratura fa  variare  la  forza  magnetica  di  tutte  le  calamite  , 
può  far  variare  quella  ancora  del  globo  terrestre.  Inoltre  la 
variazione  di  questa  componente,  dipendendo  da  quella  dell' 
inclinazione  e  della  forza  tptale,  non  potrà  tanto  facilmente 
colle  sole  osservazioni  riconoscersi  quale  sia  la  fase  che  devo 
a  ciascuna  causa  attribuirsi-  Poche  e  non  heu  sicure  osserva- 
zioni tendono  a  qiQstra.re  che  a  s.  Elena  l'inclinazione  annual- 
mente poco  varia  ,  sicché  saremmo  costretti  a  considerare 
queste  variazioni  come  tutte  dipendenti  dalla  forza  totale. 

A  Makerstoun  i  valori  della  componente  orizzontale  si  tro* 

vano  massimi  ai  solstizi),  e  minimi  poco  dopo  gli  equinozi* 

(Mak,  obs.  1846  pag.  XXXII:  ove  è  anche  in  nota  che  questo 

stesso  viene   confermato   per  Monaco  dai  lavori  del  Dottor 

•  Lamont), 

In  generale  qui  come  pure  nella  declinazione  si  distingua  il 
mese  di  agosto  per  le  maggiori  escursioni  diurne  come  pure 
quello  di  aprile.  Questo  è  attribuito  alle  perturbazioni  straor- 
dinarie dal  Sìg.  Allan,  ma  probabilmente  dipende  da  altra 
cagione.  Ma  per  ì  principali  dettagli  sulle  epoche  relative  dei 
massimi  e  minimi  siamo  costretti  a  rimandare  ai  lavori  ori- 
ginali, essendo  già  troppo  cresciuto  il  presente  estratto. 

B>  CompotwUe  verticale. 

Questa  è  data  dal  magnetometro  a  bilancia  collocato  an- 
cor esso  perpendicolarmente  al  meridiano  magnetico.  Anche 
questa  segue  le  leggi  analoghe  all'orizzontale.  A  s.  Elena  la 
curva  ha  semplice  periodo,  ma  colla  differenza  che  quella 
della  forza  orizzontale  è  quasi  una  curva  di  conni  (contando 
da  mezzodì)  e  quella  della  forza  verticale  ò  di  aero.  Yi  si 
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Vede  però  il  rodimento  di  un  periodo  secondario  in  nna  leg- 
gera ondulazione  che  fa  verso  le  ore  10,  come  pure  dall'es- 
sere gli  intervalli  dell'asse  delle  ascisse  compresi  dalla  curva 
maggiore  da  mezzanotte  a  mezzodì  che  da  mezzodì  a  mez- 
zanotte. Il  massimo  è  tra»  le  5A  e  6A  e  minimo  al!e20A.  La 
sua  intensità  è  minore  da  ottobre  a  marzo  nei  quali  mesi 
anche  posticipa,  ed  è  maggiore  da  aprile  a  settembre  in  cui 
anticipa. 

Al  Capo  di  Buona  Spetta**  la  forra  verticale  presenta  un 
andamento  tanto  somigliante  a  quelle  della  declinazione  che 
mostrasi  suscettibile  della  medesima  analisi,  e  delle  medesi- 
me conseguenze.  Tuttavia  domina  in  queste  curve  un  periodo 
diurno,  solo  modificato  in  parte.  Vedi  Sabine*  Osa.  al  Capo, 
Pag.  XL.  tav.  V.  fig.  2. 

A  Toronto  e  ad  Hobarton  anche  questa  componente  mo- 
stra il  suo  solito  antagonismo,  e  il  doppio  periodo  svilup- 
pato come  nella  declinazione,  e  le  ore  dei  minimi  e  massimi 
sono  quasi  le  atesse  che  nelle  fasi  della  declinazione.  Il  doppio 
periodo  si  manifesta  ad  Hobarton  in  un  modo  alquanto  singo- 
lare producendo  un  massimo  fereo  fe  7  della  sera. 

Ha  il  seguire  tutte  queste  irregolarità  sarebbe  cosà  Som- 
mamente nojosa,  e  perciò  ce  n'asterremo  rimettendo  anche 
qui  ai  citati  lavori.  Solo  faremo  osservare  che  molte  Anoma- 
lie hanno  la  loro  spiegazione  nell'avvertenza  seguente »  cioè 
che  dipendendo  l'origine  dei  periodi  »  che  si  sovrappongono 
delle  diverse  ore  in  cui  il  sole  passa  al  meridiano  magneti- 
co, necessariamente  il  periodo  semidiurno  si  trova  inegual- 
mente spostato  sul  diarno,  e  così  avvengono  diverse  infles- 
sioni delle  quali  sarebbe  assai  difficile  trovare  la  cagione  in 
altra  maniera. 

Cosi  per  citarne  un  esempio  le  variaziani  dell'inclinazione 
date  pel   Capo  di  B.  Speranza  pag.  XLIV.  Tav.  6  si  trovano 
da  un  occhio  esperto  decomponibile  facilmente  nei  soliti  pe- 
riodi principali  diurno  e  semidiurno9  i  quali  scorrono  l'uno 
sull'altro  con  differente  parametro  nei  varii  mesi. 
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Onde  concluderemo  queste  ricerche  colla  seguente 

Generale  conclusione. 

»  Tanto  la  componente  orizzontale  che  la  verticale  sono 
»  decomponibili  in  periodi  diurni  e  semidiurni ,  e  che  di- 
»  pendono  dalla  declinazione  del  sole  e  dalla  latitudine  geo- 
»  grafica. 

C.  Inclinazione  e  forza  totale. 

Trovate  le  leggi  della  variazione  delle  componenti  facil- 
mente se  ne  deduce  quella  della  risultante  a  forza  totale  , 
e  conoscendosi  l'inclinazione  magnetica  assoluta  dalla  varia- 
zione delle  forze  orizzontale  e  verticale  può  dedursi  ancora 
la  variazione  dell'inclinazione. 

LEGGE  GENERALE. 

»  Le  fasi  dell'inclinazione  sono  analoghe  a  quelle  della  de- 
»  clinazione  ma' avanzate  di  3  ore  ». 

Dichiarazióne.  Se  il  massimo  di  declinazione  è  alle  2  ore, 
il  massimo  d'inclinazione  sarà  alle  23*  o  in  quel  torno.  Que- 
sto può  vedersi  nella  figura  <Ii  Makerstoun  ec.  ,  ed  anche 
nelle  fi  gare  13  e  14  della  tavola  annessa  a  questa  memoria 
e  appartenuti  di  Hobarton,  di  cui  daremo  appresso  la  spie- 
gazione. Per  le  altre  particolarità  senza  analizzare  ogni  cosa 
in  dettaglio  basterà  ricordare,  che  in  generale  i  massimi  di 
forza  orizzontale  coincidono  coi  minimi  di  inclinazione. 

II  col.  Sabine  fa  osservare  l'analoga  variazione  che  esiste 
fra  Hobarton  e  Toronto,  luoghi  quasi  antipodi;  in  essi  la  va- 
riazione dell'inclinazione  è  la  stessa,  pressoché  alle  stesse  ore 
tanto  nel  periodo  primario  che  nel  secondario  a  cui  essa  è 
soggetta  colla  sola  differenza  che  ad  Hobarton  è  il  polo  Sud 
(l'inclinato)  che  bisogna  considerare,  mentre  a  Toronto  è  il 
Nord  (inclinato). 

Per  quanto  poi  risguarda  la  forza  totale  essa    trovasi  a 
Toronto  soggetta  a  due  periodi  che  sono  i  seguenti 
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Massimo  principale   a  5* 

Minimo  principale     a  15*  in  16 
Massimo  secondario  a  18*  in  20 
Massimo  secondario  a  22*  in  23 
Secondo  l'illustre  autore  per  Hobarton  mancherebbe  tale  ana- 
logia del  doppio  periodo,  e  si  avrebbe  per  la   forza  totale 
una  progressione  semplice  col  minimo  a  20*  in  21,  e  il  mas- 
simo tra  5*  e  6*,  l'andamento  intermedio  essendo  continuato 
senza  interruzione.  Ma  a  considerare  bene  le  curve    stesse 
date  da  lui  pag.  LXVIII.  Tav.  Ili  si  vede  ,  che  il   periodo 
semplice  non  è  che  apparente,  e  che  in  parecchi  mesi  risalta 
manifestissimo  il  secondario,  ed  un  piccolo  rudimento  esisto 
in  tutti,  benché  assai  ristretto.    Questa    differenza   é  certa- 
mente dovuta  alla  notabile  diversità  di  latitudine  ed  inten- 
sità magnetica,  a  cui  corrispondono  i  due  luoghi  non  molto 
del  resto  diversi  geograficamente. 

A  s.  Elena  non  abbiamo  osservazioni  abbastanza  sicure  per 
determinare  questa  legge.  Al  Capo  però  una  copiosa  serie  fa 
vedere  nelle  variazioni  di  fòrza  totale  un  periodo  quasi  com- 
plementario  della  declinazione.  La  somiglianza  dei  due  ge- 
neri di  curva,  che  per  lo  più  ritardano  di  circa  3  ore  nelle 
loro  fasi  ci  dispensa  da  più  profonda  analisi. 

D.  Periodo  complesso  dell'ago. 

La  maniera  usata  e  qui  esposta  per  riconoscere  i  movi» 
menti  dell'ago  consiste  in  una  serie  di  decomposizione  delle 
forze  necessitata  dalla  maniera  con  cui  si  devono  fornire  alle 
sbarre  magnetiche  i  loro  punti  d'appoggio.  Riconosciute  però 
le  leggi  del  moto  delle  componenti  possiamo  risalire  a  di- 
mostrare qual  sarebbe  il  moto  di  un  ago  sospeso  per  un  soia 
punto  (e  non  per  un  asse)  pel  suo  centro  di  gravila  libero 
ad  ubbidire  a  tutte  le  variazioni  magnetiche  simultaneamente 
in  qualunque  direzione  esse  avvengano.  Per  dare  un'idea  di 
tali  moti  combinati  che  fa  Pago  in  una  oscillazione  completa 
abbiamo  estratto  dalla  tavola  precitata  di  Sabine  le  due  fi- 
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gure  N.  13  e  14,  la  prima  delie  quali  appartiene  al  mese 
di  decembre,  la  seconda  a  quella  di  giugno  io  Hobarton.  Il 
principio  su  citi  sono  tracciato  queste  figure  è  il  seguente. 
Il  punto  ove  s'incrociano  le  due  rette  che  ne  sono  gii  assi 
rappresenta  la  posiamo  media  diurna  dell'  ago  tanto  in  de- 
clinazione che  in  inclinazione,  presa  quindi  sull'  orizzontale 
come  asse  delle  ascisse  oon  una  estensione  ugnate  alia  va- 
riazione di  declina  none  propria  di  una  certa  ora,  ai  é  alzata 
su  quel  punto  una  ordinata  eguale  all'etcursioue  della  inoli- 
naziooe  in  quell'ora  medesima*  Così  sono  nate  lo  figure  in- 
dicate. Nel  luogo  citato  di  Sabine  si  danno  per  ciascun  mese 
dell'anno,  e  sono  assai  istruttive.  Le  due  qui  riportate  mo- 
strano l'andamento  della  curva  nei  due  mesi  di  stagione  estre- 
ma. Si  vede  da  queste  (e  meglio  daila  loro  serio  completa) 
che  la  mossa  dell'ago  è  sempre  in  un  periodo  doppio,  diurno 
l'uno  e  l'altro  notturno,  ma  la  loro  estensione  varia  notabil- 
mente colle  stagioni.  Il  periodo  diamo  assai  ampio  nella  state 
si  restringe  nell'inverno,  e  il  periodo  notturno  per  contrario 
ristretto  assai,  ed  appena  accennato  in  estato  si  sviluppa  no- 
tabilmente nell'inverno;  vedasi  in  questo  il  caso  altrove  ac- 
cennalo che  il  minimo  notturno  assoluto  snpera  ti  minimo 
diurno,  e  quindi  è  manifesta  la  causa  dell'errore,  in  cui  sono 
incorsi  coloro  che  hanno  sospettato  un  solo  periodo  nell'  in- 
verno. Ma  due  cose  sono  singolarmente  da  notarsi  in  queste 
cur? e.  La  prima  é  che  il  nodo  notturno  sta  sempre  diametral- 
mente opposto  al  punto  del  mezzodì,  sicché  si  vede  che  le  fasi 
succedono  nelle  vicinanze  del  meridiano  inferiore  coli'  anda- 
mento medesimo  con  cui  accadono  nel  superiore.  2.  che  Inten- 
zione di  ciascun  ventre  nelle  stagioni  opposte  tanto  diurno  che 
notturno  è  in  una  proporzione  costante  con  quello  del  ventre 

1        1 

diametralmente  opposto  che  sta  tra  —  e  —  .  Così  p.  e.  il  lo- 
bo della  curva  diurna  di  dicembre    diventando   notturno  in 
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giugno  si  restringe    circa   ad  -g-:  similmente  di   circa  -^-  si 
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restringe  il  lobo  diurno  di  giugno  quando  io  dicembre  di- 
venta notturno.  Una  tale  costanza  che  osservasi  in  talli  i 
mesi  non  è  da  passarsi  senza  considerazione;  e  guardata  fisi- 
camente date  dipendere  dal  modo  con  cui  l'influenza  del  ma- 
gnetismo solare  si  distribuisce  altra  verso  il  globo  terrestre. 
3.  L'aspetto  di  queste  curve  è  quale  deve  nascere  da  dne 
spirali  circolari  di  divento  modulo  ohe  si  sovrappongono  f 
avendo  una  un  periodo  semplice  ,  e  l'altra  uno  raddoppiato. 
Le  curve  che  si  osservano  nella  ataechina  delle  ondplaròm 
di  Wheatstooe  quando  si  sovrappongono  dte  spirali  una  la 
metà  in  lunghezza  dell'altra,  nel  qual  caso  la  proiezione  4eNa 
risultante  perpendicolare  ali'  asse  delle  spirali  forma  una  ape- 
eie  di  e  sono  evidentemente  dello  stesso  genere  delle  curve 
presenti. 

Il  Sig.  Allan  ha  dato  curve  analoghe  per  Makerstoun,  e 
su  di  esse  a  colpo  d'occhio,  come  pure  in  quelle  dì  Hobar- 
too  può  vedersi  la  stessa  legge,  benché  alquanto  più  compli- 
cata per  aver  aggruppati  troppi  mesi  insieme,  e  per  l'effetto 
della  maggior  latitudine  e  delle  più  frequenti  ptrturbaxiooi 
Fra  le  cose  notabili  io  queste  curve  è  la  seguente. 

»  Tracciando  in  esse  la  direzione  del  meridiano  magneti- 
*>  co  (cioè  notando  l'ora  in  cui  il  sole  passa  per  esso)  si  vede 
»  che  la  massima  velocità  dell'ago  ha  luogo  quando  il  sole 
d  passa  per  questo  piano  :  e  che  il  centro  del  nodo  notturno 
»  trovasi  in  questa  stessa  linea,  o  vicinissimo  ad  essa,  e  che 
»  i  moti  della  inclinazione  dell'ago  sono  complementari  a  3* 
»  di  distanza  di  quelli  della  declinazione. 

Da  tutta  questa  serie  di  fatti  concluderemo  «  che  un  ago 
n  libero  ad  ubbidire  col  suo  moto  a  tutte  le  azioni  che  lo 
»  sollecitano  descriverebbe  durante  il  giorno  una  specie  di 
»  doppia  spirale  originata  dal  moto  composto  circolare  di 
»  due  periodi,  uno  diorno  e  l'altro  semidiurno  ,  ovvero  di 
»  due,  uno  de'quali  ha  luogo  mentre  il  sole  sta  sull'  oriz- 
»  zoo  te,  e  l'altro  mentre  esso  é  sotto,  le  escursioni  dei  quali 
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»  sodo  in  proporzione  degli  archi  diurni  ai  notturni,  ed  han- 
»  no  per  asse  principale  il  meridiano  magnetico  locale. 

Finalmente  vi  è  una  caratteristica  fondamentale  di  tutti  i 
periodi  elementari  principali,  la  quale  consiste  nelF  avere  ti 
filammo  ed  il  minimo  dittanti  di  circa  6*.  Basta  dare  un'oc- 
chiata alla  tavola  delle  figure,  e  specialmente  al  N.  12.  ove 
abbiamo  raccolto  ciò  che  si  osserva  a  Makerstouo  per  tutte 
le  specie  di  variabili,  per  convincersi  di  questa  legge  impor- 
tante. I  soli  casi  di  eccezione  hanno  luogo  in  quelle  curve 
che  per  la  loro  indecisione  mostrano  V  influenza  di  qualche 
altro  periodo  secondario  ignoto,  con  cui  sono  composte,  ov- 
vero per  qualche  posizione  geografica  particolare,  come  ab- 
biamo notato  aver  luogo  all'equatore,  ove  alcuni  periodi  re- 
stano semplicemente  diurni. 

E.  Forza  totale. 

II  Coli.  Sabine  ha  cercato  se  i  massimi  e  i  minimi  della 
forza  totale,  avessero  nessuna  legge  costante  infra  I'  anno , 
discutendo  le  osservazioni  di  Hobarton  e  di  Toronto  è  arri» 
vato  alla  conseguenza  che  questa  forza  é  massima  nei  mesi 
di  decombre  e  gennaio,  nei  due  emisferi ,  quantunque  essi 
corrispondano  a  stagioni  opposte.  Una  tal  legge  ha  troppa 
relazione  colla  variazione  della  distanza  dalla  terra  al  sole, 
per  poter  passare  senza  crederle  dipendenti  da  essa  :  dunque 
abbiamo  che 

»  La  forza  perturbatrice  solare  é  maggiore  quando  è  mi- 
»  nore  la  distanza  di  quest'astro  da  noi,  e  non  secondo  la 
*  temperatura  delle  stagioni. 

Sono  troppo  poche  le  determinazioni  esatte  di  questa  forza 
ottenute  sinora  per  potere  rilevare  l'espressione  rigorosa  della 
legge,  cioè  se  sia  inversa  del  quadrato  delle  distanze;  ma  il 
fatto  par  certo,  e  risulterà  forse  anche  dalla  discussione  di 
altre  osservazioni,  perché  si  abbia  riguardo  a  spogliarle  dai 
periodi  delle  stagioni  e  delle  variazioni  secolari. 

Sarà  continuato. 
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SUL  MOTO  DEI  PROIETTI  NELL'ANIMA 
DELLE  BOCCHE  DA  FUOCO 

CONSIDERAZIONI 

DEL  MG.  GIOVANNI  MOVI 

Professore  di  Artiglieria  nel  Liceo  militare 

di  Firenze. 


Un  periodo  fecondo  per  le  scienze  di  applicazione  fa  quello 
nel  quale  i  più  grandi  geometri  non  si  piacevano  solamente 
nelle  investigazioni  puramente  speculative,  ina  sovente  scen- 
devano nei  campi  della  pratica  ad  illuminarne  le  parti  più  ar- 
due e  meno  avanzate  col  potente  sussidio  del  calcolo.  E  così 
vedemmo  Galileo  fra  le  sue  stupende  scoperte  astronomiche 
e  le  sue  ancora  più  mirabili  scoperte  meccaniche  ,  con  le 
quali  gittava  le  basi  della  scienza  del  movimento  dei  corpi, 
non  isdegnare  di  dettare  un  trattato  di  fortificazione  e  di 
emettere  le  prime  idee,  comecché  imperfette ,  sulla  natura 
della  curva  percorsa  dai  proietti.  Isacco  Newton  determinò 
fra  le  prime  applicazioni  del  suo  calcolo  delle  flussioni,  la 
traiettoria  dei  proietti  nell'  aria  con  sufficiente  approssima- 
zione, e  fece  i  primi  tentativi  per  la  soluzione  di  una  questio- 
ne, ancora  vivamente  agitata,  quella  cioè  di  trovare  la  miglior 
forma  da  dare  ai  proietti  perché  minima  ne  risulti  la  resi- 
stenza dell'aria,  massima  Fazione  del  fluido  della  polvere  su 
di  esso.  Leonardo  Eulero  tradusse  ed  accompagnò  di  preziosi 
commenti  l'opera  dell'inglese  Robins  New  principles  ofgunnery; 
i  due  Bernouilli,Lamberl,Legendre  approfondirono  la  quistione 
balistica  del  moto  dei  proietti,  considerati  come  punti  mate- 
riali; Lagrange  tentò  per  vie  diverse  di  far  progredire  la  ba- 
listica interna,  cioè  la  teoria  del  moto  dei  proietti  nell'anima 
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delle  boeehe  da  fuoco.  Poisson  nella  sua  stupenda  Memoria 
sagli  affasti,  gitlò  le  basi  deUa  teoria  matematica  di  questa 
specie  di  carri  net  momento  del  tiro,  e  nelT  altra  sai  moto 
dei  proietti  avuto  riguardo  alla  loro  forma,  dette  la  prima 
completa  (*)  trattazione  matematica  dell'influenza  che  il  moto 
di  rotazione  del  proietto  nell'aria  pad  avere  sul  moto  di  tra- 
slazione. Gli  altri  geometri  contemporanei'  ai  già  citati,  e 
quelli  che  vivono  tuttora,  pare  abbiano  disertato  dal  campo 
delle  applicazioni,  con  grave  danno  di  queste  ultime,  rimaste 
in  balìa  degli  empirici  che  procedono  a  caso  e  predicano  la 
inutilità  della  teoria  (**).  Che  se,  per  spiegare  questo  silen- 
zio, eoa  ragione  può  dirsi,  la  soluzione  definitiva  ed  esalta 
delle  quistioni  pratiche  non  potersi  conseguire  se  non  quando 
la  Meccanica  molecolare  avrà  acquistato  grado  e  dignità  di 
scienza;  è  pure  non  meno  vero  che,  indipendentemente  dalie 
Meccanica  molecolare,  molte  quistioni,  e  specialmente  quelle 
di  artiglieria,  potrebbero  venire  grandemente  illuminale  so  i 

(*)  Poisson  non  è  stato  il  primo  ad  occuparsi  di  qucsto'problema 
baliatico,  poiché  molti  lo  avevano  preceduto,  ma  fa  il  primo  a  guar- 
darlo in  tutta-  la  sua  generalità  e  a  trattarlo  analiticamente  con  quel- 
l'ampiezza di  vedute  che  formavano  ono  dei  principali  distìntivi'  del 
dotto-  geometra  di  Pithìviers.  Molte  notizie  possono  trovarsi  snlla  se- 
rie dei  tentativi  fatti  sinoggi  per  risolvere  questa  quistione  nel  pre- 
zioso, comecché  poco  nolo  opuscolo  Ueber  die  Umdrehung  des  Artil- 
lerie—Geschosse  von  Otto.  Il  capitano  Otto  oppugna  le  conclusioni 
teoriche  della  Memoria  di  Poisson. 

(**)  Questa  osservazione  ò  stata  fatta  da  molti,  cosi  il  Capitano  Fa- 
vo nel  suo  opuscolo  Des  nouvellss  eàrabines  eto.  si  esprime  a  questo 
modo  :  Cet  cibandoli,  que  Ics  savants  ont  en  general  [ait  des  questioni 
balistiques,  a  le  doublé  inconvénient  de  priver  la  seience  méme  d'un 
sujet  de  recherches  ètendues  et  précise*  qui  a  longtemps  servi  à  se* 
progrès,  et  de  tendre  à  enlever  à  la  balistlque  pratique,  qui  peut  étre 
regardée  comme  la  base  de  l'art  de  la  guerre  aetuel,  Vappui  des  eon- 
sidérattens  seientifiques  qui  peuvent  servir  à  ses  progrès. 
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recenti  progressi  dall'analisi  venissero  a  sussidiarle.  La  teoria; 
dalla  resistenza  dei  solidi,  quella  della  rotte  e  delle  fabbriche 
in  generale,  non  potranno  dirsi  veramente  fondate  s«  salde 
beat  se  parimenti  progredita  non  sarà  quel  ramo  della  Fisica 
matematica  che  Tolge  intorno  all'elasticità  dei  corpi;  e  pare 
da  quanto  la  pratica  non  si  è  avvantaggiata  delle  investigazioni 
teoriche  di  Coriolis,  Navier,  Pbncelet,  Bordoni?  MbseJy  eie»? 
Io  quindi  (mi  sono  proposto  fors'anche  in  questo  mio  lavoro» 
di  richiamare)  l'attenzione  dei  geometri  sopra  una  delle  pia 
importanti  ed  ardue  quislioni  di  artiglieria,  quella  voglio  dire: 
che  tratta  del  moto  dei  proietti  dentro  l'anima  delle  bacche 
da  fttoee;  importante  perché  dalla  sua  soluzione  dipendono , 
la  ricerca  delie  dimensioni  delle  bocche  da  fuoco  e  dagli  af- 
fusti, la  velocità  iniziale  dei  proietti,  eie.  >  ardua,  perchè  i 
molti  tentativi  fotti  sinora  da  sommi  geometri-  non  hanno- 
sortilo  esilo  Calice.  La  rapida  esposizione  che  io  mi  propongo 
di  fare  dei  metodi  investigati  da  Jternouillì  al  Generale  Pte>- 
bert,  sceverandoli  da  tutte  le  idee  accessorie  che  ne  oscurano 
il  concetto  fondamentale,  e  mostrandone  i  difetti ,  servirà  a 
fissare  definitivamente  la  stato  della  scienza*  su  questa  qui- 
stione  particolare;  ciò  che  parmi  la  preparazione  migliore  a 
futuri  lavori  su  tale  argomento. 

1.  Per  comprendere  tutta  la  difficoltà  della  quiatione  che 
ci  occupa,  giova  accennare  la  circostanze  che  accompagnano 
il  moto  del  proietto  nell'anima  delle  bocche  da  fuoco.  Ordi- 
nariamente fra  il  proietto  e  la  superficie  interna  del  pezzo 
vi  ha  un  vuoto  anulare,  che  vien  detto  vento}  il  quale,  unito 
al  focone,  dà  luogo  ad  una  perdita  di  gas  che  va  posta  a  cal- 
colo se  vuoisi  valutare  con  qualche  esattezza  la  velocità  del 
proietto.  Dippiù  la  palla  per  effetto  di  questo  vento  e  dell'at- 
trito che  »i  sviluppa  nel  sua  punto  di  contatto  con  l'anima, 
prende  un  moto  di  rotazione  attorno  ad  un  asse  perpendico- 
lare al  piano  di  tiro,  ed  un  moto  di  traslazione  inclinato  all' 
asse  del  pezzo,  che  gli  fa  eseguire  dei  ballotlameuti  nell'a* 
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ttima  ,  principalissima  causa  delle  deflazioni  che  avvengono 
nell'aria.  La  forza  poi  che  pone  in  moto  il  proietto  si  svolge 
successivamente  ed  opera  con  leggi  affatto  speciali  e  varia- 
bili a  seconda  del  recipiente  nel  quale  si  effettua  l'accensione 
della  polvere.  Quindi  a  voler  trattare  compiutamente  il  pro- 
blema di  cui  discorriamo  bisognerebbe  :  1.°  determinare  con 
precisione  le  leggi  che  presiedono  allo  svolgimento  dei  gas 
della  polvere ,  e  la  forza  di  questi  gas  in  un  dato  recipien- 
te; 2.°  valutare  con  esattezza  la  parte  di  gas  che  sfogge  pel 
focone  e  pel  vento,  3.°  considerare  il  moto  del  corpo  nell' 
anima  delle  bocche  da  fuoco  come  composto  di  traslazione  e 
di  rotazione.  La  quistione,  considerata  con  questa  generalità, 
è  insolubile  nello  stato  attuale  della  scienza;  pare  io  ho  vo- 
luto presentarla  a  questo  modo  perchè  nel  trattare  una  qui- 
stione è  bene  conoscere  gli  elementi  che  si  trascurano  affine 
di  potere  stimare  l'approssimazione  del  risultato  che  si  rag- 
giunge. Vedremo  che  lutti  i  geometri  che  successivamente  si 
sono  occupati  di  questo  problema  hanno  fatto  completamente 
astrazione  dalla  terza  condizione,  e  che  l'inesattezza  dei  ri- 
sultati ai  qnali  la  maggior  parte  di  essi  ò  pervenuta  dipende 
precipuamente  da  una  mal  fatta  valutazione  dei  primi  due 
elementi . 

2.  Daniele  Bernouilli  nella  sua  Idrodinamica  pubblicata  a 
Strasburgo  nel  1738  fu  il  primo  a  dare  una  compiuta  solu- 
zione del  problema.  L'ipotesi  dalle  quali  egli  prese  le  mosse 
sono  :  1.°  che  l'accensione  della  polvere  è  istantanea;  2.°  che 
la  forza  elastica  del  fluido  sviluppato  da  questa  accensione  è 
proporzionale  alla  sua  densità;  3.°  che  la  somma  delle  aper- 
ture del  vento  e  del  focone  è  Infinitamente  piccola  rispetto 
all'area  di  una  sezione  dell'anima  fatta  perpendicolarmente 
all'  asse  ;  4.°  finalmente  che  le  velocità  con  le  quali  il  gas 
della  polvere  sfugge  pel  vento  e  pel  focone  sono  eguali  tra 
loro. 

Come  conseguenza  della  2.a  e  3.a  ipotesi  Bernouilli  stabi- 


(  369  ) 
lisce  che  indicata  con  £  l'altezza  di  un  cilindro  di  aria  il  cui 
peso  equilibria  la  forza  elastica  del  gas  della  polvere  quando 
si  trova  nella  sua  posizione  iniziale,  sarà  |/%£  =  u   la  ve- 
locità eoo  la  quale  il  detto  gas  sfugge  pel  focone  e  pel  vento. 

Indicheremo  con  «  la  lunghezza  della  carica,  con  a>=*rra 
l'area  della  sezione  dell'  anima  fatta  perpendicolarmente  ài 
suo  asse,  con  9  l'area  del  vento,  con  Q  la  somma  delle  aree 
del  focone  e  del  Tento,  con  q  la  quantità  di  gas  che  si  tro- 
vava nell'anima  al  principio  dell'esplosione;  con  X  la  quantità 
di  gas  restata  nell'anima  alla  Gne  del  tempo  t  quando  il  pro- 
ietto è  pervenuto  alla  distanza  y  dal  fondo  dell'anima,  sup- 
posto immobile,  con  v  la  velocità  del  proietto  in  questo  istan- 
te, con  II  la  forza  elastica  del  gas  nella  sua  posizione  ini- 
ziale, con  pt  la  detta  forza  nell'  istante  t ,  e  con  p  il  peso 
del  proietto. 

Secondo  le  ipotesi  adottate  da  Bernoutlli  le  forze  elasti- 
che del  gas  sono  proporzionali  direttamente  alle  quantità  di 
polvere  e  inversamente  agli  spazi  nei  quali  il  gas  si  svolge; 
quindi  avremo  la  relazione 

„   «X 

Ove  é  evidente  che  ,  a  causa  del  vento  e  del  focone  ,  non 
tutta  questa  forza  è  impiegata  a  porre  in  moto  il  proietto , 
ma  una  sola  parte  cb'é  data  dalla  forinola 

o— fl  cu— 0_  «X 

—  pt  =  —  n  —  . 

0)  (ù         qy 

Quindi  l'equazione  del  moto  del  proietto  nell'anima  della  bocca 
da  fuoco  è 

(1)  L  ^1=  ?Z^n  — 

g     it  cu        qy 

Indichiamo  con  p  la  densità  del  gas  dilatato  nello  spazio 
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ù>y ,  avremo 

(2) 

Nel  tempo  di  mentre  il  proietto  percorre  uno  spazio  rap- 
presentato da  dy9  il  gas,  uscendo  fuori  dal  focone  e  dal  Ten- 
to, descriverà  uno  spazio  infinitamente  piccolo  dato  da  udì; 
e  siccome  il  vuoto  pel  quale  esce  ò  0,  ne  segue  che* 

ù       \ 
Qùuàt  =  —  u  —  di 
r  »       y 

sarà  la  quantità  di  gas  che  nel  tempo  di  si  perde  pel  focone 
e  pel  vento,  Per  conseguenza  si  avrà 

Q        X 
(3)  —dX  =  —  u  —  di. 

«       y 

dividendo  quest'equazione  per  la  (1),  si  trova 

*\         Q        P      9       u  A 

la  quaP  equazione  integrata  con  la  condizione  che  e  ss  0 , 
quando  X  =  jf ,  darà 

Sostituendo  questo  valore  di  X  nelP  equazione  (1)  ponendo 
per  j-  il  suo  valore    r-  e  facendo  per  semplicità 

A= - —  ,        B==s  —  *, 

0)  p  to 

otterremo  l'equazione 

dy         vdv 


A-Bp  ' 
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la 

quale  ini 

tegrata 

eoe 

i  la  solita  condizione  ci 

dà 

log 

i  -  bW1  - 

B 
A 

•) 

ovvero 

(A) 

log 

oc 

1     ,        B 
2A          3A1 

t»3-*- 

ec. 

ch'é  la  formola  generale  trovata  da  Bernouilli  per  determi- 
nare la  velocità  del  proietto  nell'interno  della  bocca  da  fuoco. 
Nell'ipotesi  che  non  vi  sia  vento  nò  focone,  sarà  B  =  0 , 
e  però  indicando  con  H  l'altezza  dovuta  alla  velocità  in  que- 
sto caso, 

(B|  H-vW^- 

P  ^ 

La  soluzione  del  Bernouilli  é  ingegnosa  relativamente  al  tem- 
po in  cui  venne  data  e  considerata  come  il  primo  tentativo 
fatto  dai  geometri  per  applicare  il  calcolo  a  questa  specie  di 
quistioni;  ma  é  erronea  per  l'ipotesi  adottate,  e  principalmente 
per  quelle  con  le  quali  assume  istantanea  l'accensione  della 
polvere,  e  proporzionale  alla  densità  la  forza  elastica  del  gas. 

3.  Beniamino  Robins  nella  sua  opera  New  principia  ofgun- 
nery  pubblicata  a  Londra  nel  1742  si  occupò  dello  stesso 
problema,  trascurando  la  perdita  di  gas  pel  focone  e  pel  ven- 
to. Il  ragionamento  di  Robins  fu  da  Eulero  tradotto  in  ana- 
lisi nel  seguente  modo. 

Ritenute  le  denominazioni  precedenti  si  ha  per  la  legge  di 
Mariotte 

p,  =  IT  -  . 

y 

Quindi  l'equazione  del  moto  del  proietto  sarà 

P     y 
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la  quale  integrata  con  la  condizione  v  =  0  ,  y  ss  a  ,  dà 

»»  —  n  ^-log  -2-  , 

forinola  affatto  identica  alla  (B)  di  Bernouilli* 

Come  si  vede  Robins  non  aggiunse  nulla  alla  soluzione  del 
problema;  ciò  che  prova  quando  andassero  ingannati  gli  au- 
tori, i  quali  attribuirono  all'inglese  una  sua  teoria  su  que- 
sto argomento:  io  ho  citata  questa  soluzione  solamente  per 
avvertire  un  tale  errore. 

Eulero  pone  il  valore  precedente  di  e*  sotto  un'altra  forma 
che  é  bene  conoscere  perché  é  quella  sotto  la  quale  è  data 
dagli  autori  di  artiglieria. 

Chiamiamo  /3  l'altezza  della  colonna  di  acqua  che  equili- 
briaìa  pressione  atmosferica;  Eulero  fa 

II  ss  m/3o , 

in  guisa  che  m  rappresenta  il  numero  di  volte  che  fa  d'uo- 
po prendere  la  pressione  atmosferica  per  ottenere  la  forza 
elastica  del  gas  della  polvere  nella  sua  posizione  iniziale.  Se 
dippiù  si  rappresenta  con  w  la  gravità  specifica  del  proietto, 
si  ha 


4 


> 


e  quindi 


a       Zm&ga      y 


4.  Eulero  volle  ancora  valutare  la  modificazione  che  la  re* 
sistema  dell'aria  al  moto  del  proietto  dentro  V  anima  della 
bocca  da  fuoco  porterebbe  al  valore  precedente  di  t>\  A 'que- 
sto oggetto  egli  osservò  che  la  resistenza  dell'  aria  doveva 
avere  un  duplice  effetto»  Tu  no  di  scemare  la  forza  elastica 
del  gas  della  polvere,  e  l'altro  di  rallentare  il  moto  del  pro- 
ietto; Se  dunque  s'indica  con  h  un  coefficiente  numerico  che 
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dipende  dalla  natura  del  fluido  e  del  mobile,  l'equazione  del 
moto  sarà 

mScoa       n  ,  *       P      t?dt? 

— —  pò)  —  kv  =  —  — —   , 

y  9    dy 

ovvero 

m/foa        /3*> 2kg  ih 

py        p  ~~    p  &y  ' 

avendosi  v2  =  2pA. 
Facciamo  per  un  momento 

/> 
moltiplichiamo  tutta  l'eqeazione  per  e"s  e  integriamo,  si  avrà 

-C — I £  —  l—c*Jr  «  e*xh  .+-  C  , 

p   J     y  pa 

C  essendo  una  eostante  arbitraria. 

La  quantità  a  è  molto  piccola,  quindi  potremo  fare 

«°>  =  1  -4-  ay  ; 
ed  avremo 

=£=[%£-  +  i(,  -a)]-  «V  -  -t  =  M  . 

determinando  la  costante  G  con  la  coadizione  *=0,  y  ss  oc. 
Quindi 

•"-^[(•-M^W 

—  — (y  — «)  • 

Se  in  quest'equazione  facciamo  fc  =  0  ,  otterremo 
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Qaestval(ima  forinola  era  già  stata  data  da  Bernouilli.  Hy- 
drodinamica,  pag.  235. 

Dal  calcolo  della  forinola  (C)  Eulero  dedusse  che  nella  ri- 
cerca del  moto  del  proietto  nell'anima  delle  bocche  da  fuo- 
co, poteva,  senza  errore  sensibile,  trascurarsi  la  considerazione 
della  resistenza  dell'aria. 

5.  Bernouilli  e  Robins  avevano  ammessa  istantanea  I'  ac- 
censione della  polvere ,  anzi  il  primo ,  acciò  non  vi  cadesse 
dubbio,  aveva  data  la  sua  soluzione  come  egualmente  appli- 
cabile ai  fucili  a  vento  e  alle  armi  da  fuoco  ordinarie,  pro- 
blemi ora  riconosciuti  di  natura  diversa.  Eulero  non  cadde 
in  questa  errore.  L'esperienza,  fin  d'allora  parlava  abbastanza 
chiaro  perchè  fosse  possibile  perseverare  nell'antica  ipotesi  ; 
ma  i  geometri  credevano  che,  vista  la  straordinaria  rapidità 
del  fenomeno,  non  si  dovesse  andare  incontro  ad  errore  ap- 
prezzabile supponendo  l'accensione  istantanea,  tanto  più  che 
incontravano  insuperabili  difficoltà  per  introdurre  la  conside- 
razione dell'accensione  successiva  nel  calcolo.  Eulero  ebbe  il 
merito  di  presentire  tutta  l'importanza  della  vera  legge  della 
combustione  della  polvere  e  di  fare  un  tentativo  ,  se  non 
esatto  certamente  ingegnoso  e  degnissimo  di  menzione,  per 
assumerla  a  fondamento  della  teoria  analitica  del  moto  del  pro- 
ietto nell'interno  delle  armi  da  fuoco.  Affine  di  evitare  le 
difficoltà  anche  per  lui  insormontabili,  che  la  diretta  intro- 
duzione della  nuova  ipotesi  poteva  apportare  nei  calcoli,  egli 
ragionò  a  questo  modo  (*)  :  se  la  polvere  si  accendesse  istan- 

(*)  Tutta  questa  teoria  si  trova  nella  traduzione  tedesca  dell'opera 
di  Robins  fatta  da  Eulero  nel  1745.  Come  testimonianza  dell'animo  no- 
bilissimo del  grande  geometra  di  Basilea,  ci  piace  notare  che  qoalehe 
anno  prima»  Robins»  sperimentatore  abile  ed  ingegnoso  ma  poco  va- 
lente scienziato»  aveva  severamente  biasimata  la  Meccanica  da  Eulero 
in  quel  torno  di  tempo  pubblicata.  L'  allievo  e  poscia  I'  emulo  felice 
dei  Bernouilli  si  vendicò  del  biasimo  ingiusto,  e  che  poteva  disprez- 
zare, corredando  l'opera  dell'inglese  di  tali  commenti  che  ancor  oggi 
la  rendono  preziosa  a  consultare  dai  cultori  di  queste  discipline  ,  e 
salvandola    cosi    dall'oblio  nel  quale  assai  probabilmente  sarebbe  al- 
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taneamefite,  la  forza  che  essa  imprimerebbe  al  proietto  sa- 
rebbe molto  maggiore  di  quella  che  imprime  realmente  per 
effetto  dell'accensione  successiva.  Or  noi,  diceva  egli ,  ginn* 
geremo  allo  stesso  risultato  tanto  se  consideriamo  l'accensio- 
ne successiva  quanto  se  supponiamo  che  una  parte  sola  della 
polvere  si  accende  istantaneamente  l'altra  restando  solida.  Eu- 

2 
lero  supponeva  che  i  -^  della  polvere  si  accendevano'  j  noi, 

per  maggiore  generalità,  indicheremo  con  n  un  coefficiente 
numerico  che  stia  a  rappresentare  quanta  parte  di  polvere  si 
accende.  In  guisa  Che,  se  indichiamo  con  5  la  densità  della 
polvere,  con  D  quella  del  gas  che  si  svolge  dalla  sua  accen- 
sione, riferite  ambe  a  quella  dell'aria,  con  A  la  gravità  spe- 
cifica dell'aria,  e  con  [x  =  wzd  la  massa  della  polvere,  sarà 
noaDA  il  peso  del  gas  della  polvere  che  si  considera  acceso 
istantaneamente,  e  (1  — >n)/xA  il  peso  della  polvere  che  ai 
considera  inalterabile. 

Sia,  come  nel  numero  2°,  X  il  gas  che  alla  fine  del  tempo 
I  si  trova  ad  agire  sul  proietto  e  q  il  gas  che  si  trovava  nel- 
l'anima al  principio  del  moto;  sarà  q  — *  X  la  quantità  di  gas 
che  nel  tempo  t  è  sfuggita  pel  vento  e  pel  focone. 

Quando  il  proietto  è  giunto  alla  distanza  y  dal  fondo  del- 
l'anima, il  volume  del  cilindro  nel  quale  il  fluido  può  dila- 
tarsi è  dato  da 

o>[y  —  (1—  n)«]; 

indicando  quindi  ccn  p  la  densità  del  fluido  dilatato  in  que- 
sto spazio,  avremo 

(1)  f  "*  *>[y  -  (1  -  n)«3    - 

Eulero  osservò  che  la  forza  elastica  del  gas  era  occupata 


trimenti  caduta.  Bertucci  «  Mlgemiine  geografiche  Ephtmtriden , 
iakrgang  1807  Manhefl,  pag.  368. 
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a  porre  io  moto  t  1.°  il  proietto;  2.°  la  parte   di  carica  ri- 
masta inalterata;  3.°  la  propria  massa  del  gas  (*);  quindi  l'e- 
quazione del  moto  del  proietto  sarà 

fo  -h  (1  —  n)  fi  -(-  XJ^j-  . 

Bitonale  le  denominazioni  del  N.°  2% 

p,  =  oAjK  ; 
e  per  conseguenza  sarà 

opt  =  £fe>  -+-  (1  —  »)fH-XJ  -  , 
ovvero  ancora 

(2)  pdy  r=  ~  ihy 

UIC 

facendo  per  brevità 

a  =  fa>  -4-  (1  —  »)/x  . 

Ragionando  in  un  modo  allatto   analogo  a  quello    impie- 
gato nel  N.°  2,  si  troverebbe 

—  iX  =  Qp  iffyt  d*  =  ùpy     i-  dy; 
da  cui 

la  quale  equazione  in  virtù  della  (1)  diviene 

dX  |/i  iy 


<p^h    y  —  (1  —  n)a 


•  «  i 


O  Questa  osservazione  di  Eulero  mostra  che  Poisson  ed  altri  s' 
ingannano  affermando  che  Lagrange  fosse  U  primo  a  considerare  la 
perdita  di  forza  elastica  impiegata  a  porre  in  moto  la  massa  stessa 
del  gas.  Lagrange  seppe  giovarsi  meglio  di  Eulero  di  questa  consi- 
derazione, ma  non  si  può,  senza  ingiustizia,  attribuirgliene  la  prima 
idea. 
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Sostituiamo  nell'equazione  (2)  per  piy  il  valore    dato   dalla 
(3),  otterremo 

Integriamo  quest'equazione  con  la  condizione  che  per  k=0 
si  ha  X  =  q  j  si  trova 

oH-g_2l^A 
Ba-t-X      yi^e  ' 

da  cui 


X 

=  (a  •+■  q)è  fV'  — 

à  ', 

e 

per  conseguenza  : 

x  — 

a  -*-tf 

Ah 

iyh 

w& 

«-*•  9  —  aefV' 

*> 


Eguagliando  insieme  i  due  valori  di  -y-  che  abbiamo  trova- 
to, avremo 

2|/A 


-I 

dh 


Prima  d'integrare  generalmente  quest'  equazione  facciamo 
l'ipotesi,  ch'é  una  di  quelle  di  Bernoulli ,  che  Q  sia  picco- 
lissima rispetto  a  &>,  cioè  che  f  sia  un  numero  molto  grande, 
allora  potremo  fare,  senza  grave  errore, 

al/A 

fiA  _  2i/-* 

<p[fe 

per  conseguenza  l'ultima  equazione  diventa 
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dy ?^T  2o^*-|-' 

y— (1—  »)«   ~*    «    L?         fl/ij 

e     Lq        wVt  J 
la  quale  integrala  dà 

4M 


L  J  0S  <7a 


qi  q2  3fgt     ' 

Supponiamo  che  Don  vi  sia  né  focone  né  vento,  cioè  che  si 
abbia  Q  =  0  ,  ovvero  p  =s  00 ,  allora,  chiamando  H  il  va- 
lor di  h  in  questa  ipotesi,  avremo 


(5) 


H  -  «-^HH1  -  *)a]  • 


Introducendo  questo  valore  di  H  nell'ultima  equazione,  verrà 


A  =  H-^    * 


q  3fl/"e 

Eulero  per  evitare  la  troppo  complicazione  delle  formolo  pren- 
de approssimativamente 

A-H-.1    «» 


q    3f  J/s  ' 
da  cui 

Da  quest'ultima  equazione  e  dalla  (5)  si  deduce 

(6>         -'['-Ti?]' 

facendo 


(  379  ) 

Quando  Q.  non  si  può  sapporre  piccolissima  rispetto  a  ar 
si  procederi  a  questo  modo. 
Facendo  per  semplicità 

21/-A 

da  coi 

ih      $é$ 

l'equazione  (4)  diverrà 

j,_(l_)«        2    V         9       2?'      6?5  J 

=  -s- 1  in-  —  *  — « — o~3~"  •  ir 


a?»  +  6aV -4- 6aV    •? 


.]•*. 


integrando  verrà 

a-^log[y-(l  -*]-7-  TL1  -*■%•■? 


ovvero  ponendo  per  $  il  suo  valore 

4«    A'        ojfa  -+•  2a*q 


2r»      1 

«3         J 


H=T 


3j  '  9*1  ?3  ?3fi 


-*" 8 Ì5f  '  7iT+     J  ' 

Da  quest'equazione  col  noto  metodo  del  ritorno  delle  serie 
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*  si  ricava 

,,       „,       2a      H        2a*q  —  9aa*      Ht 
òq      yt>  \9g3  f e 

da  coi 

©  =  Y  —  — - .  —  •+■  — j^-T .  -5-5 ce. 

3;    <pu  loq*  fu 

Questa  é  la  forinola  di  E  alerò. 

La  soluzione  del  sagacissimo  geometra  non  poteva  essere 
esatta  poiché  tali  non  sono  le  ipotesi  dalle  quali  egli  parti; 
tuttavia  egli  ebbe  il  merito  grande  di  aggiungere  la  consi- 
derazione di  nuovi  elementi  a  quelli  già  avvertiti  dai  suoi 
antecessori  e  di  osservare,  anteriormente  a  qualunque  altro, 
che  l'elasticità  del  gas  non  poteva  essere  uniforme  in  tutto 
lo  spazio  che  occupava;  osservazione  che  doveva  servire  più 
tardi  di  base  ad  una  nuova,  più  ampia  e  più  esatta  teoria 
sul  soggetto  che  ci  occupa. 

6.  A.  Lombard  celebre  professore  della  scuola  di  Anten- 
ne e  traduttore  francese  dell'opera  più  volte  citata  di  Ro- 
bin* (1783),  va  data  lode  per  avere  il  primo  messo  in  dub- 
bio l'esattezza  dell'ipotesi  adottata  da  Bernouilli ,  Robins  e 
Eulero  che  la  forza  elastica  del  gas  della  polvere  fosse  pro- 
porzionale semplicemente  alla  potenza  prima  della  densità. 
Però  egli ,  considerando  che  la  detta  forza  elastica  era  va- 
riabile non  solamente  colla  densità  ma  ancora  colla  tempe- 
ratura, credette  poterla  fare  proporzionale  al  quadrato  della 
densità,  ipotesi  che  vedremo  in  seguito  erronea  in  un  altro 
senso.  Pertanto  dall'  ipotesi  di  Lombard  è  facile  ricavare  la 
forinola 

H-niL/t-i). 

7.  Lagrange,  nelle  sue  ricerche  intraprese  a  quanto  pare 
nel  1793,  ammise  istantanea  l'accensione  della  polvere ,  ma 
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assanse  la  fona  elastica  del  gas  come  proporzionale  ad  una 
potenza  costante  della  densità;  dippiù  considerò  ad  una  volta 
il  moto  del  proietto,  del  pezzo  e  del  gas  della  polvere  e  fece 
astrazione  dal  vento  e  dal  focone.  Stabiliamo  l'equazioni  di 
questo  triplice  moto. 

Prendiamo  per  origine  delle  distanze  la  posizione  primitiva 
della  culatta,  e  chiamiamo  : 

x  la  distanza  di  uno  strato  di  polvere  dall'origine; 

%  ciò  che  diventa  x  dopo  un  certo  tempo  I  ; 

y  e  y'  le  distanze  dall'origine  del  proietto  e  della  culatta 
respettivamente , 

m'  ed  m  le  masse  della  bocca  da  fuoco  e  del  proietto; 

tt  e  v  le  velocità  rispettive    della    bocca   da  fuoco  e  del 
proietto  dopo  il  tempo  t; 

D  e  p  le  densità  del  gas  all'origine  del  moto  e  alla  fine 
del  tempo  I. 

Le  altre  denominazioni  non  differiscono  da  quelle  date  pre- 
cedentemente. 

Consideriamo  uno  strato  di  gas  x  di  spessezza .  ex  ;  alla 
fine  del  tempo  $  questo  strato  aarà  venuto  alla  distanza  *,  e 
la  sua  spessezza  sarà  divenuta  dz,  quindi  avremo 

Se  indichiamo  con  p  la  pressione  di  questo  strato  gassoso 
e  con  n  un  numero  dato,  si  ha  per  l'ipotesi  adottata  da  La- 
grange 


-e 


dxy* 
J 


Da  questa  formola  si  deducono  i  valori  delle  pressioni  pt 
e  p'  sul  proietto  e  sul  fondo  dell'anima  sostituendo  a  z  una 
volta  y  una  volta  y';  si  otterrà 

„=„(£)-,       ,=„(£}-. 
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Ciò  pesto  le  tre  equazioni  del  moto  dello  strato  gassoso, 
del  proietto  e  del  peno  sono  rispettivamente 

d'x  1  Ap 

(1)  5? Fdl' 

(3)  m' ^  =  -  p  V 

(Avverto  che  p,  II,  p,  ,  p'  esprimono  le  pressioni  suir  aoilà 
di  superficie). 

La  grange  ammette  che  la  velocità  di  tatto  le  parti  del  si- 
stema sieno  nulle  all'origine  del  moto;  cioè  suppone  che  si 
abbia  simultaneamente 


,  =  <,,,=„   J-0,    £  =  0,    £  =  0, 

Il  problema  consiste  nel  soddisfare  ad  nna  volta  a  queste 
condizioni  iniziali,  e  all'equazioni  (1),  (2),  (3),  ove  per  p,pif 
jt  si  possono  sostituire  i  valori  rispettivi  io-funzione  di  *, 

y  «  y'- 

L'equazioni  (2)  e  (3)  mercé  agevoli  trasformazioni  potreb- 
bero ridursi  ad  equazioni  di  1.°  ordine;  ma  sarà  bene  que- 
st'ultime ricavarle  direttamente. 

Per  la  natura  delle  forze  che  agiscono  sul  sistema  è  evi- 
dente che  i  due  principii  della  conservazione  del  moto  del 
centro  di  gravità  e  delle  forze  vive  si  verificano  nel  nostro 
caso.  Ora  la  quantità  di  moto  della  carica  é  data  da 


Ti*0*' 


la  sua  forza  viva  da 
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la  forza  da  jm>  ',  il  cammino  che  Io  strato  gassoso  àx  per* 
corre  nel  tempo  df  da 

-r — r-    dxdf, 
ixdt 

la  quantità  di  lavoro  di  questo  strato  nel  tempo  t  da 


*  SS  did'  ' 


-a: 


e  la  quantità  di  lavoro  sviluppata  da  tutta  la  carica  nello 
stesso  tempo  da 

per  conseguenza  1'  equazioni  (2)  e  (3)  si  trasformano  nelle 
altre  due 

«■*<■-**  te©"-— r^'H- 

L'ipotesi  dell'istantaneità  dell'accensione  non  può  essere  adot- 
tata con  qualche  approssimazione  se  al  tempo  stesso  non  si 
assuma  piccolissima  la  massa  (i  della  polvere.  Supponiamo, 
per  un  momento,  questa  massa  trascurabile;  l'equazioni  (A) 
e  (B)  diverranno 


Dippiù  la  densità  p  è  costante  per  tutta  l'estensione  della 
colonna  gassosa  e  solamente  variabile  col  tempo;  quindi  fa 
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vero  che  indicando  con  Tel'  due  funzioni  del  tempo  si 
abbia 

—  —  T  ,        *  =  To?  -f-  T  . 

Per  determinare  le  funzioni  T  e  T' osservo  che  si  deve  arerò 
simultaneamente 

per  conseguenza 

(4)  %  «  —  x  4-  y' 

a 

avendo  fatto  y  —  y1  =  6. 

Da  quest'ultima  equazione  si  trae 

<fc_ii  daz     _  1  d9 

da?"-  a  dxdf  """  a  di 

quindi 

na      da*  /**        /»'         dfl 

P  T-r  d*d*  =  no""1  I     da?  I     6-*  —  àt 
F  d*d*  J0       J0  d* 

Ila*  /  \ 

= i=;(9'-  -  «"  )  • 

Se  ai  fosse  supposto  n  =  1,  si  sarebbe  trovato 
/»'   /*«       d2*  9 

L'eqaazione  (6)  acquisterà  quindi  una  delle  due  forme 

W         m  dT*"  m  1F  -  F=7  (e a    >  • 

Quest'ultima  equazione  darebbe  la  soluzione  di  Bernouilli  e 

dy'        n 
di  Eulero  quando   si   supponesse   - —  =0. 
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Combinando  la  relazione  -^  —  -/-  =  —  con  l'equazione 

di        àt         dt  * 

(a)  si  trovano  i  valori  di  -^-  ,  r—  in  funzione  di  —  i  qua- 
w  dt      dt  dt    * 

li  sostieniti  neUfeqaazione  (e)  danno 

[(1— n)mm'     n*  f«  dO 

Se  il  valore  trovato  di  %  si  sostituisce  nell'equazione    (A)  e 
(B)  invece  dell'equazioni  (a)  e  (6),  si  troverà,  osservando  che 

/«  dz  a  /dy        yd'  \ 

o  ¥^  =  ¥1*^1;)' 

f"**2^-  «/V    ,   <V2    .    ^    dy\ 
J0  d?da?_  TV"dF+  IF^dT'dT/  ' 

f  jx    dy      dy'        2IJoo*  ,- _, 

L'equazioni  (e)  sono  più  esatte  delle  (a)  e  (e)  e  possono 
venire-  utilmente  usate  nella  pratica  quando  la  carica  é  pic- 
colissima; tuttavia,  siccome  il  valore  di  z  che  abbiamo  ado- 
perato è  stato  trovato  nell'ipotesi  di  /x  trascurabile  ,  ne  se- 
gue che  l'equazioni  (e)  debbono  ancora  essere  molto  lontane 
da  una  ragionevole  approsimazione  nei  casi  ordinarli  della 
pratica.  La  quistione  è  quindi  ridotta  a  trovare  per  z  un  va- 
lore in  funzione  di  x  e  di  t  che  meglio  soddisfaccia  alle 
condizioni  reali  del  tiro. 

Per  raggiungere  questo  scopo  facciamo,  con  Lagrange 
Jnnali  di  Scienze  Mai.  e  Fis.T.  V..  ottobre  1854.  25 
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0  f 

a 

u  essendo  una  nuòva  incognita  che  si  suppone  piccolissima  e 
che  deve  andare  a  zero  pei  due  valori  di  xf  0  e  a. 
L'equazione  (1)  può  scriversi  sotto  quest'altra  forma 

'  ex2  ~  nllldJ     1F  • 

Sostituiamo  in  quest'ultima  equazione  il  precedente  valore  di 
*,  trascurando  però  nel  secondo  membro  le  derivate  parziali 
di  ti,  avremo 

/ai       da«       d  /  e  \»-v  x  dae      dy  \ 

(6)      sr^isi*)  \7  stetti- 

Ora  l'equazioni  (2)  e  (3)  danno 

dt2  m'\oc)      *' 

...  à2u        p        /  x         x—  <x\ 

quindi  j-i  =^-   6  (  —  H p-  )  . 

dar        na3      \m  tu'    / 

Quest'equazione  integrata  due  volte  di  seguito  dà  . 

t-  [iO(x  —  a)x  /aH-a       x— 2«\ 

onor        v    tn  m     / 

in  guisa  che  si  valore  di  *  trovato  da  Lagrange  é 

J  gas  —  g+y1  «+-  g      «— ( H    —  • 

Questo  valore  di  x  è  inesatto  non  solo  perché  è  staio  rin- 
venuto partendo  dall'ipotesi  inammissibile  dell'istantaneità  del- 
l'accensione, ma  ancora  perché  non  soddisfa  alla  condizione 
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fondamentale  di  dare  z  *=  x  peri  =  0;  in  e  fletti  per  l==.tf 
si  ha 

[jj^x — a)xix  -+-  ol     x — 2«\ 

6naa    \    m  ro'  / 

Ora,  osserva  giustamente  Poisson,  tale  espressione  iniziale  di 
z  non  é  applicabile  alla  quistione  che  ci  occupa;  poiché  essa 
suppone  che  gli  strati  del  gas  sono  stati  spostati  secondo 
una  certa  legge,  ovvero  che  sono  stati  condensati  e  dilatati 
in  una  certa  maniera  all'origine  del  moto  ,  ciò  che  non  ha 
luogo  nel  nostro  problema  quando  si  suppone  con  Lagrange 
che  la  densità  del  fluido  é  costante  in  tutta  la  sua  lunghez- 
za ed  eguale  a  quella  della  polvere  ,  allorché  comincia  a 
muoversi  (*). 

9.  Comecché  prendendo  le  mosse  dalla  ipotesi  di  Lagrange 
non  fosse  sperabile  raggiungere  un  risultato  sufficientemente 
esatto  per  la  pratica,  tuttavia  Poisson  volle,  restando  sempre 
in  quella  ipotesi,  trovare  un  valore  di  z  che  soddisfacesse  si- 
multaneamente alle  condizioni 

*=y,     *  =  yf,     per    a?  =  a,  a?  =  0  , 

e    z  =  x    per    t  ■»  0. 

La  sua  analisi  estremamente  rimarcabile,  quantunque  arrivi 
a  risultati  molto  complicali,  merita  di  essere  conosciuta. 
Poisson  adotta  per  s  il  valore 

Z  ss:  0?  -f-  fc    -H  II  +•  €  , 

OC 

u  avendo  il  valore  (/)  e  £  essendo  una  nuova  incognita  dello 
stesso  ordine  di  grandezza  di  u  ;  la  quistione  é  ridotta  a  de- 

(*)  Lagrange  ha  fatti  altri  tentativi  per  risolvere  questa  quistio- 
ne, ma  per  non  avere  avvertito  che  la  base  dei  buoi  ragionamenti 
era  erronea,  le  sue  ricerche*  ingegnose  guardati»  dal  lato  analitico  , 
non  hanno  alcuna  importanza  per  la  pratica. 
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terminare  e  in  guisa  che  u  •+-  e  =  0  per  t  =  0  e  che  £  =d 
tanto  per  x  =  0  quanto  pe  x  =  #. 
Facciamo  moment  ape  amen  te 


6      ^  '^ 
a 


l'equazione  (6)  pojtrft  scriversi 

da*_  D,djx'+«daj 
dV— nlTdJ      ÌF  * 

Se  nell'equazione  (5)  s'introduce  per  *  il  valore  *  -+-  * ,  si 
plliene 

d^aH"d?  —  "nlfUi-4"  dJ      Id?"1"  d?/  - 

ds 
Ora  il  valore  di  e  che  troveremo  é  tale  che    —  può    tra- 

flit» 

scurarsi  rispetto  a  II  ,  eh'  è  un  numero  molto  grande  ,  ma 

non  già    j^.  Quindi  l'ultima  equazione  avuto  riguardo  alla 

precedente  dà 

—  —     f*0"*'        d*£ 
dx5  —  nDo)att*a      dfa 

Invece  della  variabile  indipendente  t  introduciamo  l'altra  0 , 

avremo 

d^_  to      djp        d*_  d**     <U* 
dla  ~  d?a  :  d0a        d9  W  :  dS"3  ' 

Poisson  fa  uso  del  valore  di  dt  trovato  nel  numero  prece- 
dente, valore  sufficientemente  approssimato  per  l'oggetto  che 
egli  si  proponeva.  Se  dunque  facciamo  per  brevità 

mm' 

~  2(im-  m']  ' 
avremo 


• 

d*1 

de*  " 
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A(l— njar" 

A't 
d0a 

=  — 

A(l- 

2n« 

n)*           cr'Q— 
i       '  (0«-"  —  a'-")* 

d< 

e 

quindi 

ih 

Tltùcr 
A 

L  i 

—  a'~"  d*s        1  fl 

.„ d6 1 

dSj 

e 

finalmente 

ih 

/x01+B 

rgi-»_ 

-  a'-  d'e       1 

d±l. 

H  valore  di  è  che  soddisfa  a  quest*  altima  equazione  deve 
esser  tale  che  vada  a  zero  per  x  =0  e  per  x  =± oc  j  ora  sa- 
rà soddisfatta  questa  condizione  se  prendiamo 

inx 
e  =  2,  «*,  m,  sen ; 

a 

ove  t  è  un  numero  intero  e  positivo  che  può  prendere  tutti 
i  valori  da  t  =  1  a  t=  qo^9  q(  una  costante  indeterminata 
che  potrà  dipendere  da  t  e  <?t  una  funzione  di  0  e  di  i  data 
dall'equazione  differenziale 

Per  determinare  le  due  costanti  arbitrarie  che  si  trove- 
ranno nell'integrale  completo  di  questa  equazione  differen- 
ziale di  2.°  ordine,  supporremo  che  si  abbia  simultaneamente 

*  =  «,    ,,  =  1,    ^-'  =  0, 

dm 

la  condizione  ~  =0  è  necessaria,  poiché  per  f  =  0  biso-* 
gna   che  si  abbia   —  =  0. 
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La  costante  qt  si  determina  mercé  l'equazione 

^  inx         M(a— *x)xjx-+-  a       x — 2cc\ 

<8)   ^?,8en_=t__(__H.__), 

t 

la  quale  è  una  conseguenza  immediata  della  condizione  che 
abbiamo  già  avvertita  che  g-h*=0  per  {=0,  e  sussiste 
per  tutti  i  valori  di  x  da  x  =0  sino  ad  x=cc9  compresovi  i 
due  estremi.  Per  quest'oggetto  faremo  uso  della  nota  forinola 
di  Lagrange 


i 


che  sussiste  ancora  per  tutti  i  valori  di  x  compresi  fra  0  e 
a,  e  nella  quale  f\x)  pu6  essere  una  funzione  qualunque  di 
Xj  purché  soddisfi  alla  condizione  di  annullarsi  per   x  =  0 
e  x=  a. 
Quindi  potremo  fare  suceessivamente 

f{x)  =  a2x  —  x?  }      f(x)  =  3«x2  —  2a2x  —  x3; 
e  in  virtù  della  forinola 

J*a  inx    , 

#nseD —  dx 
o  « 

«         .  r  *       n(n—i)               n{n— 1)(»— 2)(n— 3)      .        1 
=  —  —  cos  fai  an K-z — i  a"~a  -+-  - \  .    n V«-  et 

a5-  "a* 

si  trova 

(a  x*  —  s3teen Ax'  = ^-r-  cos  ut  , 

a  t37t3 

f*  (!texfa  _  2a V  -  *")seo  —  da:'  =  -  ^  • 
La  formola  di  Lagrange  dà  quindi 
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^v  a3  inx 

<£x  —  x3  =  —  12  \  -z-%    cos  t#7r  sen 

£j  t%3  a 


Sax*  —  2o?x  —  *3  =  —  12  >  ^3-r-8en J 

i 

e  per  conseguenza  l'equazione  (8)  diventa 

^x  inx  2ua  w>  rcos  òr  1     1      inx 

£jr  a  wr3  ^./L  m«3  m't3  J       a 

i  i 

da  cui  si  deduce 

2/xa  rcos  in  ^    1 

9i~         ii^3"L~mfrH""m^J 
e  quindi 

2u«  w2^      rcos  in          1    1       inx 
6  = ^X    m,  1  — —  h ^r-  Iseo - 

•itt3  £j  T  L  w»3  mv  J        a 

1 

Il  valore  di  z  che  si  andava  cercando  sarà  quindi 

0            ,       tiQlx — a)a/a^(x,     x—z&\ 
x—  ~x-*-if  —  CL1__L/ v-. — j-1 

«  *  6n«3     \  m  m'  / 


* 


^x  r  cos  tu        Of^ 
2jV-    ih  m'Jt* 


2ua  v^\  r  cos  tn        *  "l»,        xnx 

^-VN  I H — r  l^-sen- 

wr3 


9/  dipendendo  dall'equazione  (7). 

Questa  forinola  è  suffieientemente  esatta  quando  la  carica 
di  polvere  è  molto  piccola,  ma  per  la  sua  grande  complica- 
zione riesce  di  un  uso  difficilissimo  per  la  pratiea.  ' 

9.  Per  trovate  uu  valore  di  x  che  sia  indipendente  da 
qualunque  ipotesi  sulla  grandezza  di  /x,  osserviamo  che  l'e- 
spressione di  x  in  funzione  di  x  e  di  t  dev'essere  tale  che 
differenziata  due  volte  di  seguito  rispetto  al  tempo  dia  un  ri- 
sultato, il  quale  per  x  =  a  ,  diventi  pp> ,  e  per  x  =  0  di- 
venti —  p'co.  Ora  il  valore  (4)  di  x  trovato  nel  a.  7.  sodai» 
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sfa  a  queste  due  condizioni,  poiché  differenziato   doe   volte 
rispello  a  t  dà 

—  —  —  d'g.     dV 
d*2-"  a    dlrH~d7~  '' 

ma  dalle  forinole  (2)  e  (3)  dello  stesso  numero  si  deduce 

dt'  \  m  "*"  m'  ì  ' 

per  conseguenza 

—  =  a  (PJ*  -*-  rt*-«)\—  PfPfi    .    P(x  -  «)\ 
dt2  \mx T      m'«    /     D  \m«a  "^      m'«a      /  ' 

Facciamo  quindi 

d2*  fi  r    x  a?—  a-i 

d*2  ~ "DL"^r*  V^J  P' 

il  secondo  membro  d  la  più  semplice  funzione  di  x  che  si 
riduce  a  pfì  per  x  =  a  e  a  — j/g>  per  x  =  0. 
Sostituito  questo  valore  nell'equazione  (1)  si  ottiene 


Ap-  —       t±(   x      _i_  x~*  \ 
d*  FV  m«2  "*"    m'«a  )  Pi 


da  cui 


Ap  \dxJ 


djs\-* 


—  ovvero =  _  ni i *lu 


e  integrando 

àz\  /  m-t-m' 


,og(£)  -  K-£S^a  — ^r  *  )  -*-  ,0«  <> 


e  per  conseguenza 

ds 
da; 

ponendo  per  semplicità 


(  393  ) 
m  -f-  mi  1 


a  ss  -- ;— - -  ,  b  = 


2nfnm'aa   '  m»'a2 

Sviluppando  in  serie  la  quantità  esponenziale  ed  integrando 
trovo 

zsscMHttjl  -H/x(  —  a2—  —  xj 

Determino  le  costanti  e  e  cf  mercé  le  condizioni 

(x  =  0  ,  %  —%/\  (x  =  oc ,  z  =  y) , 
ed  ottengo 

ovvero 
essendo 

^^  (t"'  ~  T  "  )*  §(t  **  -  T"a3  *  T  "')  "• 

Questo  valore  di  x  è  quello  trovato  da  Piobert. 

Per  determinare  adesso  la  velocità   del   proietto  e  quella 

della  bocca  da  fuoco,  ovvero  i  valori  di  -p  e  -p-,  fa  d'uopo 

sostituire  il  valore  precedente  di  z  nell'equazioni  (A)  e  (B). 
A  quest'oggetto  prendiamo  la  derivata  prima  di  x  rispetto  al 
tempo  e  per  semplicità  facciamo 
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fi1 /a2       '    2aò   ,        b*      ,\  -i 


avremo 

d*_dy'        dS 
òt        dt         dt 

e  per  conseguenza 


o 

Ma  si  ha 


ocj  Q   àt  ocJ  0   it  a    itJQ 


quindi  fatto  per  semplicità 

o_  _g!_/A         *\,  f*3         /l  1\  .T 

1.2.3. 4.  n\m         w'  /     1.2.3.4.5.6.n2W  ~~  mn)  "*"  eC  J 


0'  = 


1        fi*       ,23        23— 1 


'  =  —.—!——/—        a — *\ 

3  2\  3.  5.  «lm  m'   I  ~eC*  ' 


Q"  sss  —    7T-^ — I 1-    — -  I  .1.  CC. 


3    2*.  3.  5.  »'m         m'ì" 
l'equazioni  (A)  e  (B)  si  trasformeranno  nelle  altre 

<*>   S[-  +  i-  a]+  ^  -  *  --  0]  -l 


i 
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la  quali  serviranno  a  determinare  le  velocità  del  proietto  e 
della  bocca  da  fuoco  in  funzione  dell'  integrale  doppio  del 
secondo  membro,  che  potrà  ottenersi  per  approssimazione  me- 
diante le  quadrature. 

Si  può  egualmente  trovare  il  valore  del  tempo  impiegato 
dal  proietto  a  percorrere  l'anima  in  funzione  di  0.  In  effetti 
l'equazioni  (2)  e  (3)  danno 

Facendo  nella  formola 

d*  9 

_    —  et(ax*-bx) 

dx  OCA, 

una  volta  x  ea*  a  ,  un'altra  volta  x  =0  ,  troveremo 

da?       «X  'da?        «X 

Quindi  l'equazione  precedente  diverrà 

d26        noeti*  r  ,_»    ,     Ll        1. 
al  min'    L  J 

Moltiplicando  per  2d0  e  integrando  fra  i  limiti  9  =  a  e  9 
troveremo 

da  cui 


T  = 
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T  essendo  il  tempo  che  impiega  il  proietto  per  passare  dalla 
sua  posisione  iniziale  alla  bocca  del  pezzo  e  I  la  lunghezza 
dell'anima. 
La  densità  del  gas  sappiamo  essere  data  dalla  forinola 

•   /d*  r1 
per  conseguenza  avremo  in  generale 


p  =  h 


ge2*  \  mm'"2  / 


Chiamando  A  e  A'  le  densità  del  gas  che  é  vicino  al  pro- 
ietto e  di  quello  che  si  trova  in  contatto  col  fondo  della  cu- 
latta, troveremo 

A  =  D ,      A'  =  D 


JL(—  -  —  \ 

%r  \   m  mi    J 


-Z4- ^-1 

Il  valore  della  densità  massima  è  dato  dall'espressione 


Dà«         2*       mf[m+ml) 

~9~e 

e  corrisponde  ad  uno  strato  distante  dal   fondo   dell'  anima 

mot 

per  la  quantità  f  ;  e  poiché  m  è  piccolissimo    rispetto 

»M-ro 

a  m'  si  vede  che  Io  strato  di  densità  massima  é  assai  vici- 
no alla  culatta. 

10.  La  teoria  precedente  fu  la  prima  volta  data  dal  Sig.. 
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Piobert  in  una  Memoria  inedita  presentata  nel  1833  all'Ac- 
cademia delle  Scienze,  e  sottoposta  all'esame  di  una  Commis- 
sione formata  da  Poisson,  Arago  e  Libri.  Egli  poscia  rifase 
questo  lavoro  in  altre  Memorie  posteriori  e  ne  formò  argo* 
mento  di  lezioni  alla  scuola  di  Metz  ov'era  professore.  Per 
valutare  con  qualche  precisione  l'esattezza  dell'esposta  teoria 
come  di  tutte  le  altre  é  indispensabile  esporre  le  leggi  prin- 
cipali che  governano  lo  svolgimento  dei  gas  della  polvere  , 
nel  che  noi  seguiremo  le  teorie  dello  stesso  Sig.  Piobert , 
come  l'espressione  più  esatta  dello  stato  attuale  della  scienza 
su  questo  argomento  (*). 

0  11  primo  che  si  è  occupato  di  esperienze  sull'accensione  del- 
la polvere  sembra  essere  stato  Amedeo — Francesco  Frezier  (  nato  a 
Chambèry  nel  1682  e  morto  a  Brest  nel  1773).  Verso  il  1747  egli 
cercò  di  determinare  sperimentalmente  la  velocità  d'  accensione  di 
tracce  di  polvere  esposte  all'aria  libera  (Traité  des  feux  d'artifices  , 
pag.  112  della  2.*  edizione,  pnbblicata  nel  1747  ;  la  prima  edizione 
è  del  1706);  e  provò  che  questa  velocità  cresce  presso  a  poco  come 
la  radice  quadrata  delle  sezioni  costanti  di  queste  tracce.  D'  Arcy 
poscia  intraprese  altre  esperienze,  con  le  quali  confermò  i  risultati 
di  Frezier,  e  provò  dippiù  che  la  velocità  d'accensione  cresce  con- 
siderevolmente quando  la  polvere  brucia  in  un  tubo  chiuso  da  tutte 
le  parti,  eccetto  l'estremità.  Dalle  medesime  esperienze  stimò  poter 
dedurre  che  la  grossezza  dei  granelli  di  polvere  non  aveva  alcuna 
influenza  sulla  velocità  d'accensione  e  che  le  differenze  che  si  riscon- 
trano nelle  diverse  polveri,  debbono  attribuirsi  alla  qualità  diversa 
di  queste  polveri.  Ma  il  vero  predecessore  del  Generale  Piobert  in 
queste  indagini  è  l'italiano  d'Antonj,  della  cui  opera  ,  Esame  della 
polvere  stampata  in  Torino  nel  1765,  l'illustre  Poncelct  diceva:  e' est 
un  modéle  de  déductions  logiques  et  de  eritique  expérimentale  qui  , 
aujourd'hui  méme,  a  fort  peu  perdu  de  son  intérét  primitif.  In  que- 
st'opera il  dotto  Direttore  delle  scuole  di  Artiglieria  a  Torino  dimo- 
stra 1.°  che  la  polvere  brucia  imperfettamente  nell'interno  delle  boc- 
che da  fuoco  ordinarie,  quando  le  cariche  sono  piccole  rispetto  alla 
lunghezza  dell'anima;  2.°  che  l'accensione  si  propaga  da  un  granello 
ad  un  altro  per  le  superficie  esterne  ,  cou  una  velocità  molto  mag- 
giore di  quella  con  la  quale  procede  nell'interno  della  propria  massa; 
3.°  che,  qualunque  sia  la  rapidità  apparente  della  combustione  di  uno 
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Nel  bruciamento  della  polvere  si  osservano  due  fenomeni, 
dal  cui  perpetuo  intreccio  devesi  ripetere  la  maggiore  diffi- 
coltà che  s'incontra  in  questo  genere  di  ricerche.  Se  si  os- 
serva un  solo  granello  di  polvere,  si  vede  che  la  fiamma  ap- 
pena toccato  un  punto  si  propaga  eoo  straordinaria  rapidità 
sa  tutta  la  sua  superficie  esteriore,  prima  che  la  combustione 
possa  dirsi  veramente  incominciata;  e  se  si  osserva  una  ca- 
rica composta  di  molti  granelli,  si  vede  che  la  fiamma  pre- 
code sempre  di  un  tempo  apprezzabile  la  combustione,  cioè 
a  dire  che  quando  la  fiamma  ha  raggiunto  uno  strato  qua- 
lunque di  polvere,  gli  strati  antecedenti  si  troveranno  io  uno 
stato  d'ineguale  combustione.  Dunque  propagazione  di  fiamma 
e  propagazione  di  combustione  costituiscono  due  elementi  di- 
stinti, pure  inseparabili  del  fenomeno  del  bruciamento  della 
polvere.  Però  nella  combustione  delle  cariche  di  polvere  si 
possono  distinguere  due  casi  generali  ;  1.°  quando  la  fiamma 
.  si  propaga  nell'interno  della  massa  che  si  osserva  in  un  tem- 
po trascurabile  rispetto  a  quello  impiegato  dalla  combustio- 
ne, in  guisa  che  può  supporsi  che  tutti  i  granelli  che  la 
compongono  sono  investiti  contemporaneamente  dalla  fiamma; 
2.°  quaodo  la  molta  estensione  della  carica  e  la  piccolezza 
degl'interstizi  che  i  granelli  lasciano  tra  loro  son  tali  che 
quel  tempo,  comunque  sempre  piccolissimo,  non  possa  però 
andare  trascurato  a  fronte  di  quello  col  qnale  procede  la 
combustione.  Il  primo  caso  è  allora  solamente  ammissibile 
quando  la  carica  è  piccola  e  quando  l'intervallo  fra  i  granelli 
è  grande  :  cerchiamo  la  densità  dei  gas  io  queste  ipotesi. 

Per  maggiore    semplicità    supponiamo  cho  i  granelli   che 


aleuto  granello  di  polvere  ,  tuttavia  essa  ai  effettua  in  un  tempo  fi- 
nito, e  la  cui  durata  è  tanto  pi«k  grande  quanto  più  grande  è  il  gra- 
nello, ad  eguaglianza  di  composizione;  4.°  che  Lo  stato  igrometrico 
dell'aria  può  influire  sensibilmente  aulla  velocita  di  accensione,  sulla 
tensione  dei  gas  e  augii  effetti  della  polvere  nell'interno  dei  cannoni 
et  e.  Questi  risultati  sono  stali  tutti  confermati  dall'  esperienze  del 
Sig.  Pi  oberi. 
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compongono  la  carica  abbiano  la  forma  sferica  o  quella  di 
Bs  poliedro  circoscrivibile  ad  una  sfera.  Togliendo  ad  esa- 
minare ho  sole  granello,  poiché  il  fenomeno  è  identico  per 
tatti  gli  altri»  si  deduce  dalle  leggi  sperimentali  dimostrate 
dal  sig.  Pi  oberi,  che  la  combustione  si  propagherà  di  strato 
in  strato  uniformemente  sino  al  centro  della  massima  sfera 
che  può  esservi  iscritta;  il  qnale  punto  sarà  per  conseguenza 
centro  cornane  delle  sfere  iscritte  ai  nocciuoli  che  compon- 
gono successivamente  le  parti  ancora  solide  ,  non  raggiunte 
dal  fuoco.  I  volumi  di -questi  nocciuoli  saranno  simili  fra  lo- 
ro e  però  proporzionali  ai  cubi  dei  raggi  delle  sfere  iscritte, 
ovvero  ai  cubi  dei  tempi  che  la  Gamma  mette  a  percorrere 
questi  raggi.  In  guisa  che  se  chiamiamo  t9  il  tempo  della 
totale  combustione  del  granello  di  volume  A  e  di  raggio  R, 
ed  r  il  raggio  della  sfera  iscritta  al  nocciuolo  rimasto  solido 
dopo  il  tempo  f,  si  avrà  pel  volume  del  nocciuolo  di  raggio 

r,  A/1 y\  e  pel  volume  di  polvere  bruciata    nel  tem- 
po f,  Al  1  —  [1 -f)    I.  Se  i  granelli  sono  in  numero 

di  n,  la  quantità  Q  di  polvere  bruciata  in  questa  massa  nel 
tempo  t,  sarà  data  da 

«—»[*  -  (»  -  t)3]  • 

Indicando  con  v  la  velocità  della  "  combustione  ,  con  vi  il 
numero  di  granelli  necessarii  per  formare  il  peso  di  un  gram- 
mo, e  con  d  la  densità  di  uno  di  questi  granelli,  si  avranno 
le  due  formolo 

—  ttR38  =  -t-     e    R  =  vt' , 

o  r 

delle  quali  la  prima  servirà  a  determinare  R,  la  seconda  t'. 
Nella  pratica  l'ipotesi  adottata  di  granelli  di  egual  forma 
(poliedra  circoscrivibile  ad  una  sfera)  e  grandezza  non  si  ve- 
rifica esaltamente,  tuttavia  le  differenze  di  forma  e  di  gran- 
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dezza  non  si  verifica  esattamente  ;  tuttavia  le  differenze  di 
forma  e  di  grandezza  sono  così  piccole  che  si  può  trasan- 
darle ed  usare  senza  errore  sensibile  il  valore  precedente  di 
Q,  prendendo  però  pel  volume  A  il  volume  medio  dei  gra- 
nelli che  compongono  la  data  carica. 

Se  si  rappresenta  con  V  il  volume  della  capacità  nella 
quale  il  gas  si  può  svolgere,  sarà 

v-„a(i-^)3 

il  volume  della  capacità  nella  quale  il  gas  può  svolgersi  alla 
fine  del  tempo  t>  e  poiché 

rappresenta  la  massa  della  polvere  bruciata  alla  fine  dello 
stesso  tempo,  ne  segue  che  la  densità  p  del  gas  sarà  dato 
dalla  formola 


v  -  «a(i  -  -f  ) 


Chiamando  D  la  densità  che  avrebbe  la  polverose  conservando 
Io  stesso  peso,  avesse  il  volume  V,  si  avrà  VD  =  nA$  ,  e 
per  conseguenza 

*-c-7)3 

W      />=» : 77w- 


-»-t)t 


Il  valore  di  p  nel  secondo  caso  è  dato    dalla    formola    più 
complicata 
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X 

t 
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ove  $  rappresenta  la  superficie  di  uno  strato  di  polvere  po- 
sto alla  distanza  x  dal  punto  di  applicazione  del  fuoco  e  di 
spessezza  dx. 

Come  si  vede  dalla  semplice  ispezione  della  formolo  (a)  e 
(è),  il  primo  valore  di  p  è  indipendente  dalla  forma  del  re- 
cipiente nel  quale  il  gas  si  sviluppa ,  mentre  questa  forma 
lia  una  sensibilissima  influenza  sul  secondo  valore. 

Quando  la  carica  ha  forma  cilindrica  e  riempie  esattamente 
lo  spazio  nel  quale  è  contenuta ,  come  accade  nelle  bocche  da 
fuoco  di  campagna,  l'accensione  si  propaga  per  strati  presso 
a  poco  perpendicolari  alla  lunghezza  della  carica  ;  e  quindi 
nella  formola  (b)  potremo  fare  s  =  cu  ,  ed  eseguire  V  inte- 
grazione, si  otterrà 

{C)  **=  D,.  vi  —  x^vl 


X 


Vi.  VI    XV*  Vt 

Tv         *T)  T 


e 


Se  la  carica  è  di  un  diametro  sensibilmente  minore  di 
quello  dell'auima,  come  nei  cartocci  allungati  delle  bocche 
da  fuoco  di  assedio  (*),  allora  i  gas  sviluppati  potranno  spen- 

(*)  I  cartocci  allungati  sono  stati  introdotti  dal  Sig.  Pi  oberi  per 
evitare  la  rapida  degradazione  delle  bocche  da  fuoco  di  assedio  nel  po- 
sto occupato  dalla  carica.  I  pratici  volevano  fabbricare  una  polvere 
meno  viva  per  ovviare  a  questo  grave  inconveniente;  cioè  volevano, 
per  cosi  dire,  distruggere  i  progressi  che  la  chimica  aveva  introdotti 
nella  fahbricazione  di  queJto  composto,  e  ritornare  indietro  per  due 
secoli  !  La  scienza  é  pur  buona  a  qualche  cosa. 
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dorsi  liberamente  in  tutta  la  lunghezza  della  carica ,  (ra  le 
pareti  dell'anima  e  la  polvere,  senza  traversare  gl'interstizi! 
che  dividono  i  granelli,  talmentechè  invilupperanno  la  carica 
su  quasi  tutta  la  sua  superficie.  Gli  strati  di  accensione  sa- 
ranno quindi  anche  cilindrici  e  di  lunghezza  eguali  alla  lun- 
ghezza l  della  carica;  in  guisa  che  indicando  con  R  il  rag- 
gio della  carica,  e  con  x  la  distanza  dello  strato  acceso  dal- 
la superficie  esterna  si  avrà 

$  =  2;r(R  —  x)l  j 
e  l'equazione  (b)  integrata  darà 

,  x  m-*)*-  (-y-x*  -  -g-)  *  - (*  -  — )  ts+ c 

v*-+-W—)(l  -  ir)  *~  (*  -  IT")  io]41 

Nel  caso  delle  cariche  sferiche  coniche,  troncoconiche  usate 
in  altre  bocche  da  fuoco,  la  formola  (b)  darebbe  iu  un  mo- 
do analogo  il  corrispondente  valore  della  densità  p. 

Per  la  dimostrazione  della  formola  (b) ,  come  per  le  av- 
vertenze ohe  fa  d'uopo  avere  presenti  nella  determinazione 
delle  costanti  G  e  C',  rinvio  al  Trattato  del  Sig.  Piobert,  ov- 
vero alle  mie  Lezioni  di  Artiglieria. 

I  due  valori  (a)  e  (b)  di  p  sono  trovati  nell'ipotesi  che  la 
capacità  nella  quale  i  gas  si  svolgono  è  invariabile,  ciò  che 
non  si  verifica  nel  tiro  delle  bocche  da  fuoco,  ove  il  moto 
del  proietto  rende  continuamente  variabile  questa  capacità. 
Per  trovare  la  densità  del  gas  ne  IT  interno  di  un  cannone 
osserviamo  che  la  quantità  di  polvere  bruciata  e  quella  ri- 
masta solida  alla  fine  del  tempo  t  sono  sempre  le  stesse  , 
qualunque  ipotesi  si  faccia  sulla  natura  del  recipiente  nel 
quale  la  polvere  é  contenuta.  Quind:  la  quantità  di  polvere 
bruciata  e  il  volume  della  parte  solida  saranno  sempre  ri- 
spettivamente data  da 


VD 


(403) 

VD 
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neiripotesi  dell'accensione  istantanea  per  le  superficie,  e  da 


e 


t/'C-^ 


neiripotesi  pia  generale. 

Supponiamo  adesso  che  V  ci  rappresenta  il  volarne  di  ano 
strato  cilindrico  di  polvere  posto  alla  distanza  x  dalla  po- 
sizione primitiva  del  fondo  dell'anima,  avente  per  base  a  e 
per  spessezza  dx  :  avremo 

V  =  cùàx ,    *  =  o>. 

Per  le  notazioni  adottate  nel  N.  7,  lo  strato  che  consideria- 
mo, alla  fine  del  tempo  f,  sarà  giunto  alla  distanza  *  della 

d* 
stessa  origine,  la  sua  spessezza  sarà  divenula  —  dx    e    il 

dx 

suo  volume 

dx  ,         _,  iz 

®  —  dx  =  V  -~  . 

dx  dx 

Per  conseguenza  il  volume  della  capacità  nella  quale  si  svol- 
gono i  gas  dopo  il  tempo  t  sarà  dato  nel  primo  caso  da 

*GH'-7)'t] 

e  nel  secondo  d* 

Quindi    indicando  con  p1  la  densità    corrispondente  del  gas 
avremo 
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Combinando  queste  due  formale  respetti  y  amen  te  con  (a),  eoo 
[b)9  si  trova 

',   JT1  -  e  -  ^)'t> 
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Le  forinole  (e)  ed  (/)  danno  il  valore  della  densità  del  gas 
della  polvere  delle  bocche  da  fuoco  9  la  prima  nell*  ipotesi 
dell'accensione  istantanea  per  le  superficie ,  la  seconda  nei 
caso  generale  :  adesso  non  ci  resta  a  trovare  che  il  valore 
della  pressione  del  gas  in  funzione  di  p'. 

Le  valutazioni  degli  sperimentatori  sulla  forza  elastica  del 
gas  della  polvere  sono  estremamente  discordi.  Bernouilli  l'as- 
suns.  di  10000  atmosfere,  Robins  di  1000  ,  altri  infine  di 
45000  e  sino  a  100000  atmosfere,  La  ragione  di  questa  va- 
rietà di  risultati  ò  facile  a  trovare.  Quando  si  brucia  della 
polvere  i  prodotti  che  se  ne  ottengono  si  trovano  parte  allo 
stato  gassoso,  parte  allo  stato  solido.  I  primi  sono  general- 
piente  dell'azoto  e  dell'acido  carbonico,  e  talvolta  contengono 
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dell'ossido  di  carbonio,  un  poco  d'idrogeno  solforato  e  car- 
bonato, e  infine  del  gas  nitroso;  i  prodotti  solidi  sono  del 
solfuro  di  potassio  e  del  solfato  di  potassa  ,  del  carbonato 
neutro  di  potassa  mescolato  con  on  poco  di  carbone ,  e  in- 
fine delle  tracce  di  solfo.  Però  i  prodotti  solidi  non  diven- 
nero tali  cbe  dopo  compiuto  il  fenomeno ,  ma  nella  durata 
della  combustione  furono  in  grandissima  parte  allo  stato  di 
vapori  per  effetto  dell'alta  temperatura  sviluppata,  e  poscia 
si  condensarono  in  conseguenza  del  loro  contatto  con  le  pa- 
reti raffreddate  del  recipiente  ove  l'esperienza  venne  esegui- 
ta. In  effetti  l'esperienze  di  Bumford  hanno  provato  che  al- 
lorquando i  prodotti  della  decomposizione  potevano  uscire 
dopo  il  tiro  dall'anima  del  provino  nel  quale  saggiò  le  .sue 
polveri,  le  pareti  di  questo  provino  rimanevano  perfettamente 
pulite,  e  senza  nessuna  traccia  di  lordura;  ma  nel  caso  conT 
trario,  cioè  quando  i  gas  erano  obbligati  a  restare  nella  ca- 
pacità nella  quale  aveva  luogo  l'esplosione  ,  una  gran  parte 
dei  prodotti  si  deponeva  allo  stato  solido  suite  pareti,  che  si 
erano  sensibilmente  raffreddate,  rimanendo  intatte  quelle  che 
si  conservavano  ancora  calde.  Dippiù  è  nolo  che  il  solfnro 
di  potàssio  si  volatilizza  e  dissipa  in  vapori  senza  decom- 
porsi, e  che  il  solfo  si  sublima  ad  una  temperatura  minore 
di  quella  necessaria  all'esplosione ,  e  dopo  il  tiro  si  depone 
in  piccole  gocce  sulle  pareli  delle  bocche  da  fuoco.  Dunque 
nella  durata  della  combustione  bisogna  distinguere  due  pe- 
riodi; nel  primo  i  prodotti  della  combustione  sono  per  la 
maggior  parte  allo  stato  di  gas  permanenti  o  di  vapori;  nel 
secondo  periodo  i  gas  permanenti  operano  solo ,  aeodochè  i 
vapori  si  sono  condensati  sulle  pareti  della  capacità  nella 
quale  la  polvere  é  racchiusa.  Questa  semplice  distinzione  dà 
ragione  della  varietà  dei  risultati  ottenuti  da  molti  speri- 
mentatori sulla  forza  della  polvere;  e  invero  se  i  fluidi  ela- 
stici svolti  dalla  combustione  operano  semplicemente  nel  pri- 
mo periodo,  ch'é  quello  dei  massimi  effetti,  i  risultati  deb- 
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bono  presentare  anomalie  grandissime  perché  in  quel  (ratto 
di  tempo  la  forza  elastica  dei  vapori  6  variabilissima;  se  opo- 
rafto  nel  secondo  periodo,  mentreché  si  conseguono  risaltati 
certamente  più  regolari,  si  riesce  però  ad  una  valutazione 
della  forza  della  polvere  assai  minore  del  vero  ,  in  quanto- 
che  non  si  tien  conto  della  tensione  dei  vapori  già  conden- 
sati» 

L'esperienze  più  complete,  e  che  meglio  si  avvicinano  alle 
condizioni  reali  della  pratica  sono  quelle  eseguite  a  Monaco 
nel  1792  e  1793  da  Beniamino  Thomson  conte  di  Rato  fori 
(nato  nell'America  inglese  nel  1753,  e  morto  a  Antenit  vi- 
cino Parigi  nel  1814).  Questi  sperimenti  eseguiti  in  un  pic- 
colo cannone  di  ferro  lavorato  di  6,""*  35  di  calibro  condus- 
sero ad  una  serie  di  risultati  ,  i  quali  si  trovano  dati  con 
snfficiente  esattezza  dalla  formola 

/>=1,  841(928,  5/)*+M7»4p' 

(ExperimmU  to  determine  the  force  of  fired  Gunpowkr.  Philo- 
sophical  Traneactione  of  the  royal  Society  of  London  ;  for  the 
year  1797)* 

Questa  formola,  comecché  non  esatta,  é  pure  preziosissi- 
ma perchè  ci  dà  quello  che  niuno  degli  sperimentatori  ante- 
cedenti ci  aveva  dato,  cioè  una  relazione  fra  la  forza  ela- 
stica del  gas  delia  polvere,  e  la  densità  di  questo  medesimo 
gas,  ovvero  lo  spazio  che  esso  occupa  successivamente  in  un 
dato  recipiente.  Il  Sig.  Piobert  ha  adottata  la  formola  di 
Rumford»  però  modificandola  leggermente  .per  meglio  ren- 
derla applicabile  al  Uro  delle  bocche  da  fuoco.  La  formola 
modificata  é 

fo)  />= 1,841  (905  f/)1"*0'36'  *'. 

11.  Le  considerazioni  e  le  forinole  dell'ultimo  numero  ci 
pongono  in  grado  di  potere  valutare  con  sufficiente  appros- 
simazione l'esattezza  della  soluzione  del  Sig.  Piobert.  Da  es- 
se, in  effetti,  si  rende  manifesto  che,  nello  stato  attuale  della 
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teoria  della  polvere,  non  può  conseguirsi  una  soluzione  ri- 
gorosa del  problema  che  ci  occupa  se  alle  tre  equazioni  (1), 
(2)  e  (3)  del  N.  7  non  si  associano  le  forinole  (/)  e  (g),  ov- 
vero, per  non  complicare  di  troppo  la  questione,  le  formolo 
(e)  e  (y).  Ora  ninna  delle  teorie  svolte  precedentemente  fa  ca- 
po a  valori  siffatti  di  p'  e  di  p.  Il  Sig.  Piobert  stesso  dopo 
avere  trovati  questa  valori  di  p'  e  di  /?,  non  li  adotta  nella 
sna  teoria;  nella  forinola  (e)  egli  fa  t  =  *',  ed  ottiene 


>'=/>H 


Tx)     ' 


la  quale  espressione  apparisce  diversa  da  quella  scelta  da 
Lagrange,  ma  non  Té  realmente,  poiché  quanto  $  =  t\  si  ha 
p=  D.  Nella  forinola  (g)  egli  considera  costante  l'esponente, 
avvertendo  che  varia  fra  limiti  molto  vicini  nelle  bocche  da 
fuoco  in  uso,  ipotesi  lagrangiana,  e  fa 

1-1-0, 362p'  =  n ,  1,  841  (905)"  =  0, 

ed  ottiene 

p  =  /¥"  =  ^(eP 

Questo  valore  di  p  non  differisce  da  quello  di  Lagrange , 
poiché  /3pn,  o  meglio  j3D"  ,  ci  rappresenta  la  pressione  ini- 
ziate del  gas. 

Da  ciò  che  precede  possiamo  conchiadere  che  la  soluzione 
del  dotto  uffiziale  francese  non  é  esatta  perché  fondata  sopra 
ipotesi  inammissibili,  finché  si  resta  nella  generalità  della  qui* 
stione.  Il  Sig.  Piobert  non  ha  fatto  altro  che.  usare  un  in- 
gegnoso artifizio  analitico  per  trovare  nell'ipotesi  Lagran- 
giane,  un  valor  di  z  più  approssimato  e  più  generale  di  quelli 
trovati  dal  geometra  torinese,  evitando  le  [funzioni  periodi- 
che che  si  presentano  ordinariamente  nell'  integrazione  dell' 
equazioni  a  differenze  parziali.  Dalla  Commissione  nominata 
innanzi  fu  già  osservalo  che  il  valore  di  %  rinvenuto  col  ine- 
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lodo  esposto  non  poteva  considerarsi  che  come  an  integrale 
particolare  del  problema.  Tuttavia,  e  malgrado  questi  difetti, 
è  giusto  osservare  che  le  forinole  del  Sig.  Pioberl  sono  state 
applicate  con  successo  alla  pratica,  poiché  hanno  servito  alla 
determinazione  delle  spessezze  di  metallo  degli  obici  e  delle 
dimensioni  degli  affusti  del  sistema  attuale  ;  quindi  fino  a 
nuove  e  più  felici  ricerche  ,  queste  formolo  potranno  util- 
mente servire  nelle  applicazioni  pratiche  dell'artiglieria. 

A  volere  completare  la  precedente  esposizione  dei  tenta- 
tivi fatti  per  risolvere  il  problema  del  moto  del  gas  della 
polvere  nelle  bocche  da  fuoco ,  sarebbe  da  tener  parola  di 
un  opuscolo  del  Tenente  Colonnello  De  Gazaus  pubblicalo  a 
Metz  nel  1835  ,  intitolato  :  Théorie  et  cedetti  des  effets  de  la 
poudre.  Noi  ci  asteniamo  dal  farlo,  poiché  la  parte  principale 
di  questo  lavoro  volge  sulla  teoria  della  polvere  ,  che  non 
entra  nei  limiti  che  ci  siamo  proposti,  e  poiché  quella  parte 
che  più  specialmente  volge  sul  nostro  problema  non  ci  dà 
nulla  di  assolutamente  nuovo,  riproducendo  la  teoria  già  ac- 
cennata di  Lombard  e  fondandola  sopra  considerazioni  non 
ammesse  punto  dagli  artiglieri,  e  vigorosamente  oppugnate  da 
Poisson  in  un  rapporto  al  Gomitato  di  artiglieria. 

Ho  tralasciato  pure  di  parlare  delfe  formolo  empiriche  pro- 
poste da  vari  per  ottenere  una  soluzione  approssimata  e  sem- 
plice della  quistione,  perché  é  stato  mio  intendimento  esporre 
le  sole  teorie.  Tuttavia  osserverò  che  le  formole  empiriche 
più  rimarcabili  sono  dovute  l'una  al  celebre  Lambert  (  An- 
merkungen  uber  die  Gewalt  des  Schiesspulvers  und  Wiederstand 
der  Luft9  ec.  Dresda,  1766,  pag.  51),  l'altra  al  Colonnello 
Duchemin  (Journal  de  V Ecole  Polytechnique>  Cahier   XXIV). 
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INTORNO  AD  UNA  PROPRIETÀ' 
DEGLI  INVARIANTI. 

MEMORIA 

BEL  Ufi.  PRO*.  FRANCESCO  BRIO  S  CHI 


Il  Sig.  Eisensteiu  ha  enunciato,  nel  Tomo  27  del  Giornate 
di  Creile  (pag.  105),  la  seguente  relazione  : 

(a*0&s  —  6a0a,aaa3-4-4a0a32-4-4a3,*3— 3a2,a2a)3= 
(1) 


2     i2 

2 


=  A20Aa3— 6A0AlA2A3-4"4A0A32+  4A3.A3  -  3Aa,A 

nella  quale  : 

A0  =  aQa*s  —  Sa^as  -4-  2a32  , 

Aà  =  —  a0a2as  ■+■  2aaIa3  —  axa22  , 

À2  =  —  a0«t<*3  •+•  2aoa33  — a2,<r>.r 

A3  =  «\«3  —  3*0*ia2  •+■  2a3,  ; 
ossia  posto 

(ti  =s  oa0aa3  —  bacalai  -4-  4a0a32  -+-  4a3!a3  —  3a2ia32 
i  valori  delle  Àn  A,  ...  sono: 

1    dti  _  1  dti      A    _  JL  ^      a— —  — 

A°  =  ~2   d70  '  A|  —  6"  d^  '     2  ~~  6  cto",  '     3  "  2    da3 

L'espressione  ti  è  il  noto  discriminante  della  funzione  omo- 
genea del  terzo  grado  : 

(2)  a0x*  -h  3at  x*y  -+-  3a2  xy2  -+-  a3y* 

ed  indicando  con  U  il  discriminante  della  : 

dti    »       dti    3  dti      2       du     , 

la  equazione  (1)  si  può  scrivere  : 


(410) 

U  =  16u3. 

Il  Sig.  Sylvester  ha  denominalo  la  espressione  (3)  Vcvettantt 
del  discriminante  della  (2)9  od  in  generale,  considerando  una 
fanzione  omogenea  dell*ennessimo  grado: 

(4)        a0x?  -f- natx*-ly  H — a2x*~* y9  -H  ...  -+-  an)T 

ed  indicando  con  p  un  invariante  qualunque  della  medesima, 
ha  chiamato  evettante  di  esso  invariante  la 

d$  d&  d$  do 

da»  da!  da3  dart 

Ciò  posto  la  relazione  delfEisenstein  può  essere  dimostrata 
e  generalizzata  mediante  il  seguente  teorema  : 

Un  invariante  qualunque  dell'evettante  di  un  invariante  di 
una  funzione  omogenea  dell'ennesimo  grado  é  una  funzione 
algebrica,  intera,  razionale  degli  invarianti  della  funzione  me- 
desima. 

Questo  teorema  si  potrebbe  dedurre  dall'importante  legge 
di  reciprocità  del  Sylvester  (*) ,  ma  stimiamo  non  inutile  il 
dimostrarlo  direttamente  nel  modo  che  segue. 

Un  invariante  qualunque  9  della  funzione  (4)  deve,  come 
è  noto,  soddisfare  alle  due  equazioni  (**) 

ajxt  -f-  2at^  •*-  3aa«3  -+- ...  -4-  nan-t  a*  =  0 
(5) 

naxa0  ■+•  (n— l)a2a,  -4-  ...  -f-  aa  a«-i  =  0 


(4)  The  Cambridge  and  Dublin  Mathematical  lournal.  November. 
1852.  On  the  principales  of  the  Calcali»  of  Form».  Scct.  IV. 

(**)  li  Sig.  Cayley  è  giunto  a  dimostrare  che  una  sola  equazione 
e  la  condizione  di  omogeneità  tono  aufficienti  a  caratterizzare  un  in- 
variante; ma  non  credo  ancora  fatto  pubblico  questo  importante  ri- 
sultato. 


r 
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essendosi  posto  -?-  =  ar  ;  ed  analogamente  un  invariante  é 

dell'e?ettante  dell'invariante  y  : 

o^-h  a,  ab"-1  y  •+•  a,  #*-*  y*-H  ...  -4-  fife  yrt 
Terrà    determinato  dalle  dne  equazioni  : 

(6). 

!     de  _       d(p  da         - 

oc,  ^   «4-  2aa   r^-  4-  ... .-+-  *a*  -z —  ==s  0  * 
>      d^  ictt  dfl&»., 

£  evidente  cbe  <p  sarà  una  funzione  algebrica,  intera  razio- 
nale dei  coefficienti  a0 ,  a, .  .  .  e  che  : 

d(//       dtp    dq,       d(p   da,  d</>  dot* 

dar—  da0  dar       da,  Aar  don  da/ 

Mediante  le  equazioni  che  si  deducono  da  questa  ponendo 
r  =  0 ,  1, 2 ...  *  e  dalle  : 


dcfc  da2  da* 

H  Mi  —p — H-...-f-na/1-x  - — 

dar  dar  dar 


aQ  — 1-  2a,  — p^-H-...-f-na/1-x  — ^-=— (r-f.lja,^, 


dq,       .       ..     dac  da,,-! 

n°'  d^r  +  (n_1)a'  d7r  ■+■  -  "*-*■  l^53  -(«-r-Hl)^, 

e  loro  analoghe,  che  si  hanno  derivando  rispetto  ad  a0 ,  a, 
...  a*  le  equazioni  identiche  (5)  si  ottengono  le  due  seguenti: 

dtp       n      dtp  de 

«•  r~ f-  2a,   —-  H-  ...  ■+•  na*-,  y*- 
da,  da2  da* 

L     da0  da,  da*-!  J 

d(p  .       d(p  d<// 


«*i  jì-h-  (n— l)«a  ^-H-  ...  «* 

da0  da,  da*., 
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ossia  avendo  riguardo  alle  (6)  :• 

d<//      _      dib  de         n 

da,  da2  da^ 

dd»  dò  dò 

«a,^--!-  (n— l)a2  —  ■+■  -  •+•  <*n  y-1 —  =  <>/ 
doo  aax  da/i-, 

fé  qnali  dimostrano  essere  </>  uà  invariante  della  funzione  (i)r 
od  in  generale  una  funzione  algebrica,  intera,  razionale  de- 
gli invarianti  della  medesima. 

Se  supponiamo  l'invariante  <p  dell'emmesimo  grado, e  l'in- 
variante <p  dell'  erresimo  grado  rispefto  ai  coefficienti  dell'e- 
vettante;  quest'ultimo  invariante  sarà  del  grado  r(m — 1)  ri- 
spello ai  coefficienti  della  funzione. 

Pel  caso  che  la  funzione  sia  del  terzo  grado  1'  unico  in- 
variante della  medesima  è  il  discriminante  u;  quindi  il  di- 
scriminante U  dell'evettente  di  u  (il  quale  sarà  del  grado 
4*3)  dovrà  essere  eguale  ad  una  funzione  algebrica,  intera 
razionale  del  terzo  grado  di  ti,  cioè  dovrà  essere  : 

U  =  ÀU3 

essendo  A  un  coefficiente  numerico,  che  si  è  veduto  eguale 
a  16. 

Considerando  la  funzione  del  quarto  grado  : 

aoxb  -+-  Aat  x3y  -+•  6a2  x2y2  -h  \aA  «j/3-h  a±  y* 

si  hanno  il  quadrinvariante 

Y2  =  a0a4  —  4^  (I3  -+-  3aa2 
il  cubinvariante  : 

Y3  =  %a2a^  -h  2a1a2a3  —  a0a*$  —  a^a2l—  a\ 

ed  il  discriminante  : 

(7)  D  =  Y32  -  27Ya3 

Indicherò  con  E2 ,  E3  ,  E6  gli  evettenli  corrispondenti  a  que- 
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sii  tre  invarianti,  e  con  Ya(Ea),  Y2(E3)  ec...  :  gii   invarianti 
quadratico,  cubico  dell'evettante  E2  ec.  .  . 

Considerando  ,  per  esempio  ,  la  forma  Y3(Ee)  ,  evidente* 
mente  del  15°  grado,  pel  teorema  superiore  si  avrà  ; 

Y3(E6)  =  ZY *a  Y3  -4-  mY*a  Y*3  -*-  nY53  , 

e  cosi  per  la  forma  Y2(E3)  del  quarto  grado  si  avrà  : 

Ya(E3)  -=jpY\ 

nelle  quali  le  l>  m,  n,  p  sono,  numeri.  Per  la  funzione  omo- 
genea del  quarto  grado  questi  coefficienti  numerici  si  otle- 
gono  facilmente  e  si  hanno  le  relazioni  : 

Y,(E)  -  Ya  ,      Y2(E3)  =  ^  Y%  , 

Ya  E6)  =  9Y%(Y*a  -  27Y23)  =  9YaaD 
Cosi: 

Y3(Ea)  =  Y3  ,      Y3(E3)  =  ^  (54Ya3  -  \\\ 

Y3(E6)  c=  _  54Y3(YV-  27Ya3)a  *=  -  54Y3Da . 
Da  ultimo  ossesvando  alla  (7)  : 

D(Ea)  =  D  ,  D(E3)  =  Y3a(E3)  -  27Ya3(E3)  =  I  Ya3D 

D(E6)  —  Y3a(É6)  -  27Y*3(E6)  =  729(Y3a  -  54Ya3)aD3. 

Quest'  ultima  relazione  è  per  le  funzioni  del  quarto  grado 
l'analoga  alle  (1)  delI'Èisenstein  per  le  forme  di  terzo  grado. 
Dalle  equazioni  : 


da0  °  '    dax  '       day. 


si  suppongono  ricavali  i  valori  di  a0 ,  at  . . .  an  in  funzione 
dia0  9  a,,  ...  Un  6  sostituiti  questi  valori  nella  <p  si  avran- 
no le  ; 
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è<p    dato  t   àf    &at 
do^  Aar     dax  dar 


•  •  • 


dp    do»  _ 
da*  dar  ~ 


Da  queste  si  ponno  ricavare  i  valori  di  -~-  ,  -^-  .... ,  e  si 

da0     aoct 

avrà  per  esempio  : 


daA 


^ 


«i 


da, 

da, 
da, 


•  •  • 


•  •  • 


da0 

da* 

do, 


dn- 


da, 


da* 


essendo  : 


=,(* 


da»      da, 


da* 

".  da* 


da* 


da0      daf 


da* 


■)• 


da» 
Oservando  che  :  — — 

da, 

porre  sotto  la  forma 


da* 
=s  — —  l'equazione  superiore  si  potrà 
dar 


(m— 1)A 


da 


da, 


e  siccome  si  ha  : 
dot. 


(m— l)a« 


(m— l)a, 


da, 


da< 


da, 

da, 
da. 


•  ■  • 


da* 
da, 


•  •  • 


da. 


(m— l)a* 


da* 
da, 


àotn 


da* 


a0 


da< 


da, 
da, 


a»  -i —  =  (ro  —  l)ar 
da* 


se  nel  determinante  superiore  agli  elementi  della  prima  co- 
lonna si  aggiungono  gli  elementi  delle  altre  ordinatamente 
moltiplicati  per  —  a,  ,  —  a%  ,  .  .  .  —  a*  si  ottiene  : 
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ed  analogamente  in  generale  : 

Ne  risolta  che  se  l'invariante  di  grado  emmesimo  dell'evet- 
tante  di  grado  erresimo  di  una  funzione  omogenea  qualsivo- 
glia (4),  sarà  esprimile  per  mezzo  di  quest'ultimo  invariante, 
cioè  si  avrà  secondo  la  notazione  su  adottata  : 

Y^E.)  =  ÀY'-'r 

dYr 
ponendo  per  brevilà    a,  =.  — —  si  avrà  : 


e  quindi 

J¥"M   =AY"... 


da, 

Ciò  appunto  veriGcasi  per  Tevettante  del  discriminante  della 
funzione  omogenea  del  terzo  grado,  e  dalla  equazione 

U  =  16u* 
=  loti  a0  ,      — ; —  =  lott'a,  ,      — —  =  Iqu  a2  , 


da0  'da,         -  ~  ->        dflCa 

dU 


da3 


=  16tiaa3  , 


le  quali  formole  erano  pure  date   senza    dimostrazione   dal 
Sig.  Eisenstein. 

Pavia  il  6  settembre  1854. 
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INTORNO  AD  ALCUNE  FORMOLE 

PER  LA  RISOLUZIONE 
DELLE  EQUAZIONI  ALGEBRICHE. 

NOTA 
•EL  SK.  PRO*.  FRANCESCO  BRIOSCRI 

> 

Considero  la  equazione  : 

F(x)  =  a?*  H-  a^-1  -H  a2xn-*  -H  .  .  .  -*-  «„  =  0 

e  suppongo  i  coefficienti  di  essa  fanzioni  di  una  variabile  y. 

Sicno  Xj  ,  x2...  xn  le  radici  di  quella  equazione;  sostituite 

una  di  queste  nella  medesima,  sì  derivi  la  risultante  rispetto 

ad  y,  si  avrà  : 

àx      *  .  * 

F'(*)  ^  H-  F%)  =  0 

essendo  ¥'(x)  la  derivata  della  funzione  F(x)  rispetto  ad  x} 
ed  F'(y)  la  derivata  della  funzione  stessa  rispetto  ad  y  avendo 
riguardo  alla  sola  variabilità  dei  coefficienti.  Ora  é  noto  (*) 
che  indicando  con  A  il  determinante  : 

1         1  ...  1 


si  ba  : 


Xy 


X-y     ...     Xm 


1      dA 


F'(x) 


A    da?*-1 


(*)  Vedi  il  mio  opuscolo  «  La  teorica  dei  determinanti  ec.  Pavia 
1854.  pag.  74. 
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e  siccome 


$1         •     •     •     •/«•»! 


A1  =  D  = 


$i  8* 


Sn 


f/i—i     &n     •    •    •     *2«-: 


e  : 


Ad 


*o 

$1    .    .    .    $/j_a      1 

*t 

»2     •     •     •     v/2">l       X 

*n-i 

*/!-!    •  •  •    *afl-4    ^ 

1 

«2C    •    •    *       X              * 

sostituendo  si  ottiene  la  ; 

|JVD  -H  F'(y)  ^Q  =*  0  . 

Da  questa  forinola  allorquando  si  suppongono  i  coefficienti 
della  ¥(x)  =  0  essere  funzioni  lineari  intiere  della  variabile 
y  si  deduce  facilmente  l'importante  teorema  sulla  risoluxione 
analitica  delle  equazioni  algebriche  che  il  distinto  Prof.  Betti 
pubblicava  nel  fascicolo  dì  Gennajo  di  questi  Annali.  Infatti 
supposto  : 

F(x)  =  (p(x)  -H  y</<tf) 
si  avrà  : 

ed  il  polinomio  Q  riducesi  ad  una  funzione  algebrica  razio- 
nale della  sola  variabile  x,  ponendo  in  esso  per  y  il  suo  va- 


lore — 


.  II  teorema  si  presenta  qui  sotto  una  forma 
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•  (  418  ) 
più  comoda  nelle  applicazioni  di  quella  del  Beiti.  Sciogliere- 
mo ad  esempio  il  medesimo  riportato  da  quell'autore.  Sia  : 

F(x)  =  x5  •+•  5«3  —  y. 
Si  ha: 

D  =  5V(ya  -+- 108) 

Q=53(12*6— 4x5yH-l20j;4— 28r3j/+ar*yaH-300x'— 40xy-hfy') 

ossia  ponendo  in  luogo  di  y  il  binomio  xs  -+»  5S3  si  ha  : 

Q  =  5».«a(x*  H-5)a(s«  -t-  4x4  _  8xa  -+- 12) 
per  cui  : 

dx 

È  evidente  che  ogni  qualvolta  <p(x)  sarà  eguale  ad  una  con- 
stante, Q  risulterà  anche  funzione  intera  della  variabile  xy 
e  del  grado 

n(n— 3)  -h  2  =  (n— l)(w— 2)  ; 

e  D  sarà  del  grado  n  —  1. 

Io  una  nota  «  Sulla  teorica  degli  invarianti  »  pubblicata 
Del  fascicolo  di  giugno  di  questi  Annali  ho  dimostrato  ebe  una 
radice  qualsivoglia  di  una  equazione  F{x)  s=s  0  soddisfa  ad 
una  equazione  alle  derivale  parziali  lineari  del  primo  ordine; 
ed  ho  enuncialo  come  essa  radice  soddisfi  ad  un  altra  equa- 
zione della  stessa  specie.  Ecco  come  si  giunge  a  questa  equa- 
zione. Considero  le  : 

dxr  dax      dxr  da2  òxr  dan        . 

m^m^m^m  «*m»^—     PffV  ^^^^^*m  MtjaMMB)         ^  ^  ^         ^pBJJBBB}  ^^^^mmm  ^h^m^^  •■■■>■■>  J 

Aax   dxr      daa  dxr  dan  dxr 

ixr  da,      dxr  daa  dxr  dan 

dai   dx,      da2  dx,       *  '  '       da*  dx* 

e  posto  in  quest'ultima  5  =  1,  2,  ...  n  si  moltiplichinole  ri- 
sultanti per  x',  x*2  .  .  .  x'n  ',  quindi    sommandole  si  otterrà: 
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dax^  9dxt     *        da2~*sdxt 

àx 
daa^^s  dxs 


*•     mJ       

•  ••• 


W      Ann  '  r 


Ma  : 

V       Ìa"    i  t  \  L 

per  cui  si  avrà  : 

,ms  ,  ix  dv  ÌX  . f 

l*/  */»!    J "+"     */>2      j H  —    ■+"*/»«    j *""  *"  V 

equazione  alla  quale  deve  soddisfare  una  radice  qualunque 
della  F[x)  =  0  (*).  Questa  comprende  come  caso  particolare 
quella  della  nota  citata,  giacché  vi  si  giunge  facendo  i=0 
nell'ultime  equazioni.  É  importante  osservare  ebe  dall'equa- 
zione (1)  non  si  ponno  dedurre  che  n  equazioni  indipendenti 
fra  loro,  e  ciò  facendo  t  =-  0  ,  1,  2  .  .  .  n — 1  ,  giacché  l'e- 
quazione che  si  ricaverebbe  ponendo  i=n  si  ottiene  da  que- 
ste moltiplicandole  ordinatamente  per  an  9  <*n-\  >  ...  a,  ;  e 
sommando  i  risultati.  La  slessa  proprietà  ha  luogo  anche  per 
l'equazione  seguente  la  quale  non  è  che  la  (1)  sotto  altra 
forma  : 

do?  da?  dx 

Si  -     -f-    **/-+-i   j       H"  ••••  "+"  W5/    n-i    -      — Xi 

La  primitiva  della  (1)  nella  quale  siasi  fatto  t  =  0  ò  la  : 

(2)       x  = -t-  9  (a,  ,  a2  .  .  .  a*.,) 

n 

nella  quale  come  si  è  veduto  nella  nota  citata  le  at ,  cc2  ... 

(*)  Creile  -  Journal  fìir  die  Malhemalik.  Band  48.  Zwcitcs  He/I. 
1854  —  Zurlick  fuhrung  der  Wurzelform  einor  algebra  ischea  Gler- 
chung  cz  —  von  Prof.  Raabe. 
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<*„_,  sono  i  coefficienti  dell'equazione  che  si  ottiene  facendo 
sparire  il  secondo  termine  della  F(x)  =  0 ,  infatti  si  ha  ; 


ar  =  ar+t  —(n—r)ar  -j- 


a,    .     (n— r)(n— r-»-l)       a\ 


a 


r-t  r» 


n    ■  1.2  ""» 


•     •     f 


(n-r)(n-r-t-l). .  .  (n^-2)      _o^ 
—  l     •  '  1.2.3...(r-l)  *    n-1 


a.^1 


"+"'        ''  l,2.3...(r-hl)  "    »-*    ' 

Osserviamo  che  la  quantità  ocr  è  omogenea  io  iodico  dell'or* 
dine  r-H-4  rispetto  ad  at  ,  a2  .  .  .  ar+l  ,  quindi  si  a?rà  : 

da-       _       dar                 ,      -v           darr         .      .. 
at   —+  2a*  — rM-  .  . .  -H  (r-hl)ar+i  ■: =  (f 4-1  lar- 
dai              oar                                  <Jar-*-i 

Mediante  queste  e  le  analoghe  equazioni    trasformasi  facil- 
mente quella  che  si  ottiene  dalla  (1)  ponendo  t  =1  cioè  la; 


dx  dx  dx 

a,  -y-  -f-2a2  —  H-   .  .  .  nan  - —  =  x 
da,  aa2  aa„ 


e  si  ha  : 


2a,  -p-4-3<z2   -^--fr . J-na^.l  -p^—  =  9. 

dat  da2  ■  da,,-! 

dalla  quale  ; 

(3)  f  =  *08.  ,  A  ,  .  .  . .  fr.,)^ 

essendo  <p  il  simbolo  di  una  finzione  arbitraria,  e  ; 


OC 


r+2 


Le  i/"^ ,  |/"j3a*  ec.  sono  i  coefGcienti  dell'equazione  che  si 
ottiene  facendo  sparire  il  secondo  termine,  e  riducendo  alP 
unità  il  coefficiente  del  terzo  nell'equazione  F(x)  =  0  :  io- 
fatti  questa  equazione  per  la  trasformaziope  ; 
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n 
diventa  i 

Se  nella  equazione  (1)  nella  quale  siasi  fatto  t=2  si  pone 
per  x  il  valore  (2)  si  ottiene  dopo  alcune  riduzioni  : 

J.,*^  2)a~*  "  T  (r>+*1)o,a'  "'  T  <•-*»*■•) 

-*=  0a  —  2  —  ©  H a, 

T  n  f         n 

colle  condizioni  <xo  =  0  ,  an  =  0;  e  sostituendo  in  luogo  di 
9  il  valore  (3)  si  ha  : 

-  i-  («  -r  -lfcOk-.yfc.  -  *■  -  l^iS.-H  £ 

colle  condizioni 

&  =  1,    ^.,  =  0. 
Pongasi 

si  ha  : 

3  2 

» 

equazione  ad  integrarsi  per  determinare  la  forma  della  fun- 
zione tp. 

Ottobre  1854. 
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SULLE  FUNZIONI  SIMMETRICHE  DELLE  RADICI 

DI  UNA  EQUAZIONE  (*). 

NOTA 
DEL  SIG.  PRO!    FRANCESCO  BRIOSCHI 


In  un  articolo  inserito  nel  fascicolo  di  Agosto  di  questi 
Annali  ho  dimostrata  una  proprietà  delle  funzioni  simme- 
triche intere  delle  radici  di  una  equazione,  per  mezzo  delle 
quale  proprietà  si  può  determinare  la  forma  che  assume  la 
funzione  simmetrica  medesima  allorquando  venga  espressa  in 
funzione  dei  coefficienti  della  equazione.  Lo  scopo  della  pre- 
sente nota  é  di  far  conoscere  un  metodo  mediante  il  quale 
si  possono  determinare  i  valori  dei  coefficienti   numerici. 

Sieno  xt  ,  x2  .  .  .  xn  le  radici  dell'equazione  : 

xn  -+-  ^x*-1  -f-  a^1-*  -*-...  -+-  an  =  0  . 

Indico  con  9  una  funzione  qualsivoglia  dei  coefficienti  della 
medesima,  e  con  sr  la  somma  delle  potenze  erresime  delle 
radici.  Rammentando  le  reiasioni  esistenti  fra  i  coefficienti, 
le  radici,  e  le  somme  delle  potenze  di  queste  per  una  stessa 
equazione  si  concepiscono  facilmente  le  ; 

d<p        d<p     dat        d<p    àa2  d©    dan 

dss       da,    d*r         da2  dsr  dan  d$r 


(i) 


da,      da(-    dx,      dat    dx%  da/    dxn 

dsr      dxt   d$r       dr2  d$r        '"        dxn  dsr 


Ora  : 

do, 


_j=:  —  (a/.,  -+•  «,.a  xs  -+-  ...  4-  at  xs'~*  -4-  xj~l) 
dss 


(*)  Continuazione.  Vedi  il  fascicolo  di  Agosto  1854. 


J 
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Quindi  sostituendo  ? 


da,  V*    dxm  \^    Axm 

d*r  *****  d*r  *-*„  d*r 


m  ^^  ••• 


V1*  àxm    ,., 

•«-'-ir  *» 


dalla  quale  evidentemente  : 

da,  1  _ 

d7-=--«^   <"">' 

d*r  r  d*r  r 

Per  questi  valori  la  (1)  si  trasforma  nella  : 

(2)      -=£■+-  at  —2-  H-  a,  r^"^  -  -*"««-r  r-+r-^^0 
dar  aa^,  uà,***  aa„  a#r 

dalla  quale  interessante  relazione  possiamo  dedurne  molte 
altre.  Accenneremo  fra  queste  la  seguente  : 

d©  dtp  A<p 

aar  dor.Hi  da» 

3 —  [r*  è  -*■ (r* i)ti+t  Sz  * *  -**  £1 

e  l'altra  che  si  ottiene  facendo  in  quest'ultima  r  *a  «  «a  1 , 
cioè  la  : 

«   dy  .io»  d?    ,  _u„*      dp  dp 

oat  uoa  d(j/i  «5I 

T"  -*a  5      T^ ^~  lw/i    j — 

Q$2  08 n 

per  la  quale,  supponendo  p  algebrica,  razionale,  intera;  l'o- 
mogeneità in  indice  rispetto  ai  coefficienti  ha  per  conseguenza 
l'omogeneità  in  indice  rispetto  alle  somme  delle  potenze  e  re* 
ciprocamente. 
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Sapponiamo  ora  che  (p  sia  una  funzione  simmetrica  intera 
delle  radici  dell'equazione  proposta,  e  sia  : 

^T™*  r  r  r 

X  I  2  /  I 

<p  =   /      X      X    ...  xt 

È  noto  che  la  funzione  <p  è  esprimibile  mediante  le  somme 
delle  potenze  delle  radici,  ed  osservando  alle  forme  di  que- 
ste espressioni  si  concepisce  facilmente  essere  : 

à(p  _V   r*  r*       r'-« 

-  "~*      yT  é         X  X  •        •       •  X  « 

■: =  —  7  é  x     x    •  . .  x      ,  ec. 


i        I-I 


Quindi  se  supponiamo  già  calcolate  alcune  dì  queste  funzioni 
simmetriche  di  grado  minore,  conoscendo  la  forma  della  fun- 
zione 9,  la  equazione  (2),  e  le  analoghe  serviranno  a  deter- 
minare i  coefficienti  numerici. 
Ecempio.  Sia 

9  =^,a?4i  *32*3  ; 

per  quanto  si  é  dimostrato  nella  nota  citata,  la  9  espressa 
mediante  i  coefficiente  sarà  del  quarto  grado,  ed  omogenea 
in  indice  dell'ottavo  ordine.  Quindi  : 

<p  =  Aa3,  a$  -f-  Ba2,  a6  -+-  Ca2i  a2a^  4-  Da2i  a23  -f-  Eat  a7 
Fax  «a  «5  -*-  G«i  a3  04  -h  Itti  aaaa3  -H  Haa  a$  •+•  Ka22  04 
-f-  La3  05  -+-  Maa  a23  H-  Na*4  4-  Pag  . 

Supponiamo  conosciute  le  : 

-r—  =2jXl*  x*  =  —  a*i  a*  "+■  a*a  «3  -*-  3aE  aaa  —  5a2  a3 

—  di  a$  •+  5as  , 
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-—-  =  \/a?3i  x2  —  yj(xAl  =  —  aj  -h  5a*,  a2  —  5a,  a3 

—  4<r*a  -t-  8a4 

-p  =  —  yV^a?3,  =  a3,  —  3a,a2  •+■  3a3  , 

Dalla  (2)  si  hanno  quindi  in  questo  caso  particolare  : 
da3         *  d«4  dat  d*3 

*!+...  + H±  +  A±  =  0 

004  dog  d»4 


d*5  dog  d«5 

da7  dag  às7 

dog  d»8 

dalle  qaali  sostituendo  e  raccogliendo  si  ottengono  le  : 
a3,  a2(C  -»-  A  —  3)  -+-  a*,  a3(2D  -4-  G  -+-  B  -4-  3) 
-+-  o,a,(l -*-  K  -f-  F-t-9)  -+-  aaa3(2M  +L  +  H— 15) 
.  -Hala4(G-+-2N-4-E-3)+a5(L-»-P-Hl5)  =0 

vC*     •     •     » 

le  qaali  dovendo  essere  identiche  danno  luogo  alle  : 
C-+-A  — 3  =  0,   2D-+-G-l-B-+-3=0, 
I+K  +  F  +  9=0  ec. 
e  da  queste  assai  facilmente  si  hanno  i  valori  richiesti  : 
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A=4,B=r-9,C  =  —  1,  D=  —  2,  E^9, 
F=  —  10,G  —  10,    1  =  1,   H=I6,   K  =  0, 
L=1,M=-  1,N=  — 8,P  =  — 16. 

Osserviamo  che  nella  trattazione  di  qaesto  esempio  si  pote- 
vano scegliere    come    conosciute  ,  funzioni  simmetriche  più 

do       do 
convenienti,  quali  sarebbero  le  -p-  ,  -J-  le  anali  sono   ani- 
dra    d$e 

bedue  evidentemente  eguali  a  zero  ;  si  sono  scelte  le  sape- 
riori  per  mostrare  la  brevità  e  semplicità  del  metodo  anche 
nelle  condizioni  meno  opportune. 

Allorquando  però  sieno  conosciute  in  funzione  dei  coeffi- 
cienti tutte  le  funzioni  simmetriche  di  grado  minore  della  f 

cioè  le  ~-  ,  ~  ec.  ....  Si  può  ottenere  il  valore  di  0  an- 

d»,      às1  r 

che  nel  modo  seguente. 

Indichiamo  con  r  il  grado  f^-t-r*  -4-  .  .  . -4-r/  della  fun- 
zione 9  ;  per  l'omogeneità  in  indice  di  questa  si  avrà 

(3)      a,   -r-+-2aa  -p-  H-  •  •  •   +rar  ^-  —  rj>  =  0 
1  ùax  da2  dar 

e  ponendo  nella  (2;  r=  1,  2,  3  ...  r  si  avranno  le  : 

— - f-  at  - — H  ...  -4-  dr-i  i —  -+-  t~  ==  u 
da!  da2  aar        Qst 

df    ,  .    „      d?   .0  Af    _  0 

J-  ...  -|-  ar-a  — -t-Z  - —  —  u 

da2  aar        djr2 


do         d<p 
dar         d$r 

do       do 

dalle  quali  e  dalla  (3)  eliminando  le  ^—  ,  j-  .  .  . 


si  ottiene 


9  =  (- 


1)'  — 
r 
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a]     2a3     &»3  .  .  •  ra, 


0 


a, 


a»  .  .  •  a, 


0 


#i  .  .  .  ar-j  2* 


dp 
d*. 


0      0       0  .  .  .     1 


r. 


dq> 
dj„ 


Waring  nelle  Meditatwnes  Àlgebricae  ridusse  ad  una  formula 
le  espressioni  di  una  funzione  simmetrica  intera  qualsivoglia 
in  funzione  delle  somme  delle  potenze  delle  radici,  la  ricerca 
di  questa  formola  è  lo  scopo  della  Nota  2."  alla  seconda  edi- 
zione del  corso  d'Algebra  superiore  del  Serret.  La  forma  di 
determinante  è  anche  adatta  a  queste  espressioni  ;  ecco  sótto 
quali  condizioni.  Si  facciano  le  seguenti  convenzioni  : 

<*/,i  =  *r    *       aid  al>i  =  *r+r    >       ai>l  G*»i  al>k  =  *r  -4-r  +r      eC« 
i  il  i      l      k 

ed  in  generale  suppongasi  rappresentata  la  somma 

1      2  / 

da  un  numero  t  di  quantità  «  a  doppio  indice  e  la  rM  r2 , 
.  ...  rt  sieno  distribuite  tanto  in  luogo  dei  primi  che  dei 
secondi  indici,  in  modo  però  che  in  t — 1  qualsivogliano  di 
quelle  quantità  a  le  t— •  1  lettere  distribuite  nei  primi  indici 
non  sieno  le  stesse  di  quelle  poste  nei  secondi,  ma  differi- 
scono di  una,  così  per  1 — 2,  per  t — 3  ec.  di  esse  quantità. 
Quindi  sarà  i 


*r  +r  +r+r,    =   «i*  <*3,l  <*a,4  a4>3  =  *i,i  <*4>i  aa>3  a3,4 


ed 
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«1,2  «2,3  «3,1  «4»4  =  *,-  +r  •*.#•    *r. 

12      3      4 

«1,2  «a,i  «3,4  a4»3  =  *r  -*r     *r  -W,    • 

1      2       3     4 


Ciò  posto  si  ha  evidentemente  : 

«1,1    «1>2 


"^C*         r         r 


«2,1    «2,2 

«1,1     «1,2     «1,3 


12  12 


J)    «i1    »22    *33  = 


«2,1     «3,2     «2,3 


«3,1    «3,2   «3,3 


9  r     *r    *r„  *""  *r    *r  -w*     """"  *r     *r  +r^  """  *r„  8r  +r 
123  123  2       1      3  3       1      2 


2* 


12       5 


ed  in  generale  : 


2 


r  r 


*Ju  (  MU«         •••    %*?/  ■ 


«1,1       «Irt       '       *       *       «1,/ 


«2,1     «2,2     '     '     * 


«1,1 


«1,1      «/,2       '      '     •     «f,/ 


PRINCIPII  DELLA  GEOMETRIA  DI  DERIVAZIONE 

Continuazione  (*) 
DEL  WG.  PROF.  GIUSTO  BELLAVITIS 

JF.  Derivazione  di  reciprocità.  Dualismo. 
36.  Se  per  ano  dei  due  punti  inversi  (§.  16)  P,  P'  (Fig. 
17)  conduciamo  una  retta  p  perpendicolare  al  raggio  d'inver- 
sione 1PP',  questa  retta  dirassi  la  reciproca  del  punto  P;  il 
punto  P  dicendosi  a  sua  volta  reciproco  della  retta  p.    Così 

(*)  Vedi  il  fascicolo  di  Loglio  di  quest'anno  pafg.  241. 
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pare  sono  tra  Joro  reciproci  \ì  paolo  P'  e  la  retta  p'  condotta 
pel  punto  inverso  P  perpendicolarmente  al  raggio  IPP\  In 
tal  maniera  da  una  figura  composta  di  punti  e  di  rette  de- 
durremo un'altra  figura  composta  di  altrettante  rette  e  pun- 
ti, e  le  due  figure  si  diranno  reciproche}  al  punto  fisso  I  si 
darà  ora  il  nome  di  centro  di  reciprocità.  Un  ponto  ha  la 
stessa  retta  reciproca  sia  che  esso  si  consideri  come  appar- 
tenente alla  prima  oppure  alla  seconda  delle  due  figure  re- 
ciproche; cioè  tra  le  due  figure  ha  luogo  perfetta  reciprocità, 
ossia  un'eguale  corrispondenza  come  avviene  anche  in  due 
figure  inverse.  Questa  perfetta  corrispondenza,  non  ha  luogo 
tra  due  figure  affini  o  simili;  così  per  esempio  in  due  figure 
omotetiche  (§.  1.)  se  nel  passare  dalla  prima  alla  seconda  il 
punto  si  avvicina  al  centro  di  similitudine,  viceversa  nel  pas- 
sare dalla  seconda  alla  prima  esso  si  allontana. 

37.  Le  rette  reciproche  dei  punti  di  una  retta  *'  incontrano 
tutte  nel  punto  reciproco  della  retta.  Infatti  i  punti  inversi 
della  retta  MPN  appartengono  al  circolo  M'P'N'  e  le  rette 
reciproche  m  n  essendo  (§.  36.)  perpendicolari  alle  IM'  IN' 
s'incontrano  tutte  nell'estremo  P'  del  diametro  del  circolo , 
il  qnal  P'  è  reciproco  della  retta  MPN.  Viene  da  ciò  che  se 
una  figura  ha  tre  o  più  rette  concorrenti  in  un  medesimo 
punto,  la  figura  reciproca  ha  altrettanti  punti  in  linea  retta, 
e  viceversa. 

38.  Nelle  derivazioni  di  similitudine,  di  affinità  e  d'inver- 
sione dai  punti  derivano  punti;  inoltre  nelle  due  prime  dalle 
rette  derivano  rette,  e  nella  terza  dai  circoli  derivano  cir- 
coli (considerando  le  rette  come  circoli  di  raggio  infinito  )  ; 
invece  nella  derivazione  di  reciprocità  dai  punti  derivano 
rette,  e  dalle  rette  derivano  punti.  Per  tal  maniera  con  que- 
sta derivazione  si  passa  da  un  teorema  ad  un  altro  ben  dif- 
ferente nel  suo  oggetto;  la  relazione  tra  i  due  teoremi  ,  in 
guisa  che  l'uno  è  necessaria  conseguenza  dell'altro,  costitui- 
sce il  Dualismo,  di  cui  avremo  continua  occasione  di  occu- 
parci. 
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39.  Stabiliamo  alcune  delle  relazioni  tra  due  figure  reci- 
proche: 1.°  Le  proprietà  di  allineamento,  che  si  dicono  gra- 
fiche (  per  contrapposto  alle  proprietà  metriche  ) ,  le  quali  si 
mantengono  invariate  nella  similitudine  e  nell'affinità,  sassi* 
stono  pure  nella  reciprocità;  peraltro  con  questa  avvertenza 
che  la  proprietà  di  alquanti  punti  d'essere  in  linea  retta  si 
cangia  (§.  37)  nella  proprietà  d'altrettante  rette  di  concorrere 
in  uno  stesso  punto,  e  viceversa.  — 2.°  Il  seno  dell'angolo  for- 
mato da  due  rette  m  n  è  uguale  al  seno  dell'angolo  ,  sotto 
cni  i  punti  reciproci  M  N  sono  vedati  dal  centro  di  recipro- 
cità I,  cioè 

sen(m,  n)  =  sen  MIN. 

In  particolare  a  due  rette  parallele  corrispondono  come  reci- 
proci due  punti  posti  sullo  stesso  raggio  di  reciprocità.  — 
3.°  Sono  pure  uguali  i  seni  delle  inclinazioni  della  retta  m  col 
raggio  di  reciprocità  IN,  e  del  raggio  IM  colla  retta  n. —  4.° 
È  costante  il  prodotto  delle  distanze  del  centro  di  reciprocità 
da  un  punto  e  dalla  sua  retta  reciproca,  cioè 

lM.IM'=IN.IN'=ec.  =r. 

—  5.°  Se  P'  è  il  punto  reciproco  della  retta  MN  si  ha 

MN  :  IM  .  IN  =  IP'.  sen(m,  n)  :  r. 

Infatti  r  :  IP'  è  uguale  alla  distanza  IP  del  centro  di  reci- 
procità dalla  retta  MN,  e  due  note  espressioni  dell'area  del 
triangolo  IMN  danno 

MN.IP=lM.IN.sen  MIN  . 

Alcune  semplici  applicazioni  ci  abitueranno  all'uso  di  questi 
canoni  della  reciprocità. 

40.  Se  in  un  triangolo  ABC  (Fig.  18.)  prendasi  per  cen- 
tro di  reciprocità  un  punto  I  della  sua  altezza  AD  ,  potrà 
supporsi  che  il  vertice  A  sia  reciproco  della  base  BC.  (Quan- 
do 1  cade  tra  A  e  D  viene  a  supporsi  che  il  prodotto  co- 
stante r  sia  negativo;  come  già  ebbimo  occasione  di  osser- 
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▼are  rispetto  all'inversione  (§.  31.).  La  reciproca  del  ponto 
B  appartenente  alla  retta  a  passerà  (§.  37.)  per  A,  e  sarà 
perpendicolare  al  raggio  di  reciprocità  1B  ;  e  perciò ,  se  la 
B1E  sia  perpendicolare  alla  AG,  questa  sarà  la  reciproca  del 
punto  B;  quindi  saranno  eguali  (§.  39.  4.°)  i  due  prodotti 
IA .  ID ,  IB  .  IE .  Inoltre  la  reciproca  del  punto  G  dovendo 
passare  pei  due  punti  A  B  ,  reciproci  delle  rette  ab,  sarà 
il  lato  AB;  dunque:  Le  tre  altezze  d'ogni  triangolo  si  tagliono 
in  uno  stesso  punto,  ohe  è  il  centro  di  reciprocità ,  rispetto  al 
quale  i  lati  del  triangolo  sono  reciproci  dei  vertici.  Gosl  quel 
ponto  I,  che  occorre  molto  di  frequente ,  potrebbe  dirsi  il 
centro  di  reciprocità  del  triangolo. 

41.  Se  in  qb  triangolo  LMN  (Fig.  19.  2.a)  le  rette  e  f 
dimezzino  gli  angoli  M  N  è  noto  che  la  retta  cf,  che  unisce 
il  loro  punto  d'incontro  P  col  terzo  vertice  L  dimezza  an- 
che questo  angolo.  Cerchiamo  il  teorema  che  ne  risalta  colla 
derivazione.  Mediante  oa  qualunque  centro  di  reciprocità  B 
si  formi  la  figura  19.  3.a  reciproca  della  19.  2.°  (il  che  ap- 
parisce dalle  lettere  omonime  dei  punti  e  delle  rette  recipro- 
che) e  pel  §.  39.  2.°  1.°  vedremo  che;  Per  un  triangolo  ABC 
e  per  un  punto  qucdunque  R,  se  gli  angoli  ARC  ARB  sono  di- 
mezzati dalle  RE  RF,  e  la  retta  EF  taglia  il  terzo  lato  BC  in 
D,  anche  la  RD  formerà  colle  RA  RB  angoli  di  seni  uguali. 
42.  Nel  triangolo  ABC  la  FÉ  (Fig.  19.  1.°)  parallela  alla 
base  taglia  i  lati  in  guisa  che  AF  .CE  =  AE  .  BF.  col  cen- 
tro di  reciprocità  I  si  formi  la  fig.  19.  2."  reciproca  della 
precèdente;  i  punti  L  P  reciproci  delle  rette  BC  FÉ  saranno 
in  linea  retta  con  I  (§.39.2.°),  retta  che  é  segnata  colla  lettera 
d.  Nella  precedente  equazione  sostituendo  alle  rette  AF  CE 
ec.  i  valori  dati  al  §.  39.  5.°  si  avrà  , 

IA  .  IF  .  IN  .  sen(a,  /).  IC  .  IE  .  IM .  sen(c,  e) 

=  IA  .  IE  .  IM  sen(a,  e)  .IB  .  IF  .  IN  sen  (*, /). 

ed  osservando  che  a  motivo  del  §.  39.  4  °  il  rapporto  IC:IB 
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eguaglia  quello  delle  distanze  del  punto  I  dalle  rette  b  e  ed 
è  quindi 

=  sen  ILM  :  sen  ILH , 

vedremo  che  :  Gli  angoli  compresi  tra  i  lati  di  un  triangolo 
(Fig.  19.  2.a)  e  le  rette  che  dai  tre  vertici  concorrono  in  uno 
stesso  punto  P  hanno  la  relazione 

sen(a,  f)  .  sen(6,  d) .  sen(e,  e)  =  sen(a,  e)  .  sen(c,  d)  .  sen(  j,  f). 

43.  Se  nella  precedente  Fig.  19.  2.a  esegniamo  una  se- 
conda derivazione  rispetto  ad  un  qualunque  centro  di  reci- 
procità R,  che  non  appartenga  ad  alcuna  delle  sei  rette  abt 
d  e  f  otteniamo  la  figura  19.  3.a,  che  é  un  triangolo  ABC , 
i  cui  lati  sono  tagliati  da  una  retta  DFE,  viceversa  questa 
seconda  figura  darà  sempre  colla  reciprocità  una  figura  co- 
me la  19.  2.a,  per  la  quale  abbiamo  dimostrato  il  teorema 
del  §.  42;  sicché  mediante  la  formula  del  §.  39.  5.°  giun- 
geremo all'altro  teorema  :  I  segmenti  dei  lati  di  un  triangolo 
tagliati  da  una  retta  hanno  la  relazione 

AF  .BD.  CE=AE.CD.BF. 

Questa  importante  relazione  ci  occuperà  più  volte  ;  intanto 
diamo  un  altro  esempio  dell*  oso  della  reciprocità  a  scoprire 
nuovi  teoremi. 

44.  Se  nella  fiig.  19.  2."  le  rette  de  f  sono  rispettivamente 
perpendicolari  ai  lati  ab  e  è  noto  (§.  40.)  che  esse  s'incon- 
trano in  uno  stesso  ponto.  Perciò  (§.  39.  2.°)  nella  fig.  19. 
3.°  sono  retti  gli  angoli  ARD  BRE  GRF.  Qualunque  sia  la 
figura  ABCDEF  (che  dicesi  un  quadrilatero  completo  perché 
é  formato  da  quattro  rette,  le  quali  oltre  formare  il  quadri- 
latero GBFE  sono  prolungale  fino  agli  altri  due  loro  punti 
d'incontro  AD  ),  se  i  due  circoli  che  hanno  per  diametri  le 
due  diagonali  BE  GF  si  tagliono  in  dne  punti;  uno  qualun- 
que di  questi  preso  per  centro  di  reciprocità  darà  la  Fig. 
19.  2.a,  nella  quale  anche  la  retta  d  sarà  perpendicolare  alla 
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«,  e  quindi  nella  figura  primitiva  sarà  retto  anche  l'angolo 
A&D;  e  quindi  per  ciascuno  di  quei  punti  passerà  anche  il 
circolo  che  ha  per  diametro  la  AD,  che  dicesi  essa  pare  dia- 
gonale del  quadrilatero  completo.  Da  ciò  che  i  tre  circoli  si 
tagliano  nei  medesimi  punti  risulta  che  :  In  ogni  quadrilatero 
completo  i  tre  punti  di  mezzo  delle  tre  diagonali  sono  in  linea 
retta. 

V.  Legge  di  Continuità. 

45.  La  dimostrazione  del  precedente  teorema  non  può  dirsi 
del  tutto  rigorosa  (il  che  peraltro  non  è  difetto  dei  metodi 
di  derivazione,  giacché  le  deduzioni  di  questi  sono  rigorose 
e  convincenti  non  meno  di  qualsiasi  altra)  perché  essa  pre- 
suppone che  i  circoli  aventi  per  diametri  due  diagonali  del 
quadrilatero  completo  si  taglino,  e  ciò  potrebbe  non  avvenire. 
Ma  é  impossibile  che  i  tre  punti  di  mezzo  delle  diagonali  sieno 
sempre  in  linea  retta,  finché  i  circoli  descritti  su  di  esse  co- 
me diametri  si  taglino,  e  cessino  d'essere  in  linea  retta  quando 
i  circoli  non  si  tagliano. — Si  ammette  come  legge  di  continuità 
che  se  di  un  teorema  si  conosce  una  dimostrazione  non  già 
limitata  a  qualche  caso  speciale,  bensì  generale  salva  qualche 
restrizione,  e  se  il  teorema  rimanga  possibile  (diverrebbe  im- 
possibile se  divenisse  immaginario  ciò  che  ne  forma  l'oggetto) 
anche  fuori  di  quella  restrizione,  esso  rimanga  per  tal  ma- 
niera compiutamente  dimostrato.  Nel  nostro  caso,  oggetto  del 
teorema  sono  i  tre  punti  di  mezzo  delle  diagonali  (che  ri- 
mangono sempre  reali),  e  la  restrizione  della  data  dimostra- 
zione é  che  due  circoli  di  tali  diametri  si  taglino. 

46.  Non  solamente  i  circoli  che  hanno  per  diametri  le  tre 
diagonali  di  un  quadrilatero  completo  hanno  i  centri  in  linea 
retta,  ma  ancora  (§.  44.)  essi  hanno  i  medesimi  due  punti 
comuni.  Quando  due  di  questi  circoli  non  si  tagliano,  non 
può  dirsi  che  il  terzo  circolo  passi  pei  due  medesimi  punti 
d'intersezione;  poiché  questi  punti  sono  divenuti  impossibili: 
ma  se  troveremo  un  qualche  carattere  che  dislingua  tutti  i 
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oircoli  che  passane  pei  medesimi  due  punti,  e  se  qnes|o  ca- 
rattere rimanga  reale  eziandio  quando  divengano  inynagmaHi 
i  dua  punti  d'intersezione,  noi  potremo  per  la  legge  di  con- 
tinuità estendere  il^teorema  aache^dal  caso  generale  dette  in- 
tersezioni reali,  al  caso  egualmente  generale  delle  iaterae» 
«ioni  immaginarie.  Ora  pel  §.  32.  noi  sappiane  eke  tre  o  più 
circoli  passanti  pei  medesimi  due  punti  sono  tagliati  ortogo- 
nalmente da  una  stessa  serie  di  circoli;  quindi  la  legge  di 
continuità  ci  autorizza  a  stabilire  il  teorema  :  /  cùrooli  che 
homo  per  diametri  le  ire  diagonali  di  un  quadrilatero  completa 
tono  tempre  tagliati  ortogonalmente  da  uno  elesto  sitkmat  di  cir- 
coli. Perciò  *e  i  tre  circoli  non  hanno  due,  punti  cameni  $ 
lyuwo  invece,  dot.  poeti  K  L  ($.  3SL)  ctityityjptfr  armonici  vh 
spetta  a  ciascuno  di  easj>. 

4*?.  ftianiQ  un  ^Itr^  esempio»  dell'uso  dt41%  legge  di  co»* 
tinnita^  e  prima,  traviamo  mediante  la  devivaaieee  di  affiniti 
un  tempro  più  geit*aje  del  precedente.  Se  sn  due  diago- 
nali dì  W  qnadrilateto.  completo  come  diametri  sieno  de- 
scritta due  ellissi  omotetiche  che  ai  taglino»  potremo  coll'af- 
fcùià  (§.  1Q»  5.9)  ridare  \w§  di  queste  ad  un.  oiwole,  e  tale 
si  ridurrti  apatie  Poltra  (giacché  nell'affinità  il  parallelismo  ai 
conserva))  il  qm dri  Utero  completo  remerà  tale;  perciò  vi  sa* 
rà  (§.  44}  un  Hbzq  circolo  col  diametro  nella  terza  diagea»- 
le,  che  pastura  per  le  intersezioni  dai  due  circoli;  e  ri  Cor* 
naedo  alla  figura  primitiva  si  vede  che  :  Tre  ciliari  omoteti- 
che detcriUe  sulle  diagonali  di  un ,  quadrilateto  completo  corno 
diametri ,  se  ei  tagliano,  ti  tagliano  nei  due  medesimi  punti. —  Già 
poftto,  considerando  che  le  iperbole  sono,  curve  tanto  gene- 
rali quanto  le.  ellissi,  e.  possono  riguardarsi,  come  ellissi  di 
cui  up  aase  prese  no  valore  immaginario,  la  legge  di  conti- 
nuità ci  autorizza  ed  estendere  il  suddetto  teoresi*  alle  iper* 
bolo  omotetiche,  che  hanno  quelle  diagonali  per  diametri  pei* 
inarii.  Ed  il  teorema  si  considera  coap  rigorosamente  stabi- 
lito quantunque  il  precedente  mezzo  di  dimostrazione  non  sia 
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più  valida»  essendoché  lo  tre  iperbole  omotetiche  non  possono 
per  alcuna  maniera  derivare  da  tre  circoli. 

48.  La  legge  di  continuità  si  adopera  anche  id  altra  dir- 
costatila,  nella  quale  riesce  ancora  più  evidente  la  sua  ve- 
rità. Se  nn  teorema  é  dimostrato  generatacele,  esso  non 
cessa  d'esser  vero  nel  caso  speciale,  che  qualche  suo  piloto 
paesi  a  distanza  infinita,  o  che  due  punti  vengane;  a  coinci- 
dere insieme,  ecc.;  sempre  però  che  in  tal  modo  non  divenga 
indeterminato  l'oggetto  del  teorema  stesso.— Nessun*  Geometra 
penserà  mai  che  la  legge  di  continuità  autorizzi  a  fondare 
un  teorema  generale  sopra  una  dimostrazione  particolare.  Cosi 
il  teorema  sulle  ellissi  (§.  47.)  non  si  sarebbe  per  certo  po- 
tuto dedurre-  da  quello  relativo  ai  circoli  (§  44.),  che  ne  è 
•soltanto  un  caso  speciale;  ci  volte  la  derivazione  di  affinità 
per  generalizzare  hi  tal  modo  il  teorema.  L'analogia  tra  le 
figure  piane  e  quelle  dello  spazio,  e  tra  altre  figute  che  si 
rassomigliano,  sarebbe  pure  una  guida  mal  sicura.  Non*  si 
potrà*  mei  adoperarla  se  non  che  qual  mezzo  di  cerca**  nuovi 
teoremi;  purché  essa  non  fosse  una  conseguenza  di  qualche 
derivazione,  nel  qual  caso  sarebbe  «ma  vera-  dhme^lt^ione. 

VL  Derivazione  di  C<ùiineaxioùe  &  di  Omologia. 

49.  dot  mezzo  del  doppio  oso  detta  reciprocità  noi  siamo 
passati  (§.  42.  43.)  da  una  figurala.  1.*  ad  un'altra  19.  3.*, 
che  presenta  le  stesse  proprietà  grafiche  (cioè  a  punti  in  li- 
nea4 retta*  corrispondono  parti  in  linea  retta,  ed  a  rette  con- 
correnti in  um  punto  corrispondono  rette  concorrenti  in  o# 
punto).  Questa  derivazione  è  più  generale  di  quella  d'affini- 
tà; cosi  »  duo  rette  parallele  FÉ  BG  (  Pig.  19.  t".  )  corri- 
spondono due  rette  concorrenti  in  D  (Fig.  19.  3.*),  cioè  que- 
sto punto  corrisponde  ad  uno  che  nella  fig.  19.  \.a  da 
distanza  infinita  sulla  prolungazione  delle  rette  parallele  BC 
FÉ.  Alle  due  figure  daremo  il  nome  di  collineari,  il  quale 
allude  aH'allioeameato  dei  punti ,  che  è  il  soto  Che  si  con- 
servi da  una  figura  all'altra. 
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50»  Se  nella  figura  19.  3.a  la  retta  ti  sia  reciproca  del 
ponto  I,  la  sua  retta  corrispondente  nella  figura  19.  l.a  sarà 
tutta  a  distanza  infinita,  poiché  la  reciproca  del  punto  I  ri- 
spetto al  centro  di  reciprocità  Ida  distanza  infinita.  Ciò  si* 
gnifica  che  se  nella  fig.  3.?  due  rette  BG  FÉ  concorranola 
un  punto  D  della  retta  t,  la  reciproca  d  della  fig.  2.a  passa 
per  I,  quindi  il  punto  D  della  fig.  l.a  ò  a  distanza  infinita, 
e  le  rette  BG  FÉ  sono  parallele.  Quindi  :  Tutti  i  punti  col- 
lineari (cioè  corrispondenti  per  collineazione  )  a  quitti  a  rft- 
stanza  infinita  si  trovano  sopra  uua  retta.  Così  suol  dirsi  a 
buon  diritto  che  tatti  i  punti  a  distanza  infinita  appartengono 
ad  una  retta,  che  chiameremo  la  retta  all'infinito. 

51.  Adoperando  due  volte  la  relazione  (§.39. 5.°)  tra  due 
figure  reciproche  si  potrebbe  trovare  una  relazione  metrica 
tra  due  figure  collineari;  ma  noi  vi  giungeremo  più  breve? 
mente  stabilendo  in  altro  modo  la  derivazione  tra  le  figure 
collineari. — Se  in  due  piani  differenti  si  abbiano  (Fig.  20)  due 
figure  AB  .... ,  AB'....  tali  che  tutte  le  rette  AAf  BE'  ec.  , 
che  uniscono  due  punti  corrispondenti  concorrano  in  uno 
stesso  punto  S,  le  due  figure  si  dicono  prospettive  Cuna  dell' 
altra,  S  ne  é  il  centro  di  prospettiva,  SAA'  ec.  sono  raggi  di 
prospettiva*  É  evidente  che  le  due  figure  hanno  le  stesse  pro- 
prietà grafiche;  poiché  se  alquanti  punti  A  B  ..t.  sono  in  li- 
nea retta,  i|  piano  che  passa  per  essi  e  pel  centro  S  taglierà 
il  pigno  disila  seconda  figura  in  una  retta  ,  che  conterrà  i 
ppnti  corrispondenti  A'  B'  ....  Similmente  se  alquante  rette 
concorrono  io  un  medesimo  punto  lo  stesso  avviene  delle 
loro  corrispondenti  prospettive.  Cosi  le  due  figure  prospettive 
sono  ciò  che  noi  chiamiamo  figure  collineari;  la  derivazione  di 
CQUineazione  essendo  il  passaggio  dall'una  all'altra  di  esse. 

52.  Se  io  una  delle  due  figure  prospettive  si  hanno  due 
o  più  rette  parallele  BG  FÉ,  le  loro  corrispondenti  B'C'  F'E' 
copcorreranno  nel  punto  I',  in  cui  il  piano  della  seconda  fi- 
gura é  incontrata  dal  raggio  condotto    per  S  parallelamente 
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«Ile  BC  FÉ.  Onestò  ponto  1',  in  cai  concorrono  (e  B'C  tf'E', 
è  dunque  il  punto  corrispondente  a  qnello  a  distanza  infini- 
ta, a  cai  si  rivolgono  le  parallele  BC  FÉ.  Se  queste  rette 
mantenendosi  parallele  mutano  direzione ,  cangerà  anche  il 
punto  I',  ed  esso  si  muoverà  lungo  una  retta  IT,  che  é 
quella,  in  cui  il  piano  della  seconda  figurai  è  incontrato  dal 
piano  condotto  per  S  parallelamente  al  piano  della  prima  fi- 
gura. Dunque  la  retta  IT  corrisponde  alla  retta  air  infinito 
della  prima  figura  %  eie  si  accorda    con  quanto   dicemmo  al 

S-  50. 

53.  La  figura  21.  l.a  rappresenta  la  projezione  ortogonale 
di  due  figure  tra  loro  prospettive  sopra  un  piano  'perpendi- 
colare ai  piaui  delle  due  figure;  questi  piani  sono  perciò 
espressi  dalle  due  rette  atbc,  b'ta'c';  il  eentro  di  prospettiva 
è  projettato  in  *.  Tirata  la  $f  parallela  alla  ab>  il  punto/  è 
la  projezione  della  retta  corrispondente  alla  retta  all'  infinito 
della  figura  ab  ...  Similmente  tirata  si  parallela  ad  a'b\  i  è 
la  projezione  della  retta  collineare  alla  retta  all'infinito  della 
figura  a'b\ 

54.  Le  due  figure  tra  loro  prospettive  (ABC...)  (A/B'C..) 
(adopero  le  parentesi  per  indicare  le  figure  poste  nello  spa- 
zio, e  delle  quali  le  fig.  21.  l.u  e  %a  sono  le  projezioni)  si 
vedono  nella  fig.  21.  l.a  projettaté  sopra  un  piano  perpen- 
dicolare ad  entrambi  i  loro  piani,  e  nella  fig.  21.  2.a  pro- 
iettate sopra  un  piano  perpondicolare  al  precedente. —  Per  la 
similitudine  dei  triangoli  sia  a'js  é 

%a  .  j  a'  =5  si .  sf  j 

perlochè  è  facile  scorgere  che  rispetto  alle  due  figure  tra 
loro  prospettive  ha  luogo  la  seguente  relazione  i  Nelle  figure 
collineari  le  distanze  di  due  punti  corrispondenti  (A)  (Af)  dalie 
due  rette  (II)  (IT)  corrispondenti  alle  rette  all'infinito  hanno 
prodotto  costante;  egli  è  per  questo  che  le  (II)  (l'I*)  si  di- 
ranno gli  assi  d'inversione  delle  due  figure  tra  loro  collineari. 


(  438  ) 

5p.  Le  due  figure  (AB...)  (A'B'...)  tolte  dalla  loro  posizio- 
ne (§.  51.)  di  prospettiva  conservano  soltanto  il  pome  di  eoi- 
lineari.  Quando  sono  tutte  due  situate  sopra  uno  stesso  pia- 
no possono  ricevere  una  certa  mutua  posizione,  che  ha  tatto 
|e  proprietà  della  posizione»  di  prospettiva,  e  che  merita  spe- 
ciale riguardo;  in  tal  caso  le  due  figure  si  dicono  omologhe 
q  derivazione  di  omologia  è  il  passaggio  dall'una  all'altra. —  Di 
qqpsta  relazione  di  omologia  ci  dà  un  esempio  la  fig*  21.  2,* 
che  è  la  proiezione  ortogonale  di  due  figure  tra  loro  pro- 
spettive e  del  loro  centro  di  prospettiva.  Le  due  figure  ABC... 
A'B'C'»»  sono  omologhe,  il  punto  S  (projezione  del  centro  di 
prospettica)  i  il  loro  centro  d'omologia;  la  projezione  TUV 
4  e  II' intersezione  dei  piani  delle  due  figure  prospettive  la  di- 
remo am  d'omohgtfy  e  finalmente  le  projezioni  II  II'  degli 
?s*i  d'inversione  delle  figure  prospettive  saranno  gli  oasi  d* 
ùwtìTHQnfi  delle  figure  omologhe. 

56.  Ponendo  mente  alla  relazioni  fra  le  figure  prospettive 
(  $>  51,  52*  63  )  si  rendono  palesi  le  seguenti  relazioni  tra 
due  figure  omologhe.  1.°  Le  fi  gore  omologhe  sono  collineari, 
cio£  a.  Hpee  rette  corrispondono  linee  rette.  • — 2.°  Due  punti 
etnologi*  (cifrò  corrispondenti  in  due  figure  omologhe)  A  A' 
aono  aempro  in  linea  retta  col  centro  d'omologia;  cioè  sono 
io  uno  stesso  raggio  di  omologia  SA' A*—  3.°  Due  rette  omolo- 
ghe AB  ArB(  si  tagliano  sempre  in  un  punto  dell'esse  d'omo- 
logia.r—  4.*  Le  omologhe  di  rette  parallele  seno  rette  concor- 
renti in  un  punto  del  proprio  asse  d'inversione,  che  è  omo- 
logo della  retta  all'infinito  dell'altra  figura. —  5.°  I  due  assi  d9 
inversione  II  fi'  sono  paralleli  all'asse  d'omologia  IV  ,  e  le 
distanze  dell'uno  dall'asse  d'omologia  e  dell'altro  dal  centro 
4'omplftgi*  sono  eguali*  Ciò  risulta  dall'essere  «*/  (Fig.  21. 
\.a)  up  parallelogrammo.—  6.°  Le  distanze  di  due.  punti  omo* 
(og^i  A  A'  4*i  due  aasi  d' inveratone  II  l't'  so*o  invera* 
mente  proporaifonali.-rt  7.°  I|  centro  demologia  è  omologo  di 
sé  m$desinty>j  dicasi  lo  stesso  di  ogni  punto  doll'asso  d'omo- 
logia. 
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57.  L'omologia  di  due  figure  può  esser  differente  secondo 
la  diversa  disposizione  degli  assi  d'inversione  rispetto  ài  cen-> 
tro  ed  all'asse  d'omologia.  Il  caso  pia  semplice  si  è  quello 
che  i  due  assi  d'inversione  coincidano  in  dna  sola  retta,  cb<* 
sarà  (§.  56.  5.°)  equidistante  tra  il  centro  e  l'aste  d'omolo- 
gia; allora  noi  diremo  che  l'omologia  é  armonica.^  Un  altro 
caso  osservabile*  ma  meno  importante,  é  Quello  che  il  ceu-« 
tro  d  omologia  si  tfovi  saltasse  d'omologia,  allora  i  due  assi 
d'inversione  sono  dalle  due  parti  ed  equidistanti  dall'esse  d' 
omologia, 

58.  Nell'omologia  armonica  la  figura  omologa  ddV  ométóga 
toincide  cotta  primitiva.  Dimostreremo  ciò  Mostrando  come 
conoscendo  il  centro  S  (Fig«  22)  l'asse  d'omologia  TUV,  ed 
qno  degli  assi  d'inversione  bì  costruisca  il  punto  oiftologb  dì 
un'altro*  il  che  ci  tornerà  Utile  nella  descrittole  delle  figure 
omologhe»  Per  trovare  il  punto  omologo  di  A  nella  figura 
omologa  a  coi  spetta  l'asse  d'inversione  I'»  tireremo  ÀU  pa- 
rallela al  ràggio  SI'*  e  la  I'U  taglierà  il  ràggio  di  omologia 
SA  nel  cercato  pùnto  A'.  Infatti  tolte  le  rette  parallele  allò 
UÀ  TS  hanno  (§.  56.  4.°)  le  loro  omologhe  concorrenti  in  un 
punto  dell'asse  d'inversione,  e  precisamente  in  1\  giacché  lo 
rètta  TS  é  (§.  56.  7.°)  omologa  di  sé  stessa;  dunque  èssendo 
U  ($.  56.°  7.°)  omologo  di  so  stesso,  là  UÀ  Avrà  per  omo* 
Ioga  la  I'UA'« —  Se  invece  fosse  dato  I  si  tirerebbe  IAV,  In 
coi  omologa  passerebbe  per  V  (perchè  le  felle  dinotdghe  si 
incontrano  nell'asse  d'omologia)  e  farebbe  parallela  stia  SI , 
poiché  tutte  le  rette  che  concorrono  in  I  hanno  le  loro  omo-* 
loghe  parallèle.  «**  Ora  se  i  d  ti  e  assi  d'inversione  I J' coincidano* 
insieme*  come  avviene  nell'omologia  armonica,  l'  operazione 
stessa,  con  coi  si  passa  da  A  ad  A'  ricondurrebbe  da  A'  ad 
A;  cioè  se  il  punto  B  della  prima  figura  c^intìida  con  À'*  it 
fcnó  omologo  B'  coinciderà  con  A  ;  il  che  è  quanto  voleva? 
dimostrarsi. 

59.  Còtta  deriviazione  di  collineazione  si  può  sempre  /far  andar 
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all'infinito  una  retta.  Infatti  possiamo  prenderò  fuori  del  piano 
della  figura  un  centro  di  prospettiva  (§.  51.)  ,  poscia  sopra 
un  piano  parallelo  a  quello,  che  passa  pel  centro  di  prospet- 
tiva e  per  la  data  retta,  immaginare  costrutta  la  figura  pro- 
spettiva della  proposta. —  La  stessa  cosa  può  ottenersi  coli* 
omologia  prendendo  la  data  retta  per  asse  d'inversione,  e  po- 
scia scegliendo  ad  arbitrio  il  centro  d'omologia  e  Tasse  d'o- 
mologia parallelo  a  quello  d'inversione.  Raccomando  al  Let- 
tore qualche  esercizio  grafico  su  tal  proposito,  egli  potrà  pre- 
ferire l'omologia  armonica  :  del  resto,  a  raggiungere  lo  scopo 
della  geometria  di  derivazione,  non  occorre  costruire  la  fi- 
gura, nella  quale  una  retta  sia  passata  a  distanza  infinita  ; 
basta  immaginarla. 

60.  Dimostriamo  ora  l'importantissimo  teorema  :  Se  due 
triangoli  ABC  (Fig.  21.  2.«)  ABC  hanno  le  rette  A  A'  BB' 
CC,  che  ne  uniscono  i  vertici  concorrenti  in  uno  stesso  punto 
S,  •  punti  d'incontro  T  U  V  dei. lati  corrispondenti  saranno  in 
Unea  reità;  —  e  viceversa.  Così  una  sola  delle  condizioni  é  suf- 
ficiente a  stabilire  l'omologia  di  due  triangoli.  Adoperiamo  la 
derivazione  di  collineazione,  e  supponiamo  che  nella  fig.  23. 
collineare  della  fig.  21.  2.a  sieno:  andati  a  distanza  infinita  i 
punti  T  U,  e  perciò  sieno  divenuti  paralleli  i  lati  BC  B'C , 
nonché  i  due  AG  A'C  Se  le  rette  AA'  BB'  CC  concorrano 
in  S,  la  geometria  elementare  dimostrerà  che  anche  AB  sarà 
parallela  alla  A'B';  perciò  passando  dalla  figura  23  alla  sua 
collineare  fig.  21.  2."  vedremo  che  i  tre  punti  T  U  V  cor- 
rispondenti a  tre  punti  posti  all'infinito  (§.  50;  56. 4.°)  sono 
in  linea  retta. —  Viceversa  se  nella  figura  21. 2.*  i  tre  ponti 
TU  V  fossero  in  linea  retta,  essi  andrebbero  insieme  a  di- 
stanza infinita,  e  nella  figura  23  i  due  triangoli  ABC  A'B'C 
avrebbero  i  lati  paralleli ,  e  perciò  sarebbero  omotetici  col 
centro  di  similitudine  S,  il  quale  ripassando  nella  fig.  21.  2.a 
mostrerebbe  che  le  tre  rette  AA'  BB'  CC  s'incontrano  in  uno 
stesso  punto. 
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61.  Il  precedente  teorema  può  dimostrarsi  anche  coli  al- 
tro processo  di  derivazione.  Immaginiamo  che  la  6 gara  21. 
%a  sia  (come  abbiamo  antecedentemente  supposto)  la  prote- 
ttone ortogonale  di  due  figure  prospettive,  te  quali  sieno  due 
triangoli  (che  diremo  obbiettivi  e  segneremo  con  (ABC)  (A' 
B'C)  ),  che  abbiano  le  projezioni  ABC  A'B'C,  e  sieno  situati 
in  due  piani  differenti.  Se  nella  fig.  21.  2."  SAA'  SBB'  SCC 
sono  tre  linee  rette,  possiamo  supporre  che  sieno  pur  rette 
le  corrispondenti  (SAA')  (SBB')  SCC)  della  figura  obbiettiva; 
perciò  il  piano  delle  due  (SAA')  (SBB)  taglierà  l'intersezione 
dei  due  piani  (ABC)  (  A'B'C)  in  un  punto  (V),  che  apparte- 
nendo alle  due  rette  (AB)  (A'B')  avrà  per  prelezione  il  punto 
V;  dicasi  lo  stesso  dei  due  punti  (U)  (T)  projettati  in  U  T; 
e  siccome  i  tre  punti  (V)  (U)  (T)  appartenendo  all'  interse- 
zione dei  due  piani  (ABC)  (A'B'C)  sono  in  linea  retta,  cosi 
sarà  lo  stesso  delle  loro  projezioni  V  U  T. —  Viceversa  se  nella 
figura  21.  2."  sono  in  linea  retta  i  tre  punti  V  U  T  noi 
possiamo  supporre  che  essa  sia  la  proiezione  di  due  trian- 
goli obbiettivi  (ABC)  (A'B'C)  >  i  cui  lati  corrispondenti  s'in- 
contrino in  tre  punti»  dell'intersezione  dei  loro  piani  ;  allora 
nella  figura  obbiettiva  i  piani  (ABVA'B')  (ACUA'C)  si  taglie- 
ranno  nella  retta  (AA'),  la  quale  incontrerà  ambedue  le  (BB') 
(CC)  nel  punto  (S),  in  cui  essa  é  tagliata  dal  piano  (BCIB'C); 

e  quindi  anche  le  tre  projezioni  AA'  BB'  CC  s'incontreranno 
in  uno  stesso  punto  S. 

62.  Pongasi  mente  ai  due  modi  di  dimostrazione.  Nell'uno 
(§•  60.)  mediante  la  derivazione  siamo  passati  ad  una  figura 
più  semplice  (Fig.  23),  nella  quale  era  quasi  evidente  il  teo- 
rema che  volevamo  dimostrare  sulla  fig.  21.  2.a  Neil'  altro 
(§.  61.)  siamo  passati  ad  una  Ggura  a  tre  dimensioni  (  che 
dicemmo  obbiettiva),  nella  quale  fu  facile  scorgere  la  neces- 
sità di  quell'allineamento  che  non  appariva  quando  tutti  i 
piani  della  figura  obbiettiva  si  riducevano  ad  uno  solo  nella 
figura  proposta. 


(  442  ) 

63.  Il  teorema  sa  due  triangoli  omologhi  (§.  60.)  si  può 
presentare  sotto  molti  aspetti;  ma  esso  facilmente  si  scorgerà 
notando  che  la  figura  è  essenzialmente  costituita  da  dieci 
rette  che  a  tre  a  tre  s'incontrano  in  dieci  plinti.  Uno  qua- 
lunque di  questi  può  prendersi  per  centro  di  omologia ,  e 
sempre  si  scorgeranno  nella  figura  due  triangoli  omologhi  ed 
il  loro  asse  d'omologia.  Così  se  prendaci  T  per  centro  d  omo* 
logia,  l'asse  d'omologia  é  SA 'A*  nel  quale  si  tagliano  i  lati 
corrispondenti  dei  due  triangoli  omologhi  VBB'  UCC;  e  se 
A  é  il  centro  d'omologia,  AlIV  SGB  sono  i  due  triangoli  e 
TB'C  ne  é  Tasse  d'omologia  :  ec.  Questo  teorema  può  ado-  m 
perarsi  a  determinare  còl  mezzo  d'allineamenti  alcuni  punti 
dipendenti  da  altri,  che  cadono   troppo  da  lungi. 

64.  Problema.  Trovar*  tulla  rètta  AB  (Fig.  24)  il  punto  V, 
nel  quak  essa  è  tegliate  dalla  diagonale  di  un  quadrilatero,  di 
cui  tono  inaccessibili  i  due  tortici.  Si  consideri  questa  diago- 
nale come  Tasse  d'omologia,  e  per  centro  d'omologia  preo- 
dasi un  ponto  S  scelto' ad  arbitrio  sopra  un'altra  CC'  delle 
diagonali  $e!  quadrilatero;  due  dei  lati  di  ciascuno  dei  tri- 
angoli omologhi  sieno  quelli  del  quadrilatero,  e  si  determini 
il  terzo  lato  corrispondente  alla  AB  t  si  otterrà  così  la  retta 
A'B',  che  taglierà  la  AB  nel  ponto  desiderato  Potrà  tornar 
comodo  di  supporre  che  il  punto  S  sia  a  distanza  infinita  ; 
allora  si  tireranno  le  AA'  BB'  parallele  alla  CC. 

65.  Se  si  yolesse  una  retta  parallela  alla  diagonale ,  che 
unisce  il  punto  di  concorso  delle  rette  AG  A'C  con  quello 
delle  BC  B'C  si  supporrebbe  che  la  precedente  AB  fosse  a 
distanza  infinita.  Quindi  per  un  punto  qualunque  S  della  dia- 
gonale CC'  (Fig.  24.  bis)  del  dato  quadrilatero  n  tireranno 
le  SA'  SB'  parallele  ai  due  lati  AG  BG  del  quadrilatero,  e 
che  incontrano  i  due  lati  A'C  B'C  ad  essi  opposti,  e  la  A'Br 
sarà  parallela  alla  terza  diagonale  TU  del  quadrilatera  Que- 
sta costruzione  può  considerarsi  come  abbastanza  giustificata 
essendo  un  caso  estremo  di  quella  del  §  precedente  (§.  48)J 
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d'altronde  cella  fig.  24.  bis  può  notarsi  che  i  due  triangoli 
CTU  SBrA'  sono  omotetici,  essendone  C  il  centro  di  simili- 
lodine. 

66.  Problemi  Per  un  punto  T  (Fig.  25.)  condurre  una  rotta 
che  tagli  la  data  A'U  nello  Steno  putito,  in  cui  sarebbe  tagliata 
dalla  retta  che  dal  punto  C  va  ai  punto  di  concorso  delle  rette 
AA'  BB'.  Considerato  questo  ponto  di  concorso  come  il  cen- 
tro d'omologia,  e  pel  dato  punto  T  tirato  ad  arbitrio  Tasse 
d'omologia  TUV  si  tireranno  le  rette  TCB,  OCA,  ABV,  VB'A', 
e  la  TB'  taglierà  la  A'U  nel  punto  cercato  C. —  É  facile  in- 
tendere che  se  volesse  tagliarsi  la  A'U  con  una  retta  paral- 
lela ad  una  data  basterebbe  supporre  T  a  distanza  infinita, 
e  tirare  le  CV  GB  B'C  tra  loro  parallele. 

67.  Le  figure  collineari  oltre  avere  comuni  lotte  le  pro- 
prietà grafiche  (cioè  le  condizioni  d'allineamento  dei  punti  e 
di  simultanea  concorrenza  delle  rette  )  hanno  pure  comuni 
alcune  proprietà  metriche,  di  coi  ora  spiegheremo  la  più  ge- 
nerale ed  importante.  Gol.  ragionamento  stesso  del  §.  39.  5.° 
si  vede  che  (Fig.  26) 

MN»SM.  SN.  seo  MSN  :  SP  j 

e  siccome,  sia  nella  prospettiva  (§.  51.)  sia  nell*  omologia 
(§•  55),  l'angolo  MSN  é  identico  coll'angolo  M'SN';cosi  tro- 
veremo 

MN  :M'N'  =  SM  .  SN  .  SQ'  :  SM'  .  SN' .  SP  t 

essendo  SP  SQ'  le  perpendicolari  abbassale  dal  centro  di  pro- 
spettiva o  di  omologia  sulle  due  rette  collineari  (cioè  corri- 
spóndenti in  due  figure  tra  loro  collineari)  MN  M'N'.  Ora  se 
rispetto  ad  una  delle  due  figure  abbia  loogo  un*  equazione 
omogenea  intera  tale,  che  in  ciascun  termine  sieno  compresi 
gli  stessi  punti,  non  che  le  slesse  direzioni  di  rette,  noi  po- 
tremo molare  tutte  le  iettare  M  N  ....  noHe  M'  N'  -..  »  scora 
che  l'equaxione  cesai  d'essere  esatta,  poiché,  mediante  il  pro- 
cedente valore  del  rapporto  MN  :  M'N1 ,  si  vede  che  tutti  i 
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termini  verranno  così  a  moltiplicarsi  per  gli  stessi  rapporti 
SM'  :  SM  ,  e  per  gli  stessi  SP  :  SQ'.  Le  proprietà  espresse 
da  tali  sorta  di  equazioni  si  diranno  proprietà  proiettive,  per- 
chè esse  sassistono  nella  derivazione  da  una  figura  ad  ogni 
sua  prospettiva  ossia  projezione  concorrente.  Vedemmo  che  te 
proprietà  grafiche  sono  tatte  projettive.  Questo  è  il  signifi- 
cato del  titolo  dell'eccellente  opera  del  Poncelet  :  Théorie  dee 
proprietà  projectivee  dee  figure*.  (Paris  1822.) 
68.  I  prodotti  di  rapporti  delle  forme 

AB   CD___    AB   CD^       EF  _ 
CB  '  AD  —  Pì      CB  '  ED  #  ÀF  ~9' 

AB    CD    EF    GH 

GB    ED    GF    AH 

i 

nei  quali  i  due  termini  di  ciascun  rapporto  parziale  sieno 
porzioni  di  una  stessa  retta  ,  appartengono  al  caso  contem- 
plato nel  §  precedente.  Noi  H  diremo  rapporti  progettiti ,  ed 

in  particolare 

p=  AB.CD.-CB.  AD 

si  dirà  un  doppio-rapporto  (rapporto  anharmonique  del  Chaslcs). 
Le  equazioni  projettive  menzionale  nel  §.  67  possono  ridursi 
mediante  la  divisione  ad  avere  in  ciascun  termine  un  rapporto 
proiettivo.  Perchè  apparisca  più  chiaramente  r  ordine  delle 
lettere  potrà  scriversi  ; 

p  =  AB  .  CD  i  AD  .  CB  , 

r  =  AB.  CD  EF  .  GH  :  AH  .  GF  .  ED  .  CB  ,  ee, 

(ciascun  termine  del  rapporto  comincia  colla  stessa   lettera , 

le  altre  procedono  nei  due  ordini  opposti),  e  simbolicamente 

scriveremo 

p  =  [  ABCD  ]  ,    q  =  £  ABCDEF  ],  ec. 

—Si  noti  berte  che  nei  rapporti  di  porzioni  di  una  stessa  retta 
dee  tenersi  conto  deHe  loro  direzioni,  sicché  il  rapporto  di 
porzioni  dirette  oppostamente  intendasi  negativo. 
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69.  Mediante  la  derivazione  di  collineazione  è  facile  di* 
mostrare  il  teorema  del  §.  43,  che  noi  esprimeremo  cosi  :  / 
lati  d'un  triangolo  ABC  (Fig.  19.  3.a)  sono  tagliati  da  ogni 
retta  EFD  in  involuzione  positiva.  Dicendosi  che  alquanti  punti 
sono  in  involuzione  positiva  o  negativa  quando  il  loro  rap* 
porto  proiettivo  (§.  68.)  è  ugnale  all'unità  positiva  o  negati^ 
▼a.  Nel  caso  del  triangolo  il  rapporto  projeitivo  si  ottiene  in- 
tercalando tra  le  lettere  dei  vertici  quelle  dei  punti  di  se- 
zione dei  lati,  sicché  è 

IA«DCE]=l)Md.    *».».«.- 1, 

dove  ogni  rapporto  parziale  é  quello  di  due  porzioni  di  uno 
stesso  lato.  Se  colla  derivazione  facciamo  andare  all'infinito 
(§.  59.)  il  punto  D,  il  rapporto  BD  ;  CD  diventa  eguale  all' 
unità,  e  nella  Fig.  19.  i.a  abbiamo 

AF  .  CE  =  BF  .  AE  , 
e  siccome  questa  ò  una  nota  conseguenza  dell'essere  FÉ  pa- 
rallela alla  BC ,  così  colla  derivazione  della  fig.  19.  l.a  alla 
19.  3A  resta  dimostrato  il  teorema  proposto.  Non  ci  è  nem- 
meno necessario  ricorrere  al  teorema  sulle  parallele;  infatti 
colla  derivazione  possiamo  far  andare  all'infinito  nello  stesso 
tempo  i  tre  punti  F,  E,  D  che  sono  in  linea  retta  (§.  59)  , 
ed  allora  diviene  eguale  all'unità  positiva  ciascuno  dei  rap- 
porti AF  :  BF ,  BD  :  CD  ,  CE  :  AE.  Acciocché  meglio  s'intenda 
questa  derivazione,  noi  la  presentiamo  nella  fig.  27.  A'B'C 
è  omologa-armonica  della  ABC  rispetto  al  centro  d'omologia 
S  ed  all'asse  d'omologia  TB;  FED  è  Tasse  d'inversione,  per» 
lochè  i  punti  F'  E'  D'  sono  a  distanza  infinita  sui  Iati  A'B', 
A'C,  B'C  rispettivamente  paralleli  ai  raggi  SF,  SE,  SD.I  punti 
del  Iato  AB  hanno  i  loro  omologhi  sulle  due  prolungazioni 
del  lato  A'B',  ed  invece  i  punti  sulla  prolungazione  di  AB 
nel  verso  B  hanno  i  loro  omologhi  da  B'  in  J',  ecc.  Del  re- 
sto per  dimostrare  uo  teorema  non  occorre  menomamente  co- 
struire la  figura  collineare  della  proposta,  bastaodo  soltanto 
immaginarla. 
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70.  Ogni  retta  taglia  in  involuzione  positiva  i  lati  di  ogni 
poligono*  Questo  teorema  che  i  la  geeeralkrzaxione  del  pre- 
cedente può  dimostrarsi  nello  stesso  modo  (§.  69.)  facendo 
andare  all'  infinito  la  trasversale.  Inoltre  la  derivazione  di 
prospettiva  può  adoperarsi  in  altra  maniera:  preso  il  centro 
di  prospettiva  sulla  retta  LP  (Fig.  28.)  ai  descriva  la  prospet- 
tiva del  quadrilatero  sopra  una  sola  retta  À'C  (nella  figura 
i  raggi  di  prospettiva  A  A',  ec.  sono  tutti  paralleli  alla  se- 
cante MLPN,  cioè  il  centro  di  prospettiva  si  suppone  a  di- 
stanza infinita);  il  rapporto  projetfivo  [  A LBMCNDP  ]  con- 
serva lo  stesso  valore  nella  derivata  prospettiva  ,  e  siccome 
in  questa  i  quattro  punti  11,  M',  N',  P',  coincidono  insieme 

così 

A'L'.  B'M'.C'N'.  D'P'  =  A'P'.  D'N'.  C'M'-B'L\ 

ed  anche  nella  figura  primitiva  ha  luogo  l'involuzione  posa* 
tiva. — Se  il  centro  di  prospettiva  si  fosse  preso  a  distanza  fi- 
nita il  ragionamento  fatto  al  §.  67.  valerebbe  anche  per  la 
figura  28  ;  quindi  per  ia  legge  di  continuità  (§.  48)  la  stessa 
conclusione  sassisterà  eziandio  se  il  centra  di  prospettiva  sia 
ai  distanza  infinita.  D'altronde  le  figure  sono  allora  affini,  e 
si  mantiene  invariato  il  rapporto  di  rette  parallele;  cioè 

AL  :  BL  =  A'L'  :  B'L' ,  ec. 

71.  Cerchiamo  quale  relazione  abbia  luogo  fra  tre  punii 
D,  E,  ¥  (Fig.  29.  l.a)  che  tagliano  i  lati  di  un  triangolo  rt 
involuzione  negativa,  cioè  in  modo  che  [AFBDCE]  =  — f. 
Per  passare  ad  una  figura  più.  semplice  non  sarebbe  oppor- 
tuna far  andare  all'infinito  il  lato  BCD,  poiché  aUora  nulla 
sapremmo  sul  rapporto  B'D'  :  CD'  di  due  porzioni  della  rette 
che  sta  a  distanza  infinita.  Prendiamo  per  derivata  la  figura 
2&  2."  io  cui  andarono  all'infinito  i  due  punti  A'  D'  perla- 
che  B/D'  :  C'D'  =  1,  quindi  rimane  A'F'.  CE':  A'E\  BT  che 
deve  porsi  =  —  1  ;  le  due  lunghezze  infinite  A'F'  A'E'  sono 
eguali  e  della  stessa  direzione,  sicchò  finalmente  dev'essere 
CE'  :  B'F'  =  —  1  ;  ora  quando  le  CE',  B<F'  sono  parallele, 
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ed  ugnali  ma  di  opposte  direzioni,  le  B'Ef,  C*F'  nono  paral- 
lele. Ritornando  alla  figura  primitiva  lo  BE,  CF  collineari 
(  ossia  corrispondenti  in  due  figure  deeivate«eollineari  )  atto 
B'E',  CF'  coacorreranno  in  qualche  punto  S  della  rei  la  AI> 
collineare  a  quella,  che  prima  era  a  distanza  infinita ,  e  ad 
un  eai  punto  concorrevano  le  parallele  B'E\  C¥K,  dunque: 
I  iati  di  m»  triangolo*  setto  tagliati  &  involuzione  negatila  da 
Afe  tatti  ohe  dai  vertiei  oppo$ti  concorrono  in  impunto  «amane. 

72.  Trovato  il  teorema  lo  si  può  dimostrare  più  breve* 
mente  prendendo  (§.  51.)  S  per  centro  dì  prospettiva  e  ri- 
ducendo il  triangolo  alla  retta  A,£,  (Fig,  29.  t.a)f  nella  quale 
a  motivo  della  coincidenza  dei  punti  é  identicamente 

ÀJi  •  C,D,*=  -  1 ,  B,D,  :  A,È,  =  -  1 ,  Cfi)  :  B,F,  =  -  lj 

quindi  moltiplicando  tra  loro  queste  tre  equazioni  si  ha 
[AJFjBjDjCJE,]  = — 1,  e  questo  rapporto  proiettivo  avrà  lo 
stoso  valore  nella  figura  primitiva.—  Cosi  si  vede  che  il  teo- 
rema può  estendersi  ad  un  poligono  di  numero  dispari  di 
Iati. 

73.  Al  teorema  del  §.  69.  può  aggiungersi  che  se  i  lati 
di  un  triangolo  sono  tagliali  in  involaaione  positiva  i  tre  punii 
di  sezione  sono  in  linea  retta}  poiché  facendo  andare  alPin* 
finito  due  D ,  E  dei  ponti  di  sezione  ,  rimane  I9  equazione 
AF  x  BF  sbs  1,  la  quale  mostra  che  anche  il  punto  F  é  a  di- 
stanza infinita,  e  che  perciò  (§•  50)  esso  è  sempre,  in  linea 
retto  cogli  altri  due  D,  E. 

74.  Invece  i  lati  di  un  quadrilatero  possooo  esser  tagliati 
in  involuzione  positiva  anche  senza  che  i  punti  di  sezione 
smoo  in  linea  rotta  :  e  primieramente  se  supponiamo  che  in 
una  figura  derivata  dUlla  figura  30  vadano  all'infinito  i  punti 
E,  F  il  quadrilatero  ABCD  diventerà  un  parallelogrammo  (è 
facile  immaginare  la  figura),  i  cui  lati  sono  tagliati  in  invo- 
luzione positiva  dalle  rette  LM,  MP  rispettivamente  parallele 
ai  lati  BC,  AB;  giacché  allora  sarà 

AL=DN,  BM=AP,  CN  =  BL  ,  DP=CM; 


(  448  ) 
dunque  nella  figura  primitiva  :  1  lati  del  quadrilatero  ABCD 
sono  tagliati  in  involuzione  positiva  da  due  rette  BPM  ,  FND 
passanti  pei  punti  di  concorso  dei  lati  opposti. —  Né  questo  è  an- 
cora il  caso  più  generale  ,  poiebé  possono  prendersi  ad  ar- 
bitrio i  tre  punti  L,  M,  N  rimanendo  da  determinare  P  in 
guisa  che  [  ALBMCNDP  ]  =  1  ;  ora  se  nella  figura  derivata 
la  LH  sia  parallela  alla  AC  (questa  figura  derivata ,  in  cai 
il  punto  I  sarebbe  a  distanza  infinita  non  é  descritta ,  ma  è 
facile  immaginarla)  essa  taglierà  proporzionalmente  i  iati  AB, 
BC,  e  quindi  perchè  sia 

AL  .BM.-CM.  BL=AP.DN:CN.DP, 
bisognerà  che  anche  la  PN  tagli  proporzionalmente  i  lati  AD, 
DC;  dunque  nella  figura  primitiva:  Quando  atàia  luogo  t in- 
voluzione positiva  [ALBMCNDP]  =  1  le  tre  rette  AC,  LM,  NP 
concorreranno  in  uno  stesso  punto.    Per  la  stessa  ragione  con- 

correranno  in  uno  stesso  punto  BD,  LP,  MN. 
.  75.  La  dipendenza  necessaria  tra  le  due  ultime  condizioni 

del  precedente  §  stabilisce  un  teorema  grafico  tra  i  dieci  punti 
A,  B,  C,  D,  L,  M,  N,  P,  H,  I,"e  le  dieci  rette  che  li  uni* 
seono  a  tre  a  tre.  Esso  è  il  teorema  già  dato  al  §.  60,  ed 
infatti  possono  per  esempio  scorgersi  i  triangoli  ALP  CMN 
omologhi  rispetto  al  centro  d'omologia  I  ed  al  Tasse  BDH. — Che 
se  supponiamo  linee  rette  le  EPM,FNL  avrà  loogo  l'involuzione 
positiva  e  le  rette  AC,  LM,  PN  dovranno  concorrere  in  uno 
stesso  punto  I;  così  anche  i  nove  punti  A,  C,  L,  M,  N,  P, 
E,  F,  I  sono  riuniti  a  tre  a  tre  da  nove  rette,  e  si  ha  que- 
sto teorema  grafico  più  semplice  e  qoasi    altrettanto  impor- 
tante di  quello  del  §.  60.  Fra  i  varii    enunciati    che  gli  si 
può  dare  preferiremo  i  seguenti  :  L'esagono   ENPFML  t  cu* 
vertici  sono  posti  alternativamente  sulle  due  rette  EM  FL  ha  i 
punti  di  concorso  C,  I,  A  dei  lati  opposti  situati  in  linea  retta. 
V esagono  ALNCMP,  di  cui  tre  lati  alternativi  concorrono  in  E 
e  tre  in  F  ha  le  tre  diagonali  che   $  incontrano  in  un    unico 
punto  I. 
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^»  -^—^— ■  ■  ■    ■        . 

N 

Applicazione  delle  formule,  ch&  riguardano  le  progressioni  tanto 
aritmetiche  quanto  geometriche,  a  dimostrare  alcuni  teoremi  sui 
numeri  ;  ed  enunciato  di  una  proprietà,  che  si  riferisce  aHa 
teorica  generale  dell'equazioni  algebriche  determinate. 

ESTRATTO   DI   UNA  NOTA   (*) 
DEL  PBOF    PAOLO  VOLPICELLI 


I. 

II  Sig.  Wheatstone  ha  pubblicato  (1)  alcuni  teoremi  rela- 
tivi alla  teorica  dei  numeri,  che  assai  facilmente  discendono, 
come  corollari,  dalle  formale  appartenenti  alle  progressioni 
aritmetiche.  Qneste  formale  possono  dare  origine  non  solo  ai 
problemi  sopra  indicati ,  ma  pure  a  molti  altri  ;  ed  inoltre 
quelle  che  appartengono  alle  progressioni  geometriche,  pos- 
sono anch'esse  riescire  utili  per  simili  ricerche.  Ha  per  og- 
getto la  presente  nota  porre  in  chiaro,  con  ogni  generalità , 
la  dipendenza  fra  le  formale  delle  indicate  due  progressioni, 
ed  i  moltissimi  teoremi  che  sai  numeri  da  esse  derivano  , 
battendo  la  via  che  deve  seguirsi,  per  iscoprirli,  e  per  averne 
ad  un  tempo  la  generale  dimostrazione.  Noi  desideriamo  che 
applicazioni  di  tal  genere, possano  trovar  luogo  nelle  istituzioni 
elementari  di  algebra,  ove  ancora  si  lascia  troppo  desiderare, 
quanto  concerne  la  teorica  dei  numeri.  Termineremo  questa 
nota  enunciando  una  proposizione  concernente  le  proprietà 
dell'equazioni  determinate  algebriche,  la  quale  pure  stretta- 
mente si  congiunge  alla  teorica  indicata. 

(*)  Comunicata  il  14  gcnnaro  1855  all'accademia  pontificia  de'Nuo- 
vi  Lincei. 

(1)  Cosmo»  3.°  an.,  5.°  .Voi.,  22  fascicolo,  pag.  045.  Parigi  1854. 
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IL 

Abbiasi  la 

$=f(a9  bf ...  x)  H-  f?(a,  ò, ...  x  -+-  1)  -+■  y(a,  4f  .*.  ,  x  •+-  2) 

esprimerà  evidentemente  il  secondo  membro  di  questa  equa- 
zione una  *erie;  cosicché  potremo  stabilire 

$  =  F(f ,  n)  . 
Ora  facciasi  la  ipotesi 

(«i  )  *  =  A»)  » 

sarà 

/(n)  =  F(y,n), 
dalla  quale  avremo 

9  =  ♦(*)• 
Potrebbe  aneto  formarsi  una  qualunque  altra  delle  ipotesi 

e  si  avranno  le 

F(*  *)  =f.(a),     Ffo>,n)  ^(i)  ,...., 

per  ognuna  delle  quali,  date  due  delle  quantità  che  in  essa 
concorrono,  si  troverà  la  terza. 
Finalmente  sieno  date  le  due  serie 

$  =;  2  9(a,  b9  . .  x)  ,     * '  =  Xfx{a!,  b\  ...  a?'); 
avremo 

3  =  F(y ,  n) ,      s'  =  F»( j,  ,  »')i 

quindi  facciasi  la  ipotesi 
(a3)  F^^P^,  *'). 

Se  questa  equazione  sarà  soddisfatta  per  interi  valori  delle 
n,  n'jle  serie  avranno  una  somma  coinuue,  nel  caso  contra- 
rio esse  non  l'avranno. 
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Supposto  n  =  ri,  se  mediante  valori  determinati  delle  <p , 
(fi ,  ovvero  delle  a,  6,  ..  .  ,  a,  £',  ....  ,  contenute  nelle  me- 
desime, si  potesse  verificare  la  (ai)  indipendentemente  da  n, 
avremmo  allora  due  serie,  che  sarebbero  in  realtà  identiche, 
sebbene  di  forme  diverse  ;  quiudi  la  nuova  serie  nata  da 
quelle,  godrebbe  le  proprietà  di  ambedue  le  proposte. 

Ora  facilmente  si  comprende  che  le  ipotesi  (a,),  (a2),(a^)f 
possono  essere  sorgenti  di  molli  nuovi  teoremi  sui  numeri. 

•  III. 

In  una  progressione  aritmetica,  nella  quale  p  rappresenta 
il  primo  termine,  d  la  differenza,  n  il  numero  dei  termini , 
ri  l'iodice,  u  qualunque  di  essi,  ed  s  la  somma  loro,  abbiamo 

8=pn+—  (n-l). 


Supponendo  in  queste 

sssna9 

avremo  dalla  medesima 


(*'      /     e  si  avranno  anche  le 

u=p-*-d(ri— 1),    na  s  (p  -+-  »)-j  , 

essendo  6>  l'ultimo  termine  della  progressione,  cosicché  sarà 
u  =  6>  quando  sia  ri  =  n. 

1.°  Dunque  la  potenza  n°,  eguaglia  la  somma  di  n  termini 
di  una  progressione  aritmetica,  nella  quale  d  rappresenta  la 

differenza,  ed 

d(n  —  1) 


n 


<Z-I 


2 
il  primo  termine. 

2.°  Posto  a  =  %  concluderemo  che  il  quadrato  di  n  ugua- 
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glia  la  somma  di  n  termini  di  una  progressione   aritmetica, 
nella  quale  d  rappresenta  la  differenza,  ed 

d(n  - 1) 


n  — 


2 


il  primo  termine,  che  diverrà  1  quando  sia  d  =  2. 

3.°  In  questo  ultimo  caso,  cioè  ponendo  nelle  (1)  d  =?  2, 
a  =  2 ,  avremo 

-    ji=sl9  ti=2n' — 1: 

quindi,  facendo  successivamente 

n  =  1,2,3,..  ♦  ,  fi, 
avremo 

(2)  na  =  1  *»-  3  -t-  5  t*-  . .  .  ■+-  2n  —  1  ; 

perciò  qualunque  quadrato  n%  non  solo  eguaglia  la  somma 
dei  numeri  impari  consecutivi,  a  cominciare  dalia  unità;  ma 
inoltre  i  termini  di  questa  somma  sono  tanti,  quante  le  unità 
di  fi;  cosicché  l'ultimo  dei  medesimi  è  2n  —1. 
4.°  Posto  nelle  (1) 

a  «2,    d=l, 
avremo 

n  -hi  n  H-  2n'  —  1 

F-— '       *= 1 ' 

laonde  sarà 

a  *m-1     n-4-3     n  ■+■  5  3n— 1 

Dunque  ti  quadrato  rf  uguaglia  la    somma   di    n    ter- 

n-f-1 
mini   di    una    progressione    aritmetica,  di   cui     — —  é  il 

À 

primo  termine,  ed  1  la  differenza. 
S}.°  Se  il  numero  n  sia  impari ,  potremo  stabilire 

n  =  2fh  -1, 
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ed  avremo  dalla  precedente  la 

(2n,  —  l)a  =  n,  «+-  n,  «+-  1  •*•  ^  -f-  2~h . . .  -f-  3n,  —  2.' 

cioè  il  quadrato  f*a    di    no    impari  /x  ,  eguaglia  la  somma 
di  tanti   numeri  naturali  consecutivi ,  quante  sono  le  unità 

della  radice  /x,  cominciando  dal  numero  —r-^ . 

6.°  Posto  nelle  (1) 

<*  =  3,        p=i> 
avremo  le 

rf5=2(n-H  1),    tt  =  lH-2(»-t-l)(»'  —  l)j 
e  latto  successivamente 

n'  =  1,    2,    3,     .  . . ,    n, 
sarà 

n3  =  1  h-  1  -f-  2(m-  l)-i-  1  -H  4(»  •+-  1) 

+  ,tt+l+2(na-l)j 

ovvero  anche 

n3  =  «-+-2(1  4-2+3  +  4  +  ...+n-  l)(n-f-  1). 

7.°  Nelle  (1)  ponendo 

a  =  3  ,        p  =  n, 
avremo  le 

(2=211,        u  ss  m-  2n(!t'  —  l)j 

e  fatto  successivamente 

il  =  1  j     2,     o,    ••••  ,  ti, 
avremo 

(3)  n3  =  nn-  3n-f-  5n-|-  •  .  .  •+■  (2n— l)n. 

Perciò  il  cubo  n3  eguaglia  la  somma  di  n  termini,  a  comin- 
ciare da  1,  e  continuare  senza  interruzione  sino  a  2n  —  1, 
quindi  la  (3)  comprende  la  (2). 
8.»  Posto  nelle  (1) 

a  =  3 ,        />  =  na  —  m-  1  , 
sarà 
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d  =  2  ,        u  =  n(n  —  1)  -*-  2n'  —1; 

laonde,  fatto  successivamente 

n'  =  1,    2,    3,    .  •  .  ,    n, 
avremo 

n3  =  n(n— 1)  «+-  t  -+■  n(n  —  1)  -è-3  -+■ ...  rf-  »(n4-l)— 1* 

Ma  i  numeri 

n(n— 1),        n(n^-l), 

sono  ambedue  pari,  perciò  concludiamo  che  qualunque  cubo 
n3,  è  la  *omma  di  tanti  numeri  consecutivi  impari,  quante  so* 
no  le  unità  di  n,  incominciando  cioè  da 

»  n  —  1)  +  1, 

e  terminando  senza  interruzione  con  **(n-t-l)  — *  1: 
9.°  Pongasi  nelle  (1) 

1 


sarà 


a  =  3 ,     p  =  —n(n  -+-  1), 


d=  n  f    u=  — (n  -4-  2nf  —  1). 


Facendo  successivamente 

f(l  mm  1,       2,        3,      .    .    .    ,       «, 

avremo 
ovvero 


. . .  -+-fn  -f-  (2n  —  t)"J-j  . 


Perciò  qualunque  cubo  »3,  nasce  addizionando  tante  somme 
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di  progressioni  aritmetiche,  ognuna  di  n  termini,  quante  sono 
le  unità  contenute  nella  n: 
10.°  Inoltre  poiebò  abbiamo 

(l-t-n)-l  _i-4_2-+-3-f-...-l-a, 

p2-t-  (m- 1)] -1  =  2+3-1-4-*-. ..-+-*-+- 1, 

I"3-H  (n  H-  2)1  j  ss  3  -4-  4  •+-  5  h-  . .  .-*-n  -4-2, 


|fi-f-(2n— 1;  |1-  =s»  +  n+l  -+-  *-+-  2  4-  ...  -4-2*— 1, 

perciò  concludiamo  1.°  che  la  disposizione  degli  A  secondi  mem- 
bri di  queste  eguaglianze,  costituisce  un  quadrato  di  lato  fi) 
2.°  che  la  somma  dei  medesimi  uguaglia  il  cubo  *3>  3«°  che  la 
somma  dei  numeri  di  ognuna  delle  due  diagonali  eguaglia  il 
quadratoti2;  4.°  che  qualunque  numero  sulla  diagonale  proce- 
dendo dall'angolo  inferiore  a  sinistra  sino  al  superiore  a  de- 
stra, uguaglia  riy  5.°  che  se  il  numero  fi  sia  impari,  vi  saran- 
no due  colonne  medie  nel  quadro  dei  secondi  membri  , 
una  verticale,  Pai  tra  orizzontale  ,  quindi  la  somma  dei  nu- 
meri sopra  ciascuna  di  queste  colonne,  uguaglierà  sempre  il 
quadrato  n2. 

11.°  Facciasi  nella  (1) 

a=3,     p=(n-2)a, 
sarà 

4  =  8,        n  =  (»— 2f  h-  8{n'—  1  )  > 

e  ponendo  successivamente 

fi  — s  l,     ^,     O,      .  .  .  ,      Hf 

sarà 

n*=(n  —  2)a-f-  (n—  2)a  -4-  8  +  (n  —  2)'  -M6  +  ... 

(n  _  2)a -f- 8(n  —  1). 
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IV. 

Senza  fare  altri  casi  particolari  per  l'esponente  a,  ponia- 
mo nella  (1) 

p  =  n*-a, 

avremo 

d  =  2n*-a  ,        u= n°-»(2n'  —  1); 

e  fatto  successivamente 

fi     =    1    j     £    )     U    ;     •      •      •      )     W» 

otterremo 

(4)        na  =  n*"a  -+■  3»a-2  H-  5na~2  -*-...  4-  (2n— l)na'a  ; 

Yale  a  dire  la  potenza  qualunque  na,  uguaglia  la  somma  dei 
multipli  impari  di  n°-a,  a  cominciare  da  1,  e  terminare  senza 
interruzione  con  2n — 1;  perciò  la  (4)  comprende  le  (2),  (3). 
Facendo  a  =  4,  avremo 

n4  =  (1  -4-  3  -h  5  -+■  7  4-  ...  V  , 

donde,  per  n  =  4,  sarà 

44  =  16-1-48  4-80+  112. 

Ognuno  vede,  dopo  quanto  abbiamo  esposto,  che  moltissimi 
altri  teoremi  si  potranno  dimostrare,  seguendo  il  metodo  ge- 
nerale ora  indicato,  e  stabilendo  altre  dipendenze,  fra  gli  ele- 
menti delle  formule  fondamentali  delle  progressioni  aritme- 
tiche. 

V. 

Possiamo  anche  dalle  formule  che  definiscono  le  progres- 
sioni geometriche,  trattate  similmente,  dedurre  altri  teoremi 
sui  numeri.  Ed  in  fatti,  ritenute  le  precedenti  denominazioni, 
si  dica  q  il  quoto  per  una  di  tali  progressioni,  sarà 

(5)  9=PJZj[ì        w=Prf-S 
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essendo  u=6>,  ultimo  termine  della  progressione»  quando  ab- 
biasi  n'  =  n. 

1  °  Ciò  premesso,  pongasi 

s=q*—l9 
avremo  dalle  (5) 

e  posto  successivamente 

ri  =  1  ,  2  ,  3  .  .  .  ,  n, 
sarà 


e  di  qui  si  ottiene  immediatamente  la  cognita  divisibililà 

dalla  quale,  fatto  q  =  2.  avremo 

2*  -l  =  204-2!+2a+23+..  . -f-2-1. 
2.°  Poniamo  nella  prima  delle  (5) 


avremo 


quindi  la 

~  ?»— 1   ^    q*-\  q^  '  '   "+  j»  -  1  *      ' 

che  per  altra  via  ne  conduce  al  risultamento  precedente. 

VI. 

Termineremo  questa  nota,  enunciando  la  seguente  proposi- 
zione, che  sebbene  riguardi  le  proprietà  dell'equazioni  algebri- 
che determinate,  pure  strettamente  si  congiunge  alla  teorica 
dei  numeri. 
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Abbiasi  la 

(g)        cu»  —  A**)'1-'  —  A3w»-3  —  ...  —  A*.,**  —  A*  =  0, 

nella  quale  o>  sia  l'incognita,  ed  n  il  suo  grado:  inoltre,  in- 
dicando p  t  q  due  qualunque  interi  positivi,  dovrà  essere 

A,  =  ^—k(,  4-  f )•  -  (/>*  -I-  f»)l , 


A*  =  (;>  H-  w-  -  (p«  -+•  q"). 

Esprimasi  con  r  la  sede  occupata  da  qualunque  termine  del- 
lo (y)>  dal  primo  in  fuori;  é  chiaro  che  il  termine  generale 
della  medesima  sarà 

n(n — 1)  ...  (n — r-f-1) 


1.2.3...    r 


Hp-hqY—  (pr-»-r  )]«"_r 


Pertanto  la  equazione  slessa  potrà  compendiosamente  ridursi 
nella 

V*1  »(*»  —1)  •  •  •  (* — r+l)  , 
"  ~  2j 1^2.-3^7 lUp-*-qY  -  {pr  -t-r )]»-', 

in  cai  dovrà  l'indice  r,  ano  dopo  I'  altro,  ricevere  i  valori 
tatti  da  2  sino  ad  n  inclasivatnente. 

Ciò  premesso  è  manifesto  che  la  fy\  per  essere  a  coefficienti 
ognuno  intero,  ed  ognuno  negativo  tranne  il  primo,  non  ha 
▼erana  radice  frazionaria,  e  possiede  una  sola  radice  reale 
positiva.  Ora  la  rimarchevole  proprietà  dell'  equazione  (g) , 
consiste  in  questo,  che  Tunica  sua  radice  reale  positiva,  non 
potrà  essere  neppure  intera,  ovvero  sarà  sempre  irrazionale  , 
purché  sia  n  >  2  . 

Quindi  l'equazioni 
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ta*  —  §pq(ù  —  dpq  {p  -Hg)  =  0, 

6)4  —  Ì2pqv*  —  Ì2pq(p^q)<ù—  2pq(2p2  «+-  3pq  H-2jra)  =  0, 

eccetera ♦  . 

che  dalla  (g)  discendono,  ponendo  saccessi vamen (e  in  essa 
n  =  3r  4  ,  ... ,  avranno  irrazionale  l'unica  loro  reale  positiva 
radice;  perciò  l'equazioni  medesime,  qualunque  sieno  gì'  in- 
teri positivi  />,  j,  oon  potranno  essere  mai  soddisfatte  da  un 
intero,  e  positivo  valore  dato  ad  o>. 


SU  LA  TEORIA  DELLE  CURVE 

NOTA 
DEL  MG.  PROV.  GASPARE  MAINAR»! 

Continuazione  (*). 


Quest'ultima  questione,  che  mi  sono  proposta,  é  applicata 
nella  antecedente,  ed  ivi  trattata  eoo  più  semplice  metodo: 
Ho  accennata  la  seconda  soluzione  perché  dipendente  da  un 
analisi  celebre  per  sublimi  speculazioni  di  grandi  geometri  ; 
e  si  conduce  al  suo  termine  per  la  via  che  segno. 

Poniamo 

«'-+-*-'  ,        cos'a  A 

— - —  =  cos*  = jr  ,  sen  o>  =  sen  ©  cos  9 

2  sen  9 

essendo  cp}  9  due  nuove  variabili  :  ed  avremo 

#~-e-*  eT  —  e"T  aen  8 

k  ss  0  -h  F(0)  ,     — = —  =  cot.0.cos.©  ,  A  a  -— 

r         v     '        2  r  2       oos  a> 

do>  sen  9  sen0      d<a       coscp  cos  9 

d0  cos  Gì)       '  dp  COSO) 

(*)  Vedi  il  fascioolo  di  Agooto,  pag.  273. 
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At  cos  tf  At  sen  <p  cos  £ 

d0  "~"       sen  0  cos  a  '  d<p  cos  ev> 

dT       A  rd*  dA  n 

^=A^en^-^cos«j, 

dT       A  rd*  Ah  1 

—  =A     —sen  o  —  —  cos  o>  I 
dy  Ldy  dp  J 

*H       A  r  _,//u  cos  o  T      dH      n 

Quindi 

«  i    *                ^             cos  0  sen  o  cos  m  -  _l/m 

2d*  Ang.  taog  e*  —  _      *        r  _  8en  p  p/  m 

°  1— sen2p  cosa0  *  ' 

OJ    .       «        T  sen  0 

2A?  Ang.  taog  e*  =  —    ^ ^ 

r  1 — sen  y  cos  0 

e  fatto 

<//(0)  =  tang(A-Jsen0.F'(0)  d$) 

essendo  A  costante,  avremo 

eT  «+•  e-T         1         1-f-sen  0.tang  q>.<p(0) 
2  cosK     <J>(0)  —  sen  0.  tang  <p 

„ r  1-Hsen0.tangp.<^0)      (l-H/*a)cosp-H//senp  cos0    - 

J  <p(0)— sen  0.tang  <p       (l-H//a)i/"(l— sena<j>cosa0) 

Per  determinare  <p(9)  bisogna  conoscere  la  linea  primitiva  e 
la  legge  con  cni  se  ne  deforma  la  torsione  :  con  questi  data 
e  colla  equazione 

(H"K'  -  H'K")cosK  —  Hit'2  senK  =  e'2  (T'  -+■  H'senK) 

dove  T'  è  la  seconda  curvatura  della  richiesta  linea  :  e  gli 
apici  indicano  la  differenziazione  rispetto  all'arco  *,  o  meglio 
rispetto  alla  variabile  0  :  considerando  p  quale  funzione  di  0 
data  dalle  relazioni 

9  =  A  —  F^0)  ,        — j 3 jt-=  cos*  , 

T  w  1^(1 — sen  9 cos  0) 
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dove  A,  k  saranno  funzioni  conosciate  di  »,  e  colle  equazioni 

„.       dK  ,        dK  _,,    d3K    „        _    d*K     ,       d'K     dK  ,, 

K  =  d/<  ^  dT'  K  "V*  '  +  2  dHé  *  ^d^  d/  • 

in  Uff 


«r  _  dH    H»  _  d'H 


d0  '  dÉT 

conseguiremo  la  equazione   differenziale  del  secondo  ordine 
fra  0  e  $(Q)  che  determina  questa  funzione. 


A  pag.  277  lin.  16  venne  fatta  una  ommissione  che  indu- 
ce a  falsa  conseguenza  si  mendi  come  segue  : 
»  cui  aggiungo  la  seguente 

»  che  per  una  curva  piana  dà  R  —  m—  p  la  quale  esprime 

Confrontando  i  risultati,  che  io  ottengo,  con  quelli  trovati 

dai  Geometri,   emergono  alcune  differenze:  a  confermare  il 

mio  calcolo,  osservo  che  indicati  con  E'v ,  Vv  gli  angoli  di 

prima  e  seconda  flessione  della  linea  t>,  la  equazione 

t/.coa'vs  =  1  —  —     dà    cos  vs  =v'  —  mE' 

R 

per  cui  si  ha 

VE'  =  f  _  1(1  -  =.)  , 

relazione  data  dal  Gh.  S.r  Serret  —  Giornale  di  Liouville  , 
T.  16,  pag.  500  lin.  8" 

Dalla  equazione  t/.scn  vs  =  mt',  deriva 

1  1 

-p  sen  vs  =  mT'   ,    qnindi      E',.T'   =-=senat* , 
v  *  m 

dipendenza  che  non  esige  la  condizione  R=m,   am  :  messa 

dal  Gh.  D.r  Bertrand  —  Giornale  di  Liouville  T.°  15,  pag. 3 50, 

la  quale  condizione,  applicata  alle  nostre  forinole,  dà  p= — ro, 

n 
ma  ancora     ang.v*  =  —  . 

Continuando  questi  miei  sludii  indicherò  altre  notevoli  dif- 
ferenze. 
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— — ^—  ■         »      i     — ■■—  — —   ii         ^— ^^— — -  |-,    n    i  _^ i^mgM 

SULLE  VARIAZIONI  DELL'  AGO  MAGNETICO. 

MEMORIA 

DEL  P.  1.  SECCHI  D.  C.  D.  6« 

ZMr.*  dell' 088.  del  cóli.  Romano» 
Continuazione  (*). 

Osservazione.  Il  detto  finora  é  relativo  alle  variazioni  re- 
golari dell'ago;  restano  ancora  a  discutersi  le  irregolari;  ma 
questo  lo  faremo  nella  terza  parte  ,  ove  pure  esporremo  le 
loro  leggi  principali.  Intanto  per  riunire  tutte  le  leggi  filiera 
discusse  sotto  un  sol  punto  di  vista,  assoggetteremo  al  cal- 
colo l'ipotesi  dell'azione  magnetica  del  sole  esposta  nel  fine 
del  1.°  §,  di  questa  parte  dell'attuale  memoria  ,  e  vedremo 
fino  a  qual  punto  possano  con  essa  rappresentarsi  i  fatti. 

È  inutile  avvertire  che  non  pretendiamo  di  dare  una  so- 
luzione completa  di  questo  problema,  la  quale  include  la  co- 
gnizione della  distribuzione  del  magnetismo  ,  che  ha  luogo 
naturalmente  nal  globo  terrestre,  e  inoltre  queir  altra  ,  che 
esso  acquista  sotto  l'influenza  del  sole ,  come  pure  la  iegge 
con  cui  l'azione  solare  si  modifica  attraversando  la  spessezza 
del  globo  terrestre ,  le  quali  tutte  sono  cose  completamente 
ignote.  Anche  una  superficiale  attenzione  alltf  natura  del  sog- 
getto fa  vedere  che  il  periodo  diurno  deve  essere  diverso 
dal  notturno,  e  non  può  passarsi  dall'uno  all'altro  con  legge 
di  rigorosa  continuità.  Infatti  durante  il  tempo  che  l'ago  sta 
nell'ombra  esso  non  può  risentire  I'  azione  solare  altro  che 
attraverso  il  globo  terrestre  :  ora  questo,  essendo  magnetico 
deve  fortemente  indebolirne  l'azione,  e  questo  indebolimento 
sarà  in  proporzione  di  quella  porzione  di  lunghezza  dèi  rag- 
gio vettore  condotto  dal  sole  all'ago,  che  si  trova  immerso 
nel  globo  terrestre.  Che  se  non  vogliamo  considerare  l'azione 
del  sole  non  come  direna  nell'ago  ,  ma  indiretta  ,  io  quanto 

O  Vedi  pag.  364,  ottobre  1354. 
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cioè  esso  modifica  ittita  la  massa  magnetica  terrestre»  dovre- 
mo avere  pare  in  questo  sistema  una  legge  differente  secon- 
do l'esposizione  notturna  e  la  diurna.  Senza  entrare  a  trattare 
la  questione  in  questa  maniera  rigorosa,  ci  contenteremo  di 
trovare  la  legge  dei  movimenti  dell'ago,  sapponendo  che  l'in- 
terposizione del  globo  terrestre  non  eserciti  influenza  alcu- 
na, e  accenneremo  appresso  quale  modificazione  debba  farsi 
alle  leggi  cosi  trovate  per  ridurle  al  vero  caso  fisico. 

É  noto  cbe  teoricamente  parlando  il  magnetismo  può  con- 
siderarsi o  come  dovuto  a  due  fluidi  Australe  e  Boreale,  cbe 
eolla  loro  distribuzione  alla  superficie  del  corpo  producono 
le  attrazioni  e  le  ripulsioni,  ovvero  come  risultante  dall'azio- 
ne di  correnti  elettriche  circolanti  normalmente  alla  linea  dei 
polì  della  calamita.  Qualunque  sia  la  maniera  di  concepire 
questo  agente,  le  espressioni  matematiche  delle  aiioni  ele- 
mentari di  un  magnete  su  di  una  molecola  magnetica,  risul- 
tano identiche.  Fra  gli  altri  teoremi  dimostrati  in  questa  ma- 
teria ,  quello  che  fa  al  caso  nostro  é  il  seguente  dato  da 
Ampère  (*)  «  che  fazione  di  una  superficie  coperta  di  eie- 
»  menti  magnetici  sopra  una  molecola  magnetica  è  identica 
»  a  quella  che  un  filo  conduttore  eserciterebbe  nella  mede- 
»  sima  molecola,  se  esso  fosse  sostituito  al  contorno  chioso 
»  che  circoscrive  questa  superficie  ».  Ne  segue  per  conse- 
guenza che  all'azione  di  una  calamita  sopra  un  magnete  ,  le 
cui  dimensioni  possono  riguardarsi  come  abbastanza  piccole 
rapporto  alle  distanze  che  le  separa  dal  magnete  influente, 
può  sostituirsi  un  filo  conduttore,  la  coi  lunghezza  sia  quella 
del  diametro  del  piccolo  magnete  medesimo.  L'azione  dunque 
del  sole,  considerato  come  calamita,  sopra  un  ago  magnetico 
sarà  uguale  a  quella,  che  esso  eserciterebbe  sopra  una  por- 
zione di  corrente  voltiana  collocata  al  posto  dell'ago  medesi- 
mo nella  solita  direzione  delle  correnti  ampériane  ,  che  si 
concepiscono  nelle  calamite. 

(*)  Mem.  sur  V action  mutuelle  d'un  conducteur  voltaique  et  d'  un 
dimani,  28  oclobre  1826,  pag.  21. 
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Stante  una  tale  sostituzione  per  trovare  l'espressione  dei- 
razione  del  sole  snir  ago  potremo  prendere  le  forinole  che 
danno  l'azione  mutua  di  una  calamita  sopra  an  elemento  di 
corrente,  e  applicarle  all'ago  magnetico,  considerandolo  come 
an  elemento  di  corrente  voltiana,  che  va  girando  durante  il 
giorno  sa  di  an  circolo  parallelo  all'equatore  :  ed  è  evidente 
che- il  sole  eserciterà  su  questo  elemento  saecessivamente  nei 
varii  tempi  tutte  quelle  azioni  che  esso  eserciterebbe  simul- 
taneamente sopra  gl'infiniti  elementi  di  corrente  che  compo- 
nessero un  circolo  continuo  ,  onde  si  potranno  applicare  le 
formolo  usale  per  le  correnti  circolari ,  senza  però  fare  le 
integrazioni,  non  trattandosi  che  di  un  solo  elemento. 

Le  formole  di  Savary  per  esprimere  l'azione  di  an  eie* 
mento  di  corrente  elettrica  circolare,  e  di  an  polo  magnetico 
collocato  in  un  piano  perpendicolare  a  quello  della  corrente, 
e  che  passa  pel  centro  del  circolo  sono  le  seguenti  (*); 

KRn  sen  co  de*      KRn  cos  6>  da 

a.  —  — — — — ,  y_ 


Z  = 


—  KR  (R  —  cos  a)d® 


r* 


In  queste  K  é  una  costante  che  dipende  dalla  intensità  ma- 
gnetica della  forza  solare,  come  pure  da  quella  dell'  ago ,  e 
dalla  direzione  dei  poli  solari  nello  spazio,  dalla  quale  per 
ora  faremo  astrazione  perché  durante  un  giorno  può  tenersi 
come  costante. 

R  è  il  raggio  della  corrente  che  nel  caso  nostro  sarà  quello 
del  parallelo  descritto  dall'  ago  durante  la  rotazione  della 
terra;  r  la  distanza  del  sole  al  centro  del  parallelo  medesi- 
mo; n  la  lunghezza  della  perpendicolare  abbassala  dal  polo 
solare  sul  piano  della  corrente  circolare. 


(*)  Savary.  Mem.  sur  l'application  du  calcai  aux  pkénom.  EU- 
ctrodynamiques,  pag.  23.  Vedi  anche  questi  Annali  di  scienze  mate- 
natiche  ec.  del  prof.  Tortolini.  Tom.  I.  pag.  175  ove  abbiamo  dato 
a  queste  formole  un  aspetto  più  generale. 


I 


ra 
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Sia  (fig.15.)  PEPE' il  meridiano  terrestre  esef  il  parallelo  de- 
scritto dall'ago  che  rappresenta  il  piano  della  corrente,  si  avrà 
AB  =  n  ,  AO  =  r  e  la  distanza  BO  =  m.  Ora  essendo  AO 
immensamente  maggiore    del    raggio    terrestre  (  cioè  23984 

R2 

volle  )  potremo  trascurare  i  termini  della  forma  -y ,    e  al- 
lora le  forinole  saranno  semplicissime. 
Infatti 

r2  =  AO2  «  AC2  -f-  CO2  —  2AC.  CO.cos  ACO 

e  chiamando  r'  la  distanza  del  sole  dal  centro  del  gì  olio,  e 
R'  il  raggio  dell'equatore  terrestre 

fa  /.         Rf2sen2L      2R'senLsendi 

(poiché  ACB'  =  declinazione  solare  =5):  in  questa  formola 
il  secondo  termine  essendo  di  2.°  ordine  può  trascurarsi  ed 
il  terzo  nelle  componenti  produrrebbe  dei  termini  della  for- 

R'2 

ma  — —che  pure  sono  trascurabili  nel  caso  nostro;  quindi 

AO  =  AC  ,  ed  AOB  differirà  da  ACB1  dell'angolo  OAC,  che 
non  può  superare  la  parallasse  solare:  sarà  pertanto 

n  —  AO  sen  AOB  =  AC  sen  ACB  —  BB'=r  sen  d  —  R'sen  L 

e  il  termine  secondo  sarà  pure  dell'  ordine  della  parallasse 
solare,  cioè  piccolissimo  e  nelle  formolo  produrrebbe  termini 

R'a 

non  maggiori  di  — j-  che  trascuriamo ,  quindi  avremo  sem- 
plicemente 

n  =  r  sen  i  ,    m  =  r  cos  5. 

L'angolo  cu  sarà  la  distanza  dell'ago  mobile  al  meridiano  fisso 
che  passa  pel  sole,  cioè  1'  angolo  orario  del  sole  medesimo 
rapporto  all'ago,  e  potremo  fare  dó>=  l  indicando  con  que- 
sta costante  la  lunghezza  dell'ago,  moltiplicata  pel  suo  mo- 
mento magnetico. 

Avremo  così  le  tre  componenti  esercitate  dal  sole  sull'ago. 
La  prima  V  diretta  secondo  la  linea  est-ovest,  la  seconda  Y 
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diretta  nel  piano  del  meridiano  fisso  e  nelP  intersezione  di 
questo  piano  coll'equatore,  finalmente  la  terza  z  perpendico- 
lare al  piamo  dell'  equatore.  Ora  é  manifesto  che  nulla  si 
cambia  al  valore  di  queste  forse  supponendo  l'ago  fisso  e  il 
sole  in  moto  con  movimento  relativo,  e  perciò  potremo  rife- 
rire le  stesse  forze  a  tre  assi  che  passino  per  l'ago,  e  siano 
diretti  secondo  i  medesimi  punti  della  sfera  celeste  rapporto 
all'osservatore.  I  valori  delle  suddette  componenti  sono  quindi 

KRI         .  „       KM  . 

X  =  — —  sen  o  sen  cu  ,     Y  =  — r—  sen  o  cos  a, 
r  r 

»      KRl       * 

Z  = =-COS  O  COS  G). 

r 

KRZ 
Il  coefficiente  — r-  lo  faremo  per  brevità  d'ora  iunanzi  =M. 

r 

Se  queste  forze  vogliono  decomporsi  in  altre  dirette  se- 
condo assi  relativi  all'orizzonte,  essendo  OX0  secondo  la  li- 
nea Est-Ovest,  0Yo  secondo  la  meridiana,  ed  OZò  verticale, 
avremo 

X#±*  X, 

Y0  =  Y  sen  L  —  Z  cos  L  , 

Zn  ss  Y  cos  L  H-  Z  sen  L 


e  sostituendo 


X0  =  M  sen  J  sen  <v> 
Y0  =  M  cos(L  H-  5)cos  u 
Z0  =  M  sin(L  -f-  5)  cos  a. 


E  la  risultante 


S  ±a=  Ml^(l—  cos'd  se*4»). 

Per  trovare  l'equazione  di  equilibrio  dell'ago,  si  chiami  P 
la  risultante  di  quelle  due  componenti  deWa-  forza  solare  che 
agiscono  net  piano  in  cui  solo  l'ago  può  concepire  movimen- 
to. Se  l'ago  é  mobile  solo  nel  piano  orizzontale  ,  tali  com- 
ponenti Serantto  X0 ,  e  Yo  se  nel  piano  del  primo  verticale, 
saranno  la  Xo  e  lu  Z0  .  Sia  T  la  componente  delfe  forza  ina- 
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gnatica  costante  che  ritiene  I  ago  in  nna  determinata  post- 
none  media,  riferila  al  piano  in  coi  l'ago  può  concepir  mo- 
vimento, e  A  la  variazione  indotta  dalla  azione  solare,  A  l'an- 
golo che  la  forza  P  fa  colla  direzione  media  dell'ago  ,  Te. 
quazione  di  equilibrio  sarà 

T  sen.A  =  P  sen(A  —  A) 
donde 

p      . 

—  sen  A 

T 

tang.A  = 


*  P  A 

1    —    ;jrCOSÀ 


la  quale  coi  noti  metodi  dà 

P  IP2 

A  =  —  senin-  -r-r  sen  2A  -f-  .  .  .  . 
X  2f 

della  quale  basterà  considerare  il  primo  termine  attesa  la 
piccolezza  della  forza  P  rapporto  a  T. 

Veniamo  ad  applicare  questa  teoria  agli  strumenti  magne- 
tici in  uso. 

Pel  declinometro  si  ha 

P  =  \f(\\  H-  Y\), 

ovvero  più  semplicemente 

P  =  S  cos  *  ,        T  =s  6  cos  t , 

essendo  0  la  forza  totale  terrestre ,  ed  i  l'inclinazione  dell' 
ago  b  é  l'altezza  del  sole  sopra  V  orizzonte.  Se  supponiamo 
che  D  sia  la  declinazione  magnetica  di  nn  luogo,  ed  a  l'azi- 
mut del  sole  conlati  ambedue  positivamente  dal  sud  e  verso 

occidente,  sarà 

a—  A-i-D 

ma  per  riconoscere  la  legge  de'periodi  con  pia  facilità  sup- 
poniamo per  ora  D  =  0  ,  quindi  h  =  a.  Tra  le  coordinate 
sferiche  poi  abbiamo  le  seguenti  relazioni 

cos  x  =  cos  b  sen  a  =  cos  d  sen  co  , 

cos  y  =  cos  b  cos  a  =  — cos  L  sen  $  -f-sen  L  cos  $  cos  w, 

cos  z  =  sen  b  =  sen  L  sen  5  -+-  cos  L  cos  8  cos  cu  , 
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chiamando  x  y  z  gli  angoli  che  il  raggio   condotto  dal  sole 
all'ago  fa  coi  tre  assi  coordinati;  onde  x  sarà  la  distanza  an- 
golare del  sole  al  primo  punto  d'oriente ,  y  la  sua  distanza 
al  punto  Sud,  e  z  quella  dallo  zenit. 
Avremo  quindi  pel  declinometro 

A  = = —  sen  a  =  —y  (  1 — cos  o  sin  6>).  cos  6  scn  a. 

Sostituendo  nel  radicale  il  valore  delle  coordinate  orizzontali 
si  ha 

A  =  —  l/"(l— cosaa?).  cos  x  =  ^r   —  sen  2x. 

Questa  espressione  mostra  che  l'ago  di  declinazione  avrà  in 
generale  un  doppio  periodo  durante  il  giorno  il  cui  mas- 
simo e  minimo  ha  luogo  quando  il  sole  sta  a  45°  dal  punto 
d'oriente,  cioó  circa  3  ore  prima  e  dopo  il  passaggio  pel  inerir 
diano.  Questo  però  suppone  che  l'ago  si  ravvolga  in  un  cir- 
colo ideale,  e  che  anche  durante  l'arco  notturno  l'interposi- 
zione della  terra  non  influisca  su  di  esso  ;  diremo  appresso 
quali  modificazioni  fisicamente  debbano  farsi  a  questo  caso 
ideale,  per  ridurlo  al  vero.  Intanto  vediamo  stabilita  la  legge 
fondamentale  del  doppio  periodo  di  6  ore  circa,  coi  massimi 
fuori  del  meridiano.  L'operazione  dà  solo  una  varietà  non 
grande  nelle  ore  assolute  della  quale  parlerò  appresso. 

Venendo  al  magnetometro  bifilare,  essendo  esso  diretto  nel 
primo  verticale  sarà  k  =  a  •+-  90  e  T  sarà  la  differenza  tra 
la  forza  di  torsione,  e  la  direttrice  della  terra.    Per  questo 

sarà 

S  cos  4  cos  a       M 
A  ==  j =:  —sena:  cos  y. 

Anche  qui  generalmente  si  ha  un  periodo  doppio,  il  cui  mas- 
simo ò  al  meridiano  ,  ed  è  complementario  di  quello  della 
della  declinazione  a  tre  ore  di  distanza",  come  già  abbiamo 
veduto  accadere  a  Toronto  e  ad  Hobarton. 

Ma  vi  sono  due  casi  in  cui  esso  si  riduce  ad  un  periodo 
semplice.  Il  primo  é  per  L  =  0  ,  essendo  allora 
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cos  y  =  cos  b  cos  a  =  —  sen  i  , 

e  perciò  il  periodo  diviene  semplice  all'equatore  come  abbia-' 
mo  veduto  accadere  a  s.  Elena.  Questo  ha  il  massimo  al  me- 
ridiano, essendo  allora 

sen  x  =  sen. 90°  =  1. 

Il  secondo  è  per  L  =  90  ,  essendo  allora 

cos  y  =  —  cos  5  cos  co  , 

e  siccome  allora  P  =  M  sen  5  anche  alla  curva  del  bifilare 
deve  esser  semplice.  Abbiamo  cercato  se  questo  si  verificas- 
se ,  e  trovato  di  fatti  che  a  Makerslorn  il  fatto  si  verifica 
entro  i  limiti  che  possono  permettere  le  osservazioni»  essen- 
dovi una  tendenza  ad  un  periodo  semplice  né  vi  può  esser 
altro  atteso  la  latitudine  assai  lontana  da  90°. 

Pel  magnetometro  a  bilancia,  la  proiezione  della  risaltante 
S  dovrà  farsi  nel  primo  verticale,  e  sarà 

P  =  S  cos(90°  —  y)  ==  S  sin  y  , 

ed  h  sarà  l'angolo  compreso  fra  la  verticale  e  la  proiezione 
di  S.  Sia  ZOX  (fig.  16.)  il  primo  verticale,  SO  il  raggio  so- 
lare, 20  la  sua  proiezione,  e  insieme  la  direzione  di  P.  Sarà 
SY=Y,  e  2S  la  misura  dell'angolo  di  proiezione.  Il  triangolo 
sferico  ZS2  rettangolo  in  2  dà 

tang.ZS  =  tang.ZS  cos.SZZ  , 
ossia 

tang  h  =  coti  sin  a , 

donde  si  avrà  h. 
Quindi  pel  detto  strumento 

a  M  A 

A  =  —  sen  x  sen  y  sen  h 

che  dà  periodo  doppio  generalmente.  Ma  per  scoprire  la  leg- 
ge de'periodi  è  più  comodo  esprimere  P  in  altro  modo,  cioè 
essendo 

P  =  i/(X\  -*-  Z\)  , 
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sostituendo  si  ottiene 

P  =sM}/  r««n7(L  -+-  9)  — (sen3(L  ■+-  3)  —  sena&  )  sen'al 

nel  caso  di  L  =0  questa  si  riduce  ad  M  sen  $  ,  e  io  tal 
caso 

A  M  *  1 

A  =  —  sen  a  sen  A 

con  semplice  periodo  diurno ,  minimo  al  meridiano  come  si 
ha  di  fatto  a  s.  Elena.  Se  $  =  0 

P  =  M  sen  L  cos  o> ,     À  x=  —  sen  L  cos  a  sen  A, 

cioè  un  perìodo  doppio,  come  dimostra  l'osservazione,  e  eie- 
come  questo  doppio  periodo  va  crescendo  colla  latitudine  si 
spiega  così,  perchè  sia  esso  più  pronunziato  a  Toronto  eh*  a 
Hobarton  nella  forza  totale  le  cui  variazioni  dipendono  pria* 
cipalmente  da  quelle  di  questo  strumento. 

Abbiamo  trascurato  in  questa  analisi  l'effetto  della  decli- 
nazione magnetica;  tale  omissione  può  in  parte  compensarsi 
intendendo  riferito  al  meridiano  magnetico  quanto  si  è  detto 
sopra  dell'astronomico.  Un  tale  spostamento  include  che  si 
debba  prendere  per  primo  punto  d'oriente  queir  estremità 
dell'asse  di  momenti  magnetici  del  globo  terrestre  che  è  per- 
pendicolare al  meridiano  stesso.  Ora  la  distribuzione  del  ma- 
gnetismo nella  terra  non  essendo  uniforme  tale  asse  saia  una 
corda  del  globo,  e  non  un  diametro,  e  quindi  due  piani  che 
passino  per  i  predetti  punti  e  si  intersechino  nell'asse  di  ro- 
tazione potranno  non  fare  angolo  retto,  e  quindi  non  si  im- 
piegheranno sei  ore  esatte  perchè  passino  successivamente  pel 
meridiano  astronomico.  Questo  adunque  tenderà  a  rendere  i 
periodi  reali  che  dipendono  dalla  rotazione  diurna  mollo 
meno  regolari  dei  geometrici  trovati  finora. 

Ma  un  altra  cagione  ben  più  forte  di  differenza  tra  il  cal- 
colo precedente  e  l'osservazione,  è  l'aver  noi  fatto  astrazione 
dall'impedimento  che  pene  il  globo  terrestre  alla  trasmissione 
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detrazione  solare  soli  ago.  Se  consultiamo  solo  le  formolo  su* 
periori  i  perìodi  dovrebbero  esser  eguali  in  escursione  ai 
due  passaggi  tanto  inferiore  che  superiore,  ma  questo  nò  si 
verifica  né  può  verificarsi  perchè  l'interposizione  di  un  corpo 
magnetico  qual'é  la  terra  tra  il  sole  e  l'ago  altera  assai  que- 
sto periodo.  L'alterazione  consiste  principalmente  in  una  grande 
diminuzione  della  forza  solare  dorante  la  notte,  come  è  na- 
turale, senza  però  arrivare  ad  estinguerne  l'effetto.  Una  tale 
interposizione  produce  in  realtà  l'effetto  che  si  avrebbe  dal-* 
l'allontanare  l'ago  dal  sole  notabilmente  dopo  il  punto  in  cui 
questo  entra  in  ombra.  Se  dunque  immaginiamo  un  piano 
che  passi  pel  centro  del  sole  e  pei  ponti  ove  il  parallelo 
terrestre  é  tagliato  dal  circolo  termistore  dell'ombra  e  della 
luce,  questo  taglierà  il  globo  terrestre  io  un  circolo,  e  la  di- 
stanza della  terra  al  sole  potrà  esprimersi  (  trascurando  i 
termini  di  secon  d'or  dine  per 


,a  =  r2j  1  —  —  sen  L  eoa  a]  . 


Quando  Y  ago  é  in  luce  il  secondo  termine  è  soltrattivo  e 
trascurabile,  ma  quando  l'ago  è  in  tenebre  dovendo  la  forza 
solare  attraversare  il  globo,  essa  si  troverà  diminuita  ,  e  si 
potrà  considerare  come  se  allora  il  secondo  termine  venisse 
moltiplicalo  per  un  coefficiente  assai  grande  che  non  lo  ren- 
desse più  trascurabile.  Polrà  dunque  il  caso  notturno  trat- 
tarsi colle  stesse  formole  del  diurno,  purché  vi  si  metta  XR' 
invece  di  R'  semplicemente.  Con  questo  però  diversi  dei  ter- 
mini trascurali  delle  formole  fondamentali  potranno  riuscire 
sensibili,  e  forse  potranno  cosi  spiegarsi  diverse  inflessioni 
secondarie  che  dominano  nelle  curve  notturne. 

Intanto  dobbiamo  avvertire  che  a  ragione  di  questa  dimi- 
nuzione dell'escursione  periodica  che  ha  luogo  di  notte ,  l'A- 
spetto complessivo  della  curva  totale  nqgli  strumenti  magne- 
tici deve  manifestarsi  come  composta  di  un  periodo  diurno  e 
di  un  altro  ttmidiurno.  Il  semidiurno  essendo  proprio  delle 
amplici  [unzioni  angolari,  il  diurno  sempre  dovuto  alla   *o> 
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riazione  virtuale  della  distanza  dovuta  alla  reale  interposizio- 
ne della  terra,  benché  talora  al  semplice  diurno  si  riduca  an- 
che quello  delle  funzioni  angolari,  come  abbiam  veduto.  L' 
analisi  teoretica  può  far  vedere  quale  sia  la  parte  di  ciascu- 
na cagione,  ma  la  grafica  non  può  fare  altro  che  rappresen- 
tarle in  massa,  e  questa  è  la  causa  perché  da  essa  viene  mo- 
stralo a  dirittura  sempre  il  periodo  principale  come  compo- 
sto di  diurno  e  semidiurno  ,  benché  la  caratteristica  che  il 
massimo  e  minimo  del  giorno  erano  separati  di  6  ore  circa 
potesse  far  riconoscere  qualche  altra  relazione  oltre  le  sem- 
plici sferiche  notale  dal  principio  di  queste  ricerche  Infatti 
quando  si  sovrappongono  semplicemente  le  curve  sena  e 
sen  2x ,  il  massimo  dista  di  8  ore  dal  minimo  e  non  solo  sei 
come  le  curve  dei  magnetometri  :  ora  la  teorìa  superiore  ci 
mostra  la  ragione  di  tale  singolarità. 

L'azione  adunque  del  sole  sull'ago  deve  necessariamente 
considerarsi  come  discontinua,  e  l'artifizio  sopra  indicalo  di 
modificare  R  per  X  non  può  essere  che  una  approssimazione. 
Se  avessimo  da  accennare  un  modo  da  trovare  il  valore  di  X 
diremmo  che  il  più  acconcio  nello  stato  attuale  della  scienza, 
è  quello  che  si  ha  dalla  considerazione  sopra  esposta  nei  moti 
dell'ago  libero  ad  Hobarton,  ove  abbiamo  veduto  che  l'escur- 
sione di  un  periodo  diurno  diventando  notturno,  si  riduceva 

1         1 

a  circa  -^-  o  —  -,  il  che  darebbe  X  =  60900  circa,  cioè  due 

volte  e  mezzo  poco  più  della  distanza  della  terra  al  sole  espres- 
sa in  raggi  terrestri. 

Tale  diminuzione  notturna  combinata  con  quello  che  ab- 
biamo detto  doversi  riferire  lutto  al  meridiano  magnetico, 
porla  con  se  una  conseguenza  importante;  questa  é  che  ta- 
lora un  periodo  il  quale  secondo  le  relazioni  sferiche  ha  già 
comincialo  il  suo  corso,  e  trovasi  avanzato  stando  il  sole  sul- 
l'orizzonte, verrà  interrotto  a  mezzo  per  la  succeduta  dimi- 
nuzione di  azione  solare  all'interporsi  della  terra  :  ora  di  tali 
periodi  che  sembrano  cominciare  ,  e    poi  ritornare    addietro 


(  473  ) 
tutti  ad  un  tratto  molti  se  ne  incontrano  nelle  nostre  figure 
specialmente  appunto  verso  le  ore  del  tramonto  del  sole.  V. 
la  tavola  delle  figure  verso  le  ore  6  e  7  della  sera 

Ma  una  completa  soluzione  del  problema  non  potrà  aversi 
se  non  dall'applicare  al  caso  attuale  le  forinole  rigorose  della 
induzione  elettro-dinamica  o  magnetica,  mediante  le  quali  si 
potrà  tener  conto  della  distribuzione  che  acquista  il  magne* 
tismo  terrestre  sotto  l'influenza  dell9  azione  solare  ,  e  forse 
non  dovrà  trascurarsi  nemmeno  I'  effetto  del  magnetismo  di 
rotazione.  Molto  probabilmente  le  belle  teorie  del  D.r  Felici 
di  Pisa  su  queste  materie  troveranno  una  bella  applicazione 
in  questo  soggetto. 

Ma  é  tempo  di  passare  alla  3."  ed  ultima  parte  proposta 
di  questo  lavoro ,  ove  anche  tratteremo  delle  perturbazioni 
straordinari  e.  (  Continua.  ) 
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VII.  Teoremi  svile  rette  e  sulle  intersezioni  con  una 
trasversale  dedotti  da  quelli  sui  punti. 

76.  Nella  Geometria  di  derivazione  giova  sempre  aver  pre- 
sente il  dualismo  (§.  38)  che  raddoppia  i  teoremi  ,  e  a  cui 
può  darsi  per  fondamento  la  derivazione  di  reciprocità  (  §. 
37).  —  La  relazione  di  due  figure  omologhe  comprende  le 
due  condizioni  formanti  tra  loro  dualismo  :  i  punti  omologhi 
sono  in  linea  retta  col  centro  d'omologia;  —  le    rette  omo- 

0  Vedi  fascicolo  di  novembre. 
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loghe  s'incontrano  io  qualche  punto  dell'asse  d'omologia.  — 
Invece  colle  relazione  di  due  figure  soltanto  prospettive  (§. 
51),  cioè  i  cui  punti  corrispondenti  sono  in  linea  retta  eoa 
un  punto  fisso  detto  centro  di  prospettiva  >  forma  dualismo 
(secondo  principi!  che  saranno  svilnppati  quando  parleremo 
delle  figure  a  tre  dimensioni)  la  relazione  di  due  figure,  le 
cui  rette  corrispondenti  si  tagliano  in  qualche  punto  d*  un 
piano  fisso. 

17.  Al  §  67  abbiamo  trovata  una  formula  per  istabilire 
alcune  relazioni,  che  si  mantengono  invariate  nelle  figure  prò* 
spetti  ve,  e  quindi  anche  nelle  figure  omologhe.  Ora  trove- 
remo una  formula  per  istabilire  alcune  relazioni,  che  si  mail* 
tengono  invariate  nelle  figure,  le  cui  rette  corrispondenti  si 
tagliano  nei  punti  di  un  piano,  e  quindi  anche  nelle  figure 
omologhe  ,  le  cui  rette  corrispondenti  s'incontrano  suli'  asse 
d'omologia.  —  Per  le  due  rette  ro,  n  (Fig.  31)  che  s'incon- 
trano in  H  si  ha 

sen(ro,  n)  =  M°N°.  HP  :  HM«.  HN«. 

Nell'altra  figura,  le  cui  rette  in',  n!  incontrano  le  loro  cor- 
rispondenti nei  punti  M°,  N°  di  un  piano  fisso,  la  retta  M°N° 
é  la  slessa  di  prima;  così  avremo 

sen(m,  n)  :  scn(ror,  n')  =  HP.  H'M°.  H'N°  :  H'Q'.  HM°.  HN°  ; 

essendo  HP,  H'Q'  le  perpendicolari  abbassate  dai  vertici  dei 
due  angoli  sull'asse,  in  cui  si  tagliano  i  loro  lati.  —  Ora  se 
rispetto  ad  una  delle  figure  abbia  luogo  un'equazione  omo- 
genea intera  tra  i  seni  degli  angoli,  tale  che  in  ciascnn  ter- 
mine sieno  comprese  le  stesse  rette,  ed  inoltre  per  ogni  an- 
golo di  un  termine  vi  sia  nell'altro  un  angolo  di  egual  ver- 
tice e  di  egual  piano,  l'equazione  valere  anche  per  l'altra  fi- 
gura. —  L'equazione  omogenea  potrà  ridursi  (§.  68)  a  con- 
tenere dei  rapporti  analoghi  a 

sen(a,  b)       sen(c,  d)        sen(e,  f) 
sen(c,  b)  '    sen(*,  d)    '  sen(a,  f  ) 
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dove  supponiamo  che  gli  angoli  di  ciascun  rapporto  parziale 
abbiano  il  vertice  ed  il  piano  comuni.  Per  brevità    segnere- 
mo tali  prodotti  di  rapporti  con 

[scn(a  b  e  de  /)]. 

78.  Quando  ambedue  le  figure  sono  piane  basta  che  nei 
due  termini  del  rapporto  sieno  comprese  le  stesse  rette,  e  gli 
slessi  vertici.  Questo  é  il  caso  di  due  figure  piane  tra  loro 
prospettiva  (§.  51)  o  tra  loro  omologhe  (§.  55).  Perciò  nel 
caso  delle  figure  piane  a  tali  prodotti  di  rapporti  daremo  il 
nome  di  rapporti  proiettivi.  —  Si  noti  pure  che  se  le  rette 
ay  è,  ee.  tagliano  una  qualunque  trasversale  nei  punti  À°,  B°, 
ecc.  lo  atesso  rapporto  projettivo  ,  che  ha  luogo  tra  i  seni 
degli  angoli,  ha  pnr  luogo  tra  i  segmenti  della  trasversale. 
Qui  si  ha  il  vantaggio  di  potere  stabilire  i  segni  dei  seg- 
menti ,  il  che  non  può  Carsi  pei  seni  degli  angoli  ;  poiché 
sento,  b)  esprime  il  seno  dell'angolo  compreso  dalla  retta  a 
alla  retta  b9  il  quale  può  essere  tanto  acuto  positivo  quanto 
ottuso  negativo,  o  viceversa,  ed  i  due  seni  avrebbero  segni 
opposti.  L'asserita  eguaglianza  tra  i  due  rapporti  projettivi 

[sen(a  b  e  d  ....)]  ,     [A°BaC°D°....  J 

risolta  dal  §  precedente. 

79.  Il  dualismo  tra  una  proprietà  projettiva  metrica  rela- 
tiva ad  alquanti  punti  A,  B, ...  e  la  stessa  proprietà  relativa 
ai  paoli  A0,  B°,  ...  nei  quali  una  retta  affatto  arbitraria ,  a 
cui  si  dà  il  nome  di  trasversale,  è  tagliata  dalle  rette  a,  4, 
....  di  una  figura  reciproca  della  primitiva  può  stabilirsi  an- 
che colla  reciprocità.  —  Se  nel  piano  della  figura  AB  .  .  . 
prendasi  ad  arbitrio  un  punto  S  ogni  rapporto  projettivo  tra 
lo  distanze  dei  ponti  A9  B  ...  é  uguale  al  corrispondente  rap- 
porto tra  i  seni  dei  raggi  SA,  SB,  ...  Ciò  risulta  dalla  rela- 
itone 

MN  =  smMSN  .  SM  .  SN  :  SP 
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stabilita  al  §.  67,  quando  si  ricordi  che  per  rapporto  projet- 
tivo  s'intende  (§.  68)  quello,  nei  cui  due  termini  entrano  le 
stesse  lettere,  e  le  stesse  direzioni  di  rette.  —  Nella  figura 
reciproca  ai  raggi  SA,  SB  ....  corrisponderanno  i  punti  A°, 
B°, ...  nei  quali  una  trasversale  s  é  incontrata  dalle  rette  a, 
bj  ....  reciproche  dei  punti  A,  B  ...  ;  e  saranno  uguali  (§.  39. 
2.°  )  i  seni  degli  angoli  ASB,  A°IB°  (essendo  I  il  centro  di 
reciprocità),  sicchò  mediante  la  stessa  succitata  relazione  (§. 
67)  vedremo  che  il  rapporto  proiettivo  dei  punti  A°,  B°  .... 
è  ugnale  a  quello  dei  primitivi  A,  B.  . 

80.  Il  rapporto  proiettivo  tra  le  distanze  dei  punti  A,  B... 
e  quello  relativo  ai  punti  della  trasversale  A°B°...  sono  uguali 
(come  dimostreremo  tra  non  molto)  non  solo  in  valore,  mar 
ancora  in  segno.  Se  il  primo  ò  uguale  all'  unità  positiva  o 
negativa  dicemmo  (§.  69)  che  i  punti  A,  B  ...sono  in  invo- 
luzione positiva  o  negativa  :  così  pure  per  meglio  esprimere 
il  dualismo  dei  teoremi  diremo  che  alquante  rette  a,  b  .#... 
formano  un'involuzione  positiva  o  negativa  quando  tagliano  per 
tal  maniera  ogni  trasversale  A°B°.... 

81.  Stabilito  questo  principio  di  derivazione  delle  proprietà 
metriche  projettive  da  una  figura  alla  sua  derivata,  non  vi  é 
alcuna  difficoltà  nel  trovare  i  teoremi,  che  derivano  da  altri 
già  conosciuti;  ed  a  mostrare  la  loro  corrispoodenza  possono 
scriversi  insieme,  come  qui  si  vedo  pel  teorema  del  §.  70  e 

pel  suo  derivato:  Se    ,  .   a  ,.  .di  un  poligono  si    \. 
r  da\  vertici  r    J  tirano 

altrcttanS  Ptt»H  f°ttì      ,.  in  «»°    »of  ""»  ,    J  *"?*  al- 
e  rette  concorrenti  o        o  punto         e  rette 

ternat    fra  i  »  £.      formano  una  involuzione  positiva. 

82.  Giova  osservare  che  dei  due  precedenti  teoremi  l' in- 
feriore può  considerarsi  come  un  corollario  del  superiore.  In- 
fatti la  trasversale  B°F°  (Fig.  32)  taglia  i  lati  del  poligono 
in  punti,  che  formano  coi  vertici  l'involuzione  positiva 
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t AC°  BA°  CBft3  =  1  ; 

ora  se  preso  per  centro  di  prospettiva  il  punto  di  concorso 

T  delle  rette  condotte  dai  vertici,  questi  si  projeltano  sulla 

trasversale  avrà  luogo  anche  l'involuzione  positiva    espressa 

da 

[D0C0E°A0F0B°J  =1  , 

equazione  identica  (§.  68)  alla 

[A°F0BoDoC0E°]  =  %. 

83.  In  via  d'esercizio  mostreremo  come  il  teorema  infe- 
riore (§.  81)  potrebbe  dimostrarsi  direttamente  mediante  il 
principio  stabilito  al  §.  77,  ed  imitando  il  ragionamento  ado- 
perato al  §.  7G  per  dimostrare  il  teorema  superiore.  Pel 
punto  di  concorso  T  delle  rette  condotte  dai  vertici  si  tiri 
la  retta  UV  (Fig.  32),  e  dai  punti  ove  essa  incontra  i  lati 
si  tirino  le  rette  al  punto  H;  le  due  figure  oAccie/',  a'6'cVe'/' 
hanno  la  relazione  stabilita  al  §.  77,  perché  le  rette  corri- 
spondenti si  tagliano  in  qualche  punto  della  retta  6ssa  UV, 
e  siccome  nella  seconda  figura  le  tre  rette  d\  e9 ,  f  coinci- 
dono insieme  nella  HT,  così  si  ha  identicamente 

[sen(aWd'c'd')]  =  1 , 

e  quindi  anche  nella  figura  primitiva  é 

[sen(a/S(fc«)]=  1. 
Poscia  pel  §.  77  é  anche 

[A°F0B0DoCoE°]==t  1. 

In  questa  maniera  di  dimostrazione  rimane  indeterminato  11 
segno. 

84.  Fermiamoci  un  momento  al  caso  che  il  poligono .  dei 
teoremi  del  §.  81.  sia  un  triangolo.  Quando  i  lati  di  un 
triangolo  sono  tagliati  (§.  69)  da  una  retta  vieoe  a  formarsi 
una  figura,  che  si  dice  quadrilatero  completo  (§.  44),  ed  é  co- 
stituita da  4  lati  (Fig.  19.  3.°,  e  27)  che  si  tagliano  a  due 
a  due  in  6  vertici  :  similmente,  seguendo  il  dualismo,  potre* 
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ma  dire  che  le  rette  a,  b.  0,  rf,  e,  /'della  6gura  32  formano 

no  tetragono  completo  costituito  da  4  vertici  A,  B,  C,  T  ani  ti 

a  due  a  due  da  6  lati.  —  La  involuzione   positiva  (§.  69) 

(Fìg.  27) 

[AFBDCE]  =  1  , 

è  formata  scegliendo  nel  quadrilatero  completo  tre  vertici  A, 
B,  C  appartenenti  a  tre  lati  ed  intercalando  tra  i  medesimi 
i  punti  nei  quali  tali  lati  tagliano  il  quarto  lato.  È  evidente 
che  potevamo  invece  prendere  il  triangolo  AFB  tagliato  dalla 
retta  DCB,  e  così  avevamo  l'involuzione 

[ACEDFB]  ss  1. 
Che  se  invece  sceglievamo  i  tre  vertici  B,  D,  F,  avevamo 

[BCDEFA]  ss  1. 
Finalmente  i  tre  vertici  C,  D,  E  danno 

[CBDFEA]  si. 

Nella  stessa  maniera  fra  i  lati  del  tetragono  completo  (Fig. 
32)  dovremo  prenderne  tre  che  formino  un  triangolo,  ed  in- 
tercalare tra  i  medesimi  gli  altri  lati  9  che  partono  dai  ver- 
tici di  quel  triangolo.  Con  queste  avvertenze  possiamo  enun- 
ciare i  due  teoremi  :  /  ™£C%  di  un  ^J^o™  cowpk*°  fa- 
mano  quattro  involuzioni  positive. 

85.  Il  teorema  sull'involuzione  negativa  (§.  71)  ed  il  suo 

derivalo  possono  scriversi  cosi  :  Tre  ™'ici  di  un  Mr*9™ 
r  lati  quadrilatero 

^Mn?.#A  -  f    #-•  PwUi  d'incontro  dei  lati  appasti  r  . 

computo  e  fe  tre  '  diagonali  forma™  m 

involuzione  negativa.  Poiché  nella  figura  29.  l.a  scegliendo 
nel  tetragono  completo  ABCS  i  tre  vertici  A,  B  ,  C  ed  in- 
tercalandovi i  punti  di  concorso  D,  E,  F  dei  suoi  lati  oppo- 
sti si  ha 

[AFBDCE]  =  —  1  ; 

invece  scegliendo  i  tre  vertici  B,  C,  S  si  ha 
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[BDCFSE]  =  —  1  ;  ecc. 

Il  teorema  inferiore,  che  pel  §.  80  è  derivato  dal  superiore, 
ci  mostra  che  in  un  quadrilatero  completo  ABFDEG  (Fig.33) 
se  intercaliamo  le  tre  diagooali  AD,  BE,  CF  fra  tre  lati  del 
quadrilatero  otteniamo  un'involuzione  negativa  :  cioè  ogni  tra- 
sversale é  tagliata  in  tal  modo  dalle  sei  rette  CA,  AD,  AB, 
BE,  BG,  CF;  o  dalle  FA,  AD,  AE,  EB,  EF,  FC;  o  dalle  GD, 
DA,  DE,  EB,  EC,  CF;  o  dalle  FD,  DA,  DB,  BE,  BF,  FG. 

86.  Consideriamo  una  AD  (Fig.  33)  delle  diagonali  del  qua- 
drilatero completo  ABFDEC  come  una  trasversale  tagliata  dai 
Iati  del  tetragono  completo  EBFG;  avremo  pel  teorema  infe- 
riore del  §.  84  l'involuzione  positiva 

[DAGDAH]  =  DA.  GD.  AH  :  DH.  AD.  GA  =  1  , 
cioè 

AH.DG  :AG.DII  =  —  1. 

Quando  quattro  punti  formano  un'involuzione  negativa 

[AHDG]  =  —  1 

essi  si  dicono  armonici,  ed  i  due  A,  D  si  dicono  conjugati 
armonici  rispetto  agli  altri  due  H,  G  ;  dunque  :  Le  tre  dia- 
gonali di  un  quadrilatero  completo  si  tagliano  armonicamente  , 
giacché  quel  che  si  disse  della  diagonale  AD  tagliata  in  G , 
H  dalle  altre  due  pud  ripetersi  per  ciascuna  di  queste. 

87.  Il  precedente  teorema  potrebbe  considerarsi  anche  co- 
me corollario  del  superiore  del  §.  84.  Infatti  se  si  prende  il 
punto  d'incontro  delle  diagonali  BE  CF  per  centro  di  pro- 
spettiva, e  si  projetta  tutta  la  figura  sulla  diagonale  AD,  la 

involuzione 

[AFBDCE]  =  1 
dà 

[AHGDHG]  =  AH  .  GD  .  HG  :  AG  .  HD  .  GH  , 
cioè 

AH  .  DG  :  AG  .  DH  =  —  1. 

Del  'vesto  é  proprio  della  Geometria  di  derivazione  di  dover 
bea  di  rado  seguire  lunghe  deduzioni  di  teoremi  gli  uni  da- 
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gli  altri,  poiché  molti  teoremi  si  deducono  immediatamente 
da  altri  affatto  elementari.  Così  nel  presente  caso  il  doppio 
rapporto  [AGDH]  per  essere  projettivo  si  mantiene  Io  stesso 
in  tutte  le  figure  derivate  per  collin  eazione:  ora  se  facciamo 
andare  all'infinito  la  diagonale  GHF  nella  figura  derivata  il 
quadrilatero  ARDE  diventerà  parallelogrammo,  ed  il  doppio 
rapporto  si  ridurrà  (osservando  che  ambedue  le  DH  AH  sodo 
infinite)  ad  AG  :  DG  che  è  =  —  ì,  perché  le  diagonali  del 
parallelogrammo  si  tagliano  per  metà. 

88.  Per  trovare  il  teorema  ,  che  col  dualismo  dipendente 
dalla  reciprocità  deriva  da  quello  del  §.  86  osserveremo  che 
dalle  diagonali  di  un  quadrilatero  completo  derivano  i  puntj 
di  concorso  dei  lati  opposti  di  un  tetragono  completo  ,  e  le 
quattro  rette  armoniche  saranno  i  due  lati,  che  si  tagliano  in 
uno  di  questi  punti  di  concorso,  e  le  rette  che  da  tal  punto 
vanno  agli  altri  due  punti  di  concorso.  Cosi  se  nella  fig.  33 
consideriamo  il  tetragono  completo  EBFC  ed  i  punti  di  con- 
corso I  D  A  dei  suoi  lati  opposti,  saranno  rette  armoniche 
le  1A  IC  ID  IE,  cioè  esse  tagleranno  armonicamente  ogni 
trasversale.  Ma  questo  non  è  un  teorema  nuovo ,  bensì  una 
conseguenza  immediata  del  teorema  da  cui  siamo  partiti, 
poiché  la  retta  AGDH  è  appunto  tagliata  armonicamente. 

Vili.  Epilogo  della  collineazione  e  della  derivazione  polare. 

89.  Queste  due  leggi  di  derivazione  sono  tra  le  più  im- 
portanti di  cui  avremo  da  parlare;  giova  quindi  ricordare  le 
cose  principali  e  riunirle  sotto  un  solo  punto  di  vista.  —  La 
relazione  essenziale  tra  due  figure  collineari ,  e  dalla  quale 
tutto  il  resto  potrebbe  farsi  dipendere,  si  è  la  sussistenza  di 
tutte  le  proprietà  grafiche  (§.  39),  cioè  1'  allineamento  dei 
punti.  L'affinità  e  la  similitudine  sono  due  caSi  particolari 
della  collineazione,  perciò  tutte  le  relazioni  che  sussistono  tra 
due  figure  collineari  valgono  pure  tra  due  figure  affini,  op- 
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purè  simili  ;  queste  hanno  eziandio  altre  speciali  relazioni  * 
che  non  ispettano  alle  figurò  puramente  collineari. 

90.  L'origine  geometrica  più  naturale  della  collitìeaziond 
consiste  come  abbiamo  già  detto  (§.  51)  nel  supporre  che  ài 
di  fuori  del  piano  della  6gura  sia  scelto  un  cèntro  di  pro- 
spettiva S,  dal  quale  partaho  dei  raggi  à  tutti  i  pùnti  delta 
figura,  e  perciò  dei  piani  a  tutte  le  rette  della  medesima. 
Tagliando  con  un  piano  tutto  questo  [astio  di  raggi  e  di  pia- 
ni si  ottiene  dna  figura  collineare  della  primitiva.  Le  due  fiU 
gure  aventi  tal  posizione  rispettiva  le  dicemmo  (§.  51)  prò* 
spettive.  —  Se  una  delle  due  figure  ruota  intorno  all'interse- 
ifiione  dei  loro  piani,  il  centro  di  prospettiva  descrive  un  cir- 
colo col  centro  nel  piano  della  figura  fissa  ed  il  raggio  pa- 
rallelo al  piano  della  figura  mobile;  finalmente  quando  là  fi- 
gura mobile  cade  nel  piano  della  figura  fissa  il  centro  di  prò' 
spetti  va  diventa  il  loro  centro  d'omologia  (§.  59),  Vdsse  d'ornò* 
logia  essendo  Tasse  di  rotazione. 

91.  Quando!  i  due  piani,  die  tagliano  il  medesimo  fasciò 
Ai  raggi  e  di  piani  passanti  pel  centro  S,  sono  paralleli ,  le 
due  figure  sono  simili.  •*—  Invece  se  il  centro  di  prospettivi 
8  é  a  distanza  infinita,  le  due  sezioni  fatte  nello  stesso  fa- 
scio di  raggi  paralleli  sono  due  figure  affini.  Se  una  delle 
due  figure  ruota  idlorno  all'intersezione  dei  loro  piani  esse 
si  mantengono  sempre  nella  mutua  posizione  di  prospettiva 
parallela;  e  quando  le  figure  cadono  in  uno  stésso  piano,  sonò 
nella  posizione  menzionata  al  §.  13  ,  la  retta  che  servi  dai 
asse  di  rotazione  essendone  Vasse  di  affinità. 

92.  Immaginammo  al  §,  90  che  da  tutti  i  punti  e  dà  (ulte 
le  rette  di  una  figura  primitiva  sieno  condotti  dei  raggi  e 
dei  piani  al  centro  di  prospettiva  S  :  supponiamo  adesso  che 
partendo  dallo  stesso  punto  S  partano  altri  piani  ed  altri  rag- 
gi rispettivamente  perpendicolari  ai  primi  raggi  e  piani  ;  n 
verrà  così  a  formare  un  secondo  fascio  che  diremo  potere  o 
supplementare  del  primo  :  polare  perché  nna  sfera  col  centro  S 
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é  tagliala  da  ciascun  raggio  nel  polo  del  circolo  massimo  in 
cui  è  fagliala  dal  corrispondente  piano;  supplementare  perché 
l'angolo  di  due  raggi  é  supplemento  del  diedro  dei  due  piani 
corrispondenti.  —  Come  il  primo  fascio  é  tagliato  dal  piano 
della  figura  primitiva,  così  pure  il  suo  fascio  polare  sia  ta- 
gliato da  un  altro  piano,  otterremo  per  tal  guisa  una  secon- 
da figura,  che  diremo  derivata-polare  della  primitiva. 

93.  Nel  caso  speciale  che  i  due  fasci  polari  sieno  tagliati 
da  un  medesimo  piano  le  figure  tra  loro  derivate-polari  che 
in  tal  guisa  si  formano,  sono  reciproche,  ed  il  loro  centro  di 
reciprocità  (§.  36)  R  é  la  projezione  ortogonale  del  centro  di 
prospettiva  S  sul  piano  delle  due  figure,  il  valore  del  co- 
stante prodotto  r  (veggasi  il  §.  39)  essendo  negativo  ed  ugua- 
le a  — (RS)2.  Infatti  se  da  ogni  punto  M  della  figura  primi- 
tiva (Fig.  19.  2.a)  si  conduce  la  MR  e  la  si  prolunga  fino 
ad  incontrare  la  corrispondeute  retta  m  della  figura  reciproca 
(Fig.  19.  3.°),  è  facile  scorgere  che  se  il  punto  S  sia  per- 
pendicolarmente al  di  sopra  di  R  ad  una  distanza  dal  piano 
eguale  alla  media  proporzionale  tra  RM  e  la  distanza  di  R 
dalla  m,  il  raggio  SM  ed  il  piano  Sro  saranno  tra  loro  per- 
pendicolari. 

94.  Ogni  figura  derivata-polare  di  un'altra  6  collineare  della 
sua  reciproca.  Ciò  risulta  evidentemente  dai  §.  90.  93;  poi- 
ché il  piano  della  figura  primitiva  taglia  il  fascio  polare  nella 
figura  reciproca,  ed  ogni  altro  piano  lo  taglia  in  una  figura 
derivata-polare  della  primitiva  e  collineare  della  reciproca.  — 
Sappiamo  che  le  qualificazioni  di  collineari,  reciproche,  derivate- 
polari  sono  sempre  vicendevoli,  cioè  tanto  una  figura  ò  per 
es.  derivata-polare  della  primitiva  quanto  questa  lo  é  di 
quella. 

95.  Due  figure  collineari  (col  che  si  comprende  come  casi 
particolari  le  affini  e  le  simili  )  hanno  comuni  le  proprietà 
grafiche  (§.  39.  90).  Può  dirsi  lo  stesso  di  due  figure  deri- 
vate- polari  (col  che  si  comprende  le  reciproche),  purché  s* 
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intenda  che  all'allineamento  di  alquanti  ponti  di  dna  figura 
corrisponda  nell'altra  figura  la  simultanea  concorrenza  delle 
rette,  che  sono  le  derivate  polari  di  quei  punti.  —  Tutti  i 
punti  all'infinito  di  una  figura  piana  sono  considerati  come 
appartenenti  ad  una  retta  (§.  50) ,  perchè  i  loro  corrispoo* 
denti  nella  figura  collineare  sono  sopra  una  retta  ,  che  di- 
cemmo (§.  54)  asse  d'inversione.  Tra  due  figure  derivatelo-» 
lari  la  retta  all'infinito  dell'una  Corrisponde  ad  un  punto  de- 
terminato dell'altra;  quando  le  due  figure  sono  reciproche , 
questo  punto  é  quello  che  dicemmo  (§.  36)  centro  di  recipro* 
cita. 

96.  Può  meritare  osservazione  il  caso  che  in    dite   figure 

derivate-polari  alla  retta  ali4  infinito  di  ciascuna  corrispoàda 
nell'altra  un  punto  pur  esso  all'infinito.  Ciò  si  ottiene  quando 
i  due  fasci  polari  (§.  92)  sono  tagliati  da  due  piani  tra  loro 
perpendicolari;  infatti  la  retta  all'infinito  di  una  delle  doe 
figure  dà  nel  fascio  corrispondente  un  piano  parallelo  a  quello 
della  figura  slessa,  e  perciò  nel  fascio  polare  si  ha  un  faggio 
parallelo  al  piano  della  seconda  figura,  cioè  che  la  incontra 
soltanto  a  disianza  infinita;  cosi  nella  seconda  figura  un  punto 
all'infinito  è  derivato-polare  della  retta  all'infinito  della  pri- 
ma figura  ;  ed  anche  viceversa.  0uesta  maniera  di  deriva- 
zione la  diremo  derivazione  polare-parabolica. 

97.  Le  proprietà  che  si  mantengono  in  tutte  le  figuro  tra 
loro  collineari  le  dicemmo  projettivc.  Noi  parlammo  soltanto 
di  quelle  che  nascono  (§.  67;  dalla  equazione 

fi)  MN=a.SM.  SN:  SP 

essendo  a  il  seno  dell'angolo  MSN  e  quindi  una  quantità  che 
rimane  la  stessa  per  tutte  le  figure  tra  loro  prospettive.  Poe* 
siamo  aggiungere  a  questa  formula  anche  le  due 

(2)  sen  LMN  =  *  .  SP  .  SQ  :  SM  .  SR  , 

(3)  Area  LMN  =  e  .  SL  .  SM  .SN  :  SR 

nelle  quali  le  SP,  SQ,  SR  sono   le  perpendicolari  abbassate 
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dal  centro  di  prospettiva  S  sulle  rette  MN,  ML,  e  sol  piane 
LMN,  b  é  il  seno  del  diedro  formalo  dai  piani  SMN,  SML, 
e  e  é  quella  fuuzione  che  io  dico  senoide  dell'angoioidc  trie- 
dro SLMN.  Se  sostituendo  le  (1)  (2)  (3)  in  una  formula  spa- 
riscono tutte  le  SL,  SM,  SN,  SP,  SQ,  nonché  la  SR,  la  for- 
mula sarà  projettiva,  cioè  conserverà  lo  slesso  valore  in  tutte 
le  figure  tra  loro  prospettive. 
93.  Ci  serva  d'esempio  il  rapporto  (Fig.  32) 

sen  BADft.senACF*\senCBE°  :  sen  CÀD°.senBCF°  senABE0, 

che  con  fieno  in  ambedue  i  termini  gli  stessi  lati  e  gli  stessi 
vertici,  sicché  mediante  la  (2)  esso  si  dimostra  proiettivo.  Se 
le  rette  AD°,  BE°,  CF°  fossero  parallele,  quel  rapporto  si  ri- 
dorrebbe  all'unità;  perciò  tal  valore  spetterà  anche  al  caso 
che  le  tre  rette  s'incontrino  in  uno  slesso  ponto  T,  giacché 
roda  prospettiva  esso  può  farsi  andare  all'infinito.  Il  rapporto 
ha  pure  identicamente  il  va  Tore  uno,  quando  le  tre  rette 
sono  rispettivamente  parallele  ai  lati  opposti  del  triangolo 
ABC,  al  qual  caso  si  riduce  il  più  generale  che  le  tre  rette 
AU,  BV,  CW  incontrino  i  fati  opposti  in  tre  ponti  in  linea 
retta,  e  che  perciò  (§.  50)  si  possono  far  andare  insieme  al- 
l'infinito. —  Questi  sono  i  teoremi  sulle  involuzioni  già  dati 
ai  §.  84.  85. 

99.  In  forza  della  (3)  é  un  rapporto  projettivo  anche 

ABM  .  EFN  :  ABN  .  EFM 

(supposto  che  i  quattro  triangoli  sieno  situati  in  un  medesi- 
mo piano).  Ora  se  le  rette  AB  EF  MN  concorrano  in  un 
medesimo  punto,  noi  potremo  colla  derivazione  dì  collioea- 
zione  farlo  andare  all'infinito,  ed  allora  sarà 

ABM  =  ABN,  EFN  =  EFM. 

Perciò  abbiamo  il  teorema,   d'altronde    facile  a  dimostrare  , 
che  se  le  AB  EF  MN  concorrano  insieme  è 

ABM .  EFN  «  ABN  .  EFM. 


(  485  ) 

100.  Le  proprietà  metriche  projcUive  si  possono  eoo  op- 
portuno cangiamento  trasportare  anche  alle  figure  derivate- 
polari.  E  primieramente  in  quanto  alla  (1)  il  seno  a  dell'an- 
golo MSN  compreso  tra  due  raggi  è  uguale  al  seno  b  del 
corrispondente  diedro  nel  fascio  polare;  perciò  mediante  la 
(2)  sarà  facile  vedere  che  un  rapporto  projettivo  tra  le  di- 
stanze di  punti  si  cangia  in  un  rapporto  tra  i  seni  delle  rette 
derivate-polari  di  quei  punti.  —  Possiamo  eziandio  traspor- 
tare la  proprietà  ai  punti,  nei  quali  queste  rette  tagliano  una 
trasversale  (§.  79)  qualunque.  Infatti  se  abbiasi  un  rapporto 
projettivo  tra  i  punti  A,  B,  ...  di  una  figura  piana,  immagi- 
niamo che  nel  piano  della  stessa  sia  descritta  nel  modo  in- 
dicato al  §.  93.  la  sua  figura  reciproca  che  contenga  le  rette 
a,  é, ... ,  e  queste  sieno  tagliate  da  una  trasversale  t  nei  punti 
a,  /3,  ...  Sia  T  il  punto  reciproco  della  l,  e  le  rette  TA  , 
TB,  ...  taglino  la  stessa  trasversale  t  nei  punti  Ai ,  B, , .... 
La  proprietà  projettiva  relativa  ai  punti  A,  B,  ...  valerà  an- 
che pei  punti  A,  ,  Bi  ... ,  perché  la  figura  A!  Bt  ...  è  pro- 
spettiva della  AB...  (T  essendone  il  centro  di  prospettiva  ). 
Inoltre  il  punto  a  sarà  reciproco  (§.  37)  della  TAA,  ;  e  per- 
ciò, se  S  è  il  centro  di  prospettiva  esterno  al  piano  delle 
due  figure  mediante  il  quale  s'immagina  (§.  93)  costruita  la 
figura  reciproca,  sarà  Sci  perpendicolare  al  piano  STA  A,  ,  e 
quiudi  anche  alla  SA,  ;  così  pure  saranno  perpendicolari  le 
S/3  ,  SB,  ecc.  Immaginiamo  che  nel  piano  Si  tutta  la  figura 
Sa/3 ...  ruoti  di  un  angolo  retto  intorno  al  punto  S,  allora  le 
Sa,  S/3,  ...  verranno  rispettivamente  a  coincidere  colle  SAI9 
SBf  , ...  ,  e  perciò  la  proprietà  projettiva  che  spelta  ai  punti 
A,  ,  B,  ,  ..,  apparterrà  anche  ai  pnnti  a,  /3,  ... ,  che  dòpo  la 
predetta  rotazione  formano  una  figura  prospettiva  alla  AiB^.. 
così  è  pienamente  dimostrato  quanto  dicemmo  al  §.  80. 

101.  In  quanto  alle  aree  si  osservi  che  l'area  d'un  triangolo 
è  riducibile  al  prodotto  dì  due  lati  pel  seno  del  angolo  intercetto 
il  che  nella  figura  derivala  polare  si  riduce  al  prodotto  dei 
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soni  di  due  angoli  pel  lato  intercetto.  Cosi  per  esempio  dal 
dorema  del  §  99,  possiamo  dedurre  quest'altro.  Se  due  rette 
a,  b  che  s'incontrano  in  C,  e  due  altre  e  f9  che  s'incontrano 
in  D,  sieno  tagliate  da  altre  due  rette  in  n ,  il  cui  punto 
d'incontro  cada  sulla  retta  CD;  i  prodotti  dei  seni  di  due 
angoli  pel  lato  intercetto  io  ciascuno  dei  triangoli  abm  abn 
eftnefn  formeranno  una  proporzione. — Questo  teorema  potrebbe 
dimostrarsi  indipendentemente  da  quello  del  §  99,  facendo 
andare  all'infinito  la  retta  CD;  sicché  divengono  parrallele 
anche  le  m  n:  allora  il  teorema  riesce  evidente,  come  ognuno 
potrà  conoscere  costruendo  la  figura. 

102.  Oltre  le  due  generali  leggi  di  derivazione  (  collinca- 
zione,  e  derivazione  polare  )  debbono  considerarsene  alcuni 
casi  speciali;  poiché  se  da  una  parte  la  minor  generalità  della 
derivazione  rende  minore  il  cangiamento  che  può  operarsi 
nella  figura;  d'altra  parte  si  possono  trasportare  da  una  figura 
all'altra  parecchie  proprietà  che  si  rifiuterebbero  alle  deriva* 
zioni  più  generali.  Cosi  una  formula  che  contenesse  il  rap- 
porto di  due  aree  non  potrebbe  trasportarsi  ad  una  figura  col- 
lineare alla  prima  ,  bensì  lo  si  può  (§■  10.)  ad  una  figura 
alfine.  —  1  casi  particolari  che  noi  abbiamo  considerati  sono 
rispetto  alla  collioeazione  la  similitudiue  (§.  1.)  e  I'  affinità 
(§.  10.)  ;  e  rispetto  alla  derivazione  polare  la  reciprocità 
(•§  39-)  e  la  derivazione  polarc-parabolica  (§.  96.)  ,  della 
quale  esporremo  le  leggi  nel  §  seguente.  —  Talvolta  giova 
eziandio  profittare  di  qualche  speciale  mutua  posizione  delle 
due  figure  derivate  poste  sopra  un  medesimo  piano;  cosi  due 
figure  simili  possono  essere  nella  posizione  di  omotetìa  (§  1); 
—  due  figure  affini  possono  essere  nella  mutna  posizione  con- 
siderata al  §  13;  —  due  figure  collineari  possono  essere  di- 
sposte omologamente  (§.  56.)  ;  e  nella  omologia  notammo 
(§.  57.)  il  caso  particolare  dell'  omologia  armonica;  —  due 
ligure  reciproche  sono  nella  posizione  di  reciprocità  (§.  37.) 
quando  i  loro  punti  reciproci  della  retta  all'infinito  dell'altra 
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figura  coincidono  insieme  nel  punto  che  dicemmo  centro  di 
reciprocità^  ad  ogni  raggio  da  questo  eentro  ad  un  punto  é 
perpendicolare  alla  retta  reciproca  del  punto;  —  in  seguito 
vedremo  come  due  figure  derivate-polari  ricevano  una  parti- 
colare disposizione  dipendentemente  dalla  conica  ausiliaria  , 
che  servo  a  stabilire  la  loro  derivazione;  e  vedremo  che  quando 
la  conica  e  nn  circolo  la  derivazione  polare  divenuta  recipro- 
cità. 

103.  Quando  la  conica  ausiliaria  é  una  parabola  si  ha  invece 
la  speciale  derivazione  polare-parabolica,  di  cui  ora  esporremo 
le  leggi  ricavandole  dal  modo  di  generazione  indicato  al  §  96. 
—  Se  i  duo  fasci  polari  partenti  dal  centro  S  sono  tagliati 
da  due  piani  tra  loro  perpendicolari,  e  se  diremo  assi  di  de- 
rivazione-polare parabolica  le  intersezioni  di  questi  due  piani 
con  un  piano  perpendicolare  ad  ambedue  condotto  per  S;  ve- 
diamo (§.  96.)  che:  —  1.°  La  retta  all'infinito  di  una  figura 
ha  per  derivato-polare  il  punto  all'infinito  dell'asse  di  deri- 
vazione dell'altra  figura.  —  Ogni  punto  di  uno  degli  assi  é 
derivato  di  una  retta  perpendicolare  all'altro  asse;  e  viceversa. 
Dicasi  P  quel  punto  e  P°  il  punto  io  cui  la  sua  derivata  p 
taglia  perpendicolarmente  l'altro  asse;  é  facile  vedere  ehe  il 
movimento  di  P  sul  primo  asse  è  proporzionale  al  movimento 
di  P°  sul  secondo;  e  se  i  piani  delle  due  figure  derivate-po- 
lari-paraboliche  sieno  equidistauli  del  centro  S  i  due  movi- 
menti saranno  uguali.  Perciò  in  questo  caso  potremo  sup- 
porre che  le  due  figure  siano  trasportate  sopra  un  medesimo 
piano  in  guisa  che  gli  assi  di  derivazione  coincidano  insieme 
ed  ogni  punto  P°  cincida  col  suo  corrispondente  P.  In  questa 
particolare  posizione  delle  due  figure  diremo  che:  —  2.°  Ogni 
retta  p  perpendicolare  al  comune  asse  di  derivazione  ha  per 
derivalo  il  punto  P,  in  cui  essa  taglia  l'asse  medesimo.  — 
Pel  generale  principio  (.§  37.)  che  tutti  i  punti  di  una  retta 
hanno  le  derivate  che  s'incontrano  nel  punto  derivato  della 
retta  si  vede  che  ogni  punto  Q  della  retta  p  ha  la  sua  deri- 
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vaia  q°  la  quale  passa  per  la  prelezione  P°  dì  Q.  Cerchiamo 
adesso  la  relazione  tra  la  distanza  Q  P°  del   punto  dell'asse 
e  l'inclinazione  della  derivata  q°  sull'asse  slesso,  —  Torniamo 
col  pensiero  ai  dqe  piani  Ira  loro  perpendicolari    n  n°  *  nei 
quali  erano  originariamente  situale  lo  due  figure  tra  loro  de- 
rivale. Il  punto  all'infinito  della  retta  q°  ha  per  derivata  la 
retta  iq  cui  il  piano  n  è  incontrato  dal  piano   condotto   per 
S  perpendicolarmente  alla  q°y  quella  retta    sarà  parallela  al- 
l'asse di  derivazione;  e  la  .loro  distanza  eguaglierà  la  distanza 
di  S  da  ciascuno  dei  piani  n  n°  moltiplicata  per  la  cotangente 
della  inclinazione  della  q°  sull'asse  di  derivazione.  Ora  quando 
le  dqe  figure  n  n°  sono  portate  sul. medesimo  piano  il  puuto  Q 
derivato  della  retta  q°  sarà  l'intersezione  della  suddetta  retta 
parallela  all'asse,  e  della  perpendicolare  p  che  é  derivata  dal 
punto  P°  nel  quale  la  q°  taglia  Tasse;  cosi  finalmente; — 3.°  Il 
punto  Q  derivato  di  Qua  retta  q°  si  trova  sulla  perpendicolare 
all'asse  innalzata  nel  punto,  io  cui  esso  é  incontrato  dalla  j°, 
e  la  sua  distanza  dell'asse  è  uguale  ad  un  parametro  costante 
moltiplicato  per  la  cotangente  dell'inclinazione  della  q°.  sul- 
l'asse, -*->•     Potremo  stabilire  che  Q  cada  dalla  stessa  banda 
dell'asse,  in  cui  si  trova  la  porzione  della  q°   che    partendo 
da  P°  si  volge  da  sinistra  a  destra;  ma  bisognerà  rammentare 
che  se  invece  la  retta  m  appartiene  alla  prima  figura  il  suo 
derivato  M°  sarà  rispetto  all'asse  delia  stessa  banda  della  por- 
zione della  m,  che  dal  suo  punto  d'incontro  col  l'asse  si  volge 
da  destra  a  sinistra,  Perlochè,  se  la  retta  m    coincide  colla 
y°,  jl  punto  M°  non  coincide  con  Q.  (bensì  la  retta  M°Qò 
perpendicolare  all'asse  e  da  esso  dimezzala).    Seno  conseguenze 
di  quanto  dicemmo;  —  4.*  I  punti  derivati  di  due  rette  par- 
allele sono  ad  eguali  distanze  dall'asse.  — *-  5.°  I  derivati  di 
due  perpendicolari  sono  dalle  due  bande  dell'asse,  ed  il  pro- 
dotto delle  loro  distanze  eguaglia  il  quadralo  del  parametro, 
104.  Quantunque  il  nostro  presente  oggetto  sia  lo  studio 
delle  figure  piane  pur  non  sarà  inopportuno  polare  che  ine- 
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diante  le  relazioni  del  §.  97.  da  ogni  proprietà  di  una  fi- 
gara  piana  deriva  una  proprietà  di  nn  fascio  di  raggi»  Que- 
sti fasci  formeranno  poi  argomento  di  sludii  ulteriori.  — 
Avendo  avuto  in  mira  di  spiegare  particolarmente  la  na- 
tura dei  due  principali  metodi  di  derivazione,  poco  ci  sia- 
mo estesi  a  far  raccolta  di  teoremi.  Cosi  ora  ci  basterà  ri- 
cordare il  teorema  sull'omologia  di  due  triangoli  (§.  60. 63). 

—  l'altro  teorema  grafico  su  nove  punti  e  nove  rette  (§.75), 

—  le  involuzioni  positive  (§.  42.  43.  69.  70.  74)  o  negative 
(§.  71)  fra  i  punti  o  fra  le  rette  (§.  80.  81.  85).  —  Meno 
importanti  sono  il  teorema  sul  centro  di  reciprocità  del  tri- 
angolo (§.  40),  —  sui  punti  di  mezzo  delle  tre  diagonali  di 
un  quadrilatero  completo,  e  sui  circoli  e  sqlle  coniche  omo- 
tetiche che  hanno  tali  diagonali  per  diametri  (§.  44  ...  497), 
e  sul  l'intersecarsi  delle  diagonali  del  quadrilatero  completo 
(§•  87). 

105.  Due  esempi  mostreranno  l'uso  della  derivazione  po- 
lare parabolica.  Una  dello  due  figure  sia  un  triangolo  coi 
lati  abcf  ai  quali  sieno  rispettivamente  perpendicolari  le 
rette  d  e  f  condotte  dai  vertici  opposti  ;  è  noto  (§.  40)  che 
queste  tre  rette  concorrono  insieme.  —  Nella  figura  derivata 
polare-parabolica  avremo  un  triangolo  ABC  ed  un  arbitrario 
asse  di  derivazione  ;  se  sui  lati  BG  AG  AB  si  prendano  ri- 
spettivamente i  punti  D  E  P,  le  cui  distanze  dall'asse  sieno 
inversamente  proporzionali  alle  distanze  dal  medesimo  dei 
vertici  ABC  (coll'avvertenza  ehe  le  distanze  abbiano  segui 
opposti,  cioè  che  A  D  cadano  da  bande  opposte  dell'asse,  e 
cosi  pure  B  E  e  C  F),  i  tre  punti  D  E  F  saranno  in  linea 
retta.  —  Quando  Tasse  di  derivazione  passa  pel  vertice  A 
il  punto  Dèa  distanza  infinita  sulla  BC  ,  ed  il  teorema  è 
subito  dimostrato,  ed  esso  può  quindi  servire  a  una  volta  a 
dimostrare  il  teorema  sulle  tre  altezze  d  e  /"del  triangolo  abc. 

106,  Dal  predetto  teorema  ne  abbiamo  dedotto  (§.  44(  un 
altro  sul  putito,  da  cui  sono  vedute  sotto  augolo   retto  eia- 
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scuna  delle  tre  diagonali  d'un  quadrilatero  completo.  Colla 
derivazione  polare-parabolica  se  ne  deduce  che  daJo  un  te» 
tragono  completo  ABCT  (Fig*  32)  ed  una  retta  arbitraria  (asse 
di  derivazione)  esistono  generalmente  parlando  due  trasver» 
sali  ognuna  delle  quali  taglia  i  lati  opposti  del  tetragono  in 
ponti,  le  cui  distanze  da  quella  retta  hanno  un  dato  prodot- 
to. —  Sono  quindi  eguali  anche  i  prodotti 

1A°.  ID°  =  IB°.  IE°  =  IC°.  IF° 

dei  segmenti  contati  su  ciascuna  trasversale  partendo  dal  punto 
I  in  cui  essa  incontra  Tasse  di  derivazione.  Vedremo  (§133) 
che  ciò  dimostra  che  i  lati  del  tetragono  completo  sono  in 
involuzione  positiva,  come  già  trovammo  al  §.  84. 
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MIX.     'Il  ■    '  "    ,  r— 71 

INTORNO  ALLA  FORMA  QUADRATICA 

2  a 

*  ■+-  y  • 

DEL  MG.  D.'  ANGELO  GENOCCHI 

Contro  un  mio  articolo  pubblicato  nei  Nuovi  Annali  del 
Terquem,  aprile  e  maggio  1854,  e  risguardante  agli  spezza- 
menti dei  numeri  in  quadrati ,  il  eh.  signor  prof.  Volpicelli 
propose  in  questo  giornale  (maggio  1854)  alcune  obbiezioni 
alle  quali  mi  é  uopo  rispondere  benché  in  parte  l'abbia  già 
fatto  il  Signor  Terqaem  nei  .quaderni  di  luglio  e  settembre 
de'suoi  Annali.  Avverto  innanzi  tolto  che  quest*  articolo  fu 
scritto  e  inviato  nel  novembre  1850,  siccome  é  detto  nei  me- 
desimi Annali,  giugno  1853,  pag.  236  ,  *  che  io  punto  non 
conobbi  l'intenzione  del  compilatore  di  pubblicarlo  in  quest' 
anno  :  ciò  persuaderà,  spero,  l'egregio  prof.  Volpicelli ,  cbe 
non  venne  da  disdicevole  e  ingiusta  non  curanza  delle  cose 
altrui,  se  ivi  non  feci  menzione  delle  scritture  da  lui  man- 
date alla  luce  sopra  la  dimostrazione  e  la  retliGcazione  della 
formula  del  celebre  Gauss. 

Quanto  alla  proposizione  impugnata,  cioè  cbe  degli  spez- 
zamenti in  due  quadrati  ve  ne  ha  tanti  per  un  numero  quanti 
pel  suo  doppio,  essa  non  è  mia  propriamente  ,  poiché  anco 
Legendre  parlando  della  forma  xa  -+-y2,  disse  :  «  Le  facteur 
»  2  ni  ses  puissances  ...  ne  changeut  pas  le  nona b re  dea  fonnes 
»  du  produit  »  (Th.  des  iV.,  3.*  ediz.,  t.  I,  p.  314).  Il  modo 
d'intenderla  apparisce  dalla  trasformazione  di  cui  bo  fatto 
uso  e  per  la  quale  dall'essere  2»  =  ti'2  -+•  t/2  si  concbiude 

n==(— )  +(— )    : 

infatti  se  u!  =  v1  ,  il  secondo  de'quadrati  cbe  compongono  n 
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si  annulla,  talché  per  la  generalità  del  teorema  convien  ri- 
sguardare  lo  zero  come  un  numero  intero,  ammettendo  senza 
eccezione  il  principio  che  la  differenza  di  due  numeri  interi  è 
un  numero  intero.  Confesso  che  gli  antichi  erano  più  scrupo- 
losi, avendo  perfino  disputato  se  V  unità  sia  un  numero  ,  se 
sia  un  quadrato,  se  sia  un  cubo  (  Veggansi  nelle  Opere  del 
Wallis  le  lettere  di  Frenicle);  ma  Fuso  odierno  autorizza  un' 
ampliazione  molto  commoda  per  la  semplicità  che  ne  ridonda 
nella  espressione  de'leoremi  e  nelle  formule.  Legendre  stesso 
più  volte  lo  dichiara  :  così  egli  chiama  forma  trinarla  la  com- 
posizione dv  un  numero  par  la  somme  de  troie  carré*  ,  e  ag- 
giunge che  una  forma  trinaria  può  comporsi  di  due  quadrati 
o  d9  un  solo  ,  perchè  zèro  est  regardè  comme  carré  complèti f: 
che  per  conseguenza  25  -+-  16  -f-  02  é  una  forma  trinarla 
propria,  e  m2+0a4-0J  è  pure  una  forma  trinaria  sebbene 
impropria  (tom.  I,  p.  342  e  343).  Vedi  anche  il  teorema  so- 
pra lo  spezzamento  in  numeri  poligoni  ,  tom.  fi ,  pag.  350. 
Nello  stesso  modo  si  devono  pure  intendere  il  teorema  del 
Dirichlet  sopra  la  forma  x%  -h  2ya  (  Terquem  ,  tom.  13,  p. 
360),  e  l'altro  bel  teorema  dato  dal  Sig.  Lebesgae  Comptes 
rendus  e  nel  Journd  des  Mathématiques,  settembre  1854,  per 
Spezzare  in  quadrali  un  numero  primo  e  il  suo  doppio:  a 
ragion  d'esempio,  l'equazione  x2  -+•  %f  =  18  non  ammette- 
rebbe sei  soluzioni  giusta  la  regola  del  Dirichlet ,  se  alle 
quattro  a:=:±:4,y  =  =fcl  non  si  dovesse  aggiungere  le 
due  x  =  0 ,  y  =  db  3.  Parimenti  I'  Istituto  di  Francia  ri- 
guardò lo  zero  come  un  numero  intero,  quando  nel  mettere 
a  coucorso  la  risoluzione  dell'equazione  xtl  +ya  =  **  in  nu- 
meri interi,  alla  qualificazione  di  numeri  interi  aggiunse  quella 
d'ineguali,  con  cui  si  vollero  escludere  le  due  soluzioni  r=*  ' 
e  y=0  ,  x=0  e  y=z.  (V.  Comptes  rendus y  tom  38,  p.  222). 
Finalmente  citerò  qui  di  nuovo  la  formula  del  Cauchy,  al- 
legala già  nella  mia  Nota  p.  168,  e  riferita  nei  Comptes  ren- 
dus, tom.  19,  p.  1383,  che  determina  il  numero  N  delle  so- 
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lozioni  intere  dell'equazione  x*  -r-3ya=n.  Per  un-  errore 
probabilmente  tipografico,  vi  sta  scritto  N  io  luogo  di  1  N  \ 
ina  emendato  questo  errore,  la  formula  sarebbe  tuttavia  er- 
ronea se  fra  le  soluzioni  intere  non  si  contassero  le  soluzioni 
nulle.  Intorno  a  che  gioverà  trascrivere  un'  osservazione  del 
Cauchy,  cioè  che  quando  il  numero  dei  fattori  di  n  non  di- 
visibili par  3  sia  impari,  sarà  pure  impari  N  (correggasi  IN) 
e  non  potrà  ridursi  a  zero;  onde  seguirebbe  che  allora  n  è 
sempre  della  forma  x*  +  3y2.  Ora  N  comprende  tanto  le  so- 
luzioni negative  quanto  le  positive,  e  perciò  noq  è  mai  im- 
pari, corrispondendo  ad  ogni  valor  positivo  di  x  od  y  un 
valor  eguale  ma  negativo  •(*);  né  potrebbe  esser  impari  ì  N 
se  si  escludessero  le  soluzioni  nulle  ,  poiché  ciascuna  deter- 
minazione x=a  ,  y=b  con  valori  a  e  b  maggiori  di  zero , 
somministra  quattro  soluzioni  x=dba9  y  =  ±4.  Adunque 
l'osservazione  dell'illustre  geometra  si  risolve  in  questo,  che 
se  n  ha  un  numero  impari  di  fattori  non  divisibili  per  3  , 
due  fra  le  N  soluzioni  intere  dell'equazione  #*H-3ya=n 
presentano  un  valor  nullo  di  x  od  y,  e  n  uguaglia  allora  x* 
oppure  3ya  ,  poiché  é  quadrato  o  triplo  d*  un  quadrato,  la 
qual  proprietà  sarebbe  facilissimo  dimostrare  direttamente. 
Così,  per  esempio,  25  ha  tre  divisioni  1 ,  5  ,  25  primi  con 
3,  e  l'equazione  x  -+-  3ya  =  25  non  si  può  soddisfare  se 
non  ponendo  x  =  ±  5  ,  y  =  0. 

Il  Signor  Volpiceli!  mi  obbietta  eziandio  che  ho  ritrovate 

(*(  Ciò  conferma  l'esattezza  della  proposta  correzione  ;  inoltre  lo 
stesso  Cauchy,  nel  caso  di  n  primo  deduce  dalla  sua  forinola 

4-N=l±l     indi    N=4,    ~-N=l, 

il  che  racchiude  appunto  sia  sostituito  in  quella  ÌN  ad  N.  —  Un  er- 
rore di  stampa  è  pure  trascorso  nella  formula  corrispondente  della 
mia  Nota  (Terquem,  1854,  pag.  168,  linea  13  ),  ove  bisogna  leggere 
•+-  0*4  in  luogo  di  —  <*4  ;  e  nella  stessa  Nota  ,  ivi  a  pag.  166,  linea 
19,  invece  di  u  =  0  si  deve  leggere  u  =  v, 
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soltanto  la  prima  e  la  terza  delle  sue  forinole  senza  incoa- 
trare  la  seconda  relativa  agli  spezzamenti  d'un  numero  dop- 
pio d'un  quadrato:  ma  di  questo  caso  non  poteva  farsi  pa- 
rola nel  luogo  da  lui  citato  (  Terquem  ,  T.  XIII,  pag.  165  ) 
dove  si  suppone  che  n  sia  il  prodotto  di  numeri  della  forma 
4m  H-  1  e  perciò  impari.  Bensì  richiamando  il  principio  an- 
nunziato alla  pag.  158,  e  riscontrandolo  con  le  formolo  della 

N-4-1 
pag.  165,  si  potrà  desumerne  che  il  numero   — - —  di  soia- 
fi 

zioni  ottenute  per  n  quadrato  deve  pure  applicarsi  al  suo 
doppio  2n;  onde  risulta  la  formula  desiderata.  Del  resto  a 
queste  varie  formule  mi  sembra  preferibile  l'equazione  uni- 
ca, data  ivi  a  pag.  167 

N,  H-  2Na  =  2(rf,  -  <f3) , 

obe  abbraccia  senza  confonderli  tutti  i  casi,  anche  quello  d'un 
numero  non  atto  a  spezzarsi  in  due  quadrati.  Ricorderò  che 
d,  indica  quanti  divisori  della  forma  4ro  -h  1  ha  il  numero 
dato  n,  e  d\  quanti  ne  ha  della  forma  4w*  •+-  3;  che  Ni  é  il 
nnmero  delle  soluzioni  dell'equazione  ira+yJ=n  allorché 
una  delle  incognite  deve  esser  nulla,  e  N2  è  il  numero  delle 
altre  soluzioni  intere.  Posto  per  semplicità  che  n  non  abbia 
divisori  4m  -*-  3,  sarà  dj  =  0,  e  la  formula  diverrà 

Nf  +  2Na  =  2rf,. 

Ora,  se  n  è  quadrato,  si  ha  Nt  =  2,  onde  N»  =  tfi  —  1,  e 

Na  é  doppio  del  numero  di  spezzamenti  che  può  ammettere 

n  in  due  quadrati  :  perciò  questo  numero  di  spezzamenti  é 

dt—t 
=  — - —  .  Se  n  è  doppio  d'un  quadrato,  Nté  nullo,  il  che 

dà  N2  =  rfi  ,  ma  per  formare  N2  si  contano  due  volte  gli 
spezzamenti  in  quadrati  disuguali,  una  volta  lo  spezzamento 
in-  due  quadrati  eguali  ;  laonde  il  numero   totale  di  spezza- 

menti  è  =    — - — .  Negli  altri  casi  Ni  è  =  0,  N2  =  dt ,  e 
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N2  è  doppio  del  numero  cercalo,  che  perciò  risolta  =  -1  . 

Cosi  l'equazione  riferita,  nel  tempo  slesso  che  è  la  più  ge- 
nerale possibile,  guida  alle  distinzioni  proposte  dal  Sig.  Vol- 
piceli! e  alle  sue  tre  formule.  Eguale  vantaggio  presentano 
le  formale  date  suJIa  pag.  168  della  mia  Nota  ,  rispetto  ai 
teoremi  dei  Signori  Dirichlet  e  Gauchy,  e  f  ultima  formula 
della  pag.  169  quanto  allo  spezzamento  d'un  numero  in  quat- 
tro quadrati,  formula  da  cui  non  è  difficile  dedurre  anche  il 
teorema  di  lacobi  riferito  nella  stessa  pagina  e  citato  di  nuo- 
vo dal  Sig.  Terquem  a  pag.  360. 

Avvertii  ne'medcsimi  Nuovi  Annali  (  gennaio  1852  e  giu- 
gno 1853),  che  una  formula  più  generale  di  quella  del  ce- 
lebre Gauss  si  trova  nella  prima  edizione  della  Teorica  dei 
numeri  di  Legendre  (1798),  e  in  un  opuscolo  del  1768  pub- 
blicato nelle  Miscellanee  Torinesi  da  Lagrange  il  quale  affer- 
ma d'averla  dimostrata  in  altro  suo  scritto  (  da  me  non  co- 
nosciuto): e  che  anzi  la  formula  detta  di  Gauss  non  è  se 
non  la  traduzione  algebrica  d'una  regola  data  da  Pietro  Fer- 
mai nelle  sue  annotazioni  sopra  l'Aritmetica  di  Diofanto.  La 
formula  che  il  prof.  Volpicelli  propone  d'aggiungere  a  quelle 
di  Legendre  e  di  Gauss  si  riferisce  agli  spezzamenti  d'un  nu- 
mero quadrato,  caso  considerato  a  due  riprese  e  in  due  di- 
verse forme  dal  geometra  Tolosano  ,  prima  cercando  quante 
volte  un  numero  è  V ipotenusa  d'un  triangolo  rettangolo,  e  po- 
scia, quante  volte  un  numero  si  compone  di  due  quadrati  (Op. 
cit.  pag.  127,  128).  Scioglie  la  prima  quistione,  che  appunto 
risponde  all'ipotesi  del  prof.  Volpicelli,  come  segue  :  Suman* 
tur  omnes  primi,  quaternarii  muUiplicem  unitate  superante*,  qui 
datum  numerum  metiuntur  ...  Quod  si  potestates  dictorum  pri- 
morum  metiuntur  datum  numerum,  ...  sumantur  exponentes  om- 
nium divisorum,  ...  ut  si  velie  3,  2,  1;  ducatur  pritnus  in  se- 
cundum  bis,  et  producto  adjiciendo  summam  primi  et  secundifit 
17,  ducatur  jam  17  in  tertium  Ms  et  producto  adjiciendo  sum* 
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rnam  17  et  tertò  fit  52.  Datus  igitur  numerus  erit  kypothenUsd 
52  triangulorum.  Nec  est  dissimilis  in  quotcumque  divisoriòus  et 
ipsorum  potestatibus  methodus.  Si  vede  che  per  ilo  numeri* 
n  =  aa  bfi  c>,  Fermai  prescrive  di  formare  cogli  esponenti  a 
e  ]3  la  somma  2a/3  -H  a  -H  /3  ,  che  io  chiamerò  A,  e  di  for^ 
mar  poi  con  questa  somma  e  coll'esponente  y  Salirà  somma 
2Ay  -+-  k  •+•  y  1  ora  si  ha 

2*  -+-  1  =  (Sa  -+- 1)(2/3  -4-  1) ,  2*7  -4-  *  -h  y 

—  (3*^lH2y  +  l)—  1       (2g-j-l)(2ffH-  l)(2y-K  1)— 1 

—  2  2 

che  é  la  forinola  del  prof.  Volpicelli  pel  numero  degli  spez- 
zamenti del  quadrato  na  =  aw  b2P  e2*.  Per  la  seconda  que- 
stione Fermai  indica  una  serie  di  operazioni  analoghe ,  eh* 
equivalgono  a  formare  il  prodotto 

(oc  -+-  i)(p  -h  i)(y ■■+- 1)  .... 

quando  si  suppone  n  =  a*  b&  e?  . .  ,  ed  a  dividere  questa 
prodotto  per  2;  poscia  aggiunge  :  Si  ultimiti  numerus  bifariam 
dividendus  esset  impar  (ipotesi  del  prof.  Volpiceli!)  tunc  dem- 
pta  unitale  reliqui  dimidium  sumi  deb  et,  il  che  nuovamente  dà 
la  ricordata  formula.  L'equazione 

(a2  -+-  *a)a  =  (a2  —  b2)%  h-  (2a6)a  9 

che  il  prof;  Volpicelli  attribuisce  al  Frenicle  (ingegnoso  co- 
struttore ma  non  inventore  de*  quadrati  magici) ,  si  trova  a 
pag.  56  della  slessa  Opera,  ini  una  regola  di  Bachet  de  Mé- 
ziriac  anteriore  a  Frenicle;  di  più,  essa  collima  con  l'altra 


4 


Ct  +  •)  =t(t  -  •)' 


usata  da  Brahmegupta  nel  sesto  secolo  (V.  Chastes ,  Apercu 
kistorique,  pag.  426),  ed  era  conosciuta  da  Leonardo  Pisano, 
come  snlla  fede  di  fra  Luca  da  Burgo  scrissero  il  Cossali  ed 
il  Libri.  Del  resto  per  ottenerla  basta  mettere  in  luogo  di  a 


-ha\ 
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un  numero  rotto  nelle  formule  date  dai  greci  e  note  anche  ^ , 

ai  grMmatici  romani  :  TTf    ^ 

Bachet  giunse  altresì  ne'suoi  Purismi  (Op.  cit.  pag.    57)  alla 
formula  generale 

(a2+b2)(c?+P*)  =  (aa  =b  i/5)2  -h  (afi^z  buf  i 
donde  facendo  a  =  j3  e  poi  -r-=  -75-  trasse 

2oV+**)  =  («a  ■+-  Ja)a-+-  (a«  —  Aa)3  , 
e 

{oca2  -4-  ai*)2  =  {aa2  —  ab2)2  +  (2aai)2  ; 

e  stabilì  queste  proposizioni:  che  il  doppio  d'un  quadrato 
ove  sia  moltiplicato  per  la  somma  di  due  quadrali  dà  un 
prodotto  che  non  è  due  volte  ma  una  la  somma  di  due  qua- 
drati; che  il  prodotto  di  due  somme,  ciascuna  formata  con 
due  quadrati,  é  due  volte  la  somma  di  due  quadrati,  sem- 
precché  (notinsi  queste  condizioni)  i  quadrati  componenti  cia- 
scuna somma  siano  ineguali,  e  non  proporzionali  a  quelli  del- 
l'altra soiqma.  Alla  pag.  125  e  126,  commentando  Diofanto, 
egli  ripete  ed  esemplifica  queste  limitazioni,  in  cui  è  conte- 
nuto il  caso  singolare  d'un  numero  doppio  d'un  quadrato. 

A  Fermat  appartiene  anche  il  teorema  dimostrato  in  più 
maniere  da  Eulero  sopra  i  divisori  della  forma  quadratica 
x2  h-  ya,  vale  a  dire  che  quando  x  e  y  sono  primi  tra  sé , 
nessun  numero  primo  4n— 1  è  divisore  di  x2-f-y2.  (Fermat, 
Varia  opera  mathem.  pag.  161). 

Quanto  a  tali  divisori,  il  prof.  Volpicela  ha  levata  contro 
un  teorema  di  Lfgendre  una  censura  che  non  mi  sembra  fon- 
data. Affermò  Legare  (T.  I,  p.  203),  che  ogni  divisore  d' 
una  somma  di  due^uadrati  primi  fra  loro  è  del  pari  la  som- 
ma di  due  quadrati  primi  fra  loro;  alla  qual  proposizione  si 
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è  obbiettato  che  il  2197  ,  somma  dei  quadrati  39M-26* 
non  primi  fra  loro ,  è  tuttavia  nn  divisore  del  28561 
somma  dei  quadrati  Ì19a  -H  120"  primi  fra  loro*  Ma  si  ha 
pare  2197  =  462  -f-  9%  e  sono  primi  fra  loro  i  quadrali 
462  e  9a,  sicché  2197  é  realmente  la  somma  di  due  qua- 
drati primi  fra  loro  coinè  vuole  la  proposizione  di  Legen- 
dre.  Ed  invero  bisogna  avvertire  che  osservando  una  delle 
forme  dei  divisori  di  x1  H*  y%  Legendre  non  ha  negate  tutte 
le  altre  :  a  cagion  d'esempio,  nessuno  pretenderà  che  il  suo 
teorema  sia  inesatto  perchò  quei  divisori  possono  essere  o 
semplici  quadrati  o  la  somma  di  tre  o  più  quadrati.  Il  prof. 
Volpiceli!  stesso  quando  prende  il  28561  per  una  somma  di 
due  quadrati  primi  fra  loro,  non  nega  che  lo  stesso  numero 
ria  la  somma  651-t-1562  di  due  quadrali  aventi  il  fattor 
coniane  13\  Né  d'altra  parte  poteva  sfuggire  a  Legendre  la 
condizione  necessari*  e  sufficiente  affinchè  i  divisori  del  nu- 
mero oc2  -Hy3  non  si  poesano  spezzare  in  due  quadrati  boa 
primi  fra  loro  :  condizione  del  tutto  semplice  e  manifesta , 
-non  altro  richiedendosi  se  non  che  il  (fato  numero  non  ubbia 
verun  divisore  quadrato 

Ma  parali  all'incontro  ,  che  la  propQsiziono  sostituita  dal 
prof.  Volp)celli  a  quella  di  Legendre  ,  cioè  :  <r  Sebbene  due 
numeri  a,  y  eieno  priori  fra  loro,  ciascun  divisore  della  som- 
ma x2  -4-  y3  sarà  por  esso  una  somma  di  due  quadrati  »  , 
questa  proposizione;  dico,  possa  generare  un  equivoco,  dac- 
ché farebbe  credere  ohe  a  fortiori  ogni  divisore  di  fc3  +  y2 
dia  una  somma  di  due  quadrati  quando  x  e  y  non  sono  pri- 
mi fra  loro,  il  che  sarebbe  erroneo  :  la  somma  9-H-36  ha  per 
divisore  il  3  che  don  puA  spezzarsi  in  due  quadrati. 

Non  credo  inutile  l'osservare  che  la  bella  e  iqgegoosa  di- 
mostrazione del  citato  teorema  dovuta  a  Carlo  {termite  (*) 
si  può  risguardare  come  un'applicazione  de)  metodo  insegnato 
da  Legendre  per  la  risoluzione  delle  equazioni  indeterminate 

(*)  Journal  de  Math. ,  1848,  p.  15,  Serrct,  Algebre  super.   1849, 
pag.  331;  Nouv.  Ann.  de  Math.,   1853,  pag.  4  5. 
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di  secondo  grado.  Questo  metodo  infatti  somministra  una  ma- 
niera diretta  di  ridarre  ad  una  data  forma  quadratica  ogni 
.  numero  che  ne  sia  capace  :  così  se  il  numero  p  si  possa  ri- 
durre alla  forma  ax*  -j-  by*  con  valori  di  x  e  y  primi  a  p, 
si  potranno  determinare  due  numeri  interi  t  ed  u  che  diano 
y  =  xt  +pu  ,  e  allora  l'equazione  p  =  ax1  -+-  by*  diverrà 

òptta  -f-  2bx$u  *4-  x2  =  1, 

P 

a-V-bp 
onde    sarà   intero:  quindi  si  cercherà  un  numero  i=h 

P 

che  renda  a+6ta  divisibile  per  />,  e  chiamato  A  il  quoziente 

si  avrà  l'equazione 

bpu2  H-  2bhux  -f-  lxa  =  1 , 
con  cui  ai  determinàrà  xy  poiché  secondo  la  teorica  Lagran- 

giana  —  sarà  una  delle  frazioni  convergenti  verso  una  ra- 
dice reale  dell'equazione 

o  verso  la  parte-  reale  delle  radiei  immaginarie  svolte  in  fra- 
zioni continue.  Ora  si  ha 

ossia 


-v*tK(-t). 


X 

p     p 

poiché  a  -4-  ah*  =  kp;  le  radici  saranno  dunque  immaginarie 

ti 
se  a  e  £  saranno  ambedue  positivi;  e  allora    —  ai  otterrà 

riducendo  in  frazione  continua  la  parte  reale  —  —  ovvero 

—  (poiché  il  segno  qui  riesce  indifferènte)  delle  due  radici. 
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Preso  pertanto  a  =  b  =  1,  e  sapposto  1  -f-  A*  =  kp  f    per 

ottenere  p  =  x*  «+•  y2  si  eoa  ver  tira  —  in    frazione    conti- 

Dna,  e  x  sarà  il  denominatore  <T  una  delle  frazioni  ridotte. 
Tali  appunto  sono  le  operazioni  prescritte  del  signor  Iteran- 
te; inoltre  prendendo  a  =  2,  4  =  1,  e  a  =  3  ,  £  ==1 ,  si 
vedrà  egualmente  per  le  forme  2#*  -hy2  ,  e  3x*  «+-  ya  rac- 
cordo del  metodo  di  Lagrange  con  quello  del  valente  profes- 
sore or  mentovalo  (  Serret ,  AUj.  $up.  1.  ediz.  ,  pag.  332  e 
334). 

Le  particolarità  eteriche,  in  cui  sono  entrato,  mi  conducono 
a  far  cenno  d'alcuni  somiglianti  riscontri  per  altre  questioni 
della  dottrina  dei  numeri. 

La  dimostrazione  data  pure  dall'  H  ermi  te  del  teorema  di 
Eulero  intorno  al  prodotto  di  due  fattori  della  forma 

e  riferita  nella  prima  edizione  de\V Algebre  supèrieure  (a  pag. 
330),  è  la  medesima  che  Lagrange  aveva  esposta  relativa- 
mente al  prodotto  di  due  fattori  della  forma  più  generale 

f  _  Bya  —  Cr3  -*-  BC*2 

(Mem.  delI'Accad.  di  Berlino  pel  1767,  pag.  300).  Lagrange 
fa  uso  dell'equazione  identica 

(a/3  —  CyJ)(a'/3'  —  C7'd')=  (<*ol  -4-  &rìW  -+-  CW) 

-  C(a*'  -*-  nP)iPi  +  $a') , 

dalla  quale  prendendo  C=l  si  deduce  quella  su  di  cui  si 
fonda  la  dimostrazione  dell'  Hermite.  Quindi  vediamo  quan- 
tità irrazionali  ed  anche  immaginarie  chiamate  in  sussidio 
per  dimostrare  le  proprietà  dei  numeri  ;  applicazione  di  cui 
s'incontrano  altresì  non  pochi  esempi  nell'Algebra  d'Eulero  ; 
ma  importa  specialmente  di  notare  la  considerazione  delle 
radici  dell'unità  adoperata  da  Lagrange  negli  stessi  Atti  Ac- 
cademici, e  il  pensiero  ivi  manifestato  di  applicarla  al  teo- 
rema di  Format  sopra  l'impossibilità  dell'equazione 
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X"  •+•«"  =  z" , 

teorema  ch'egli  raccomanda  all'attenzione  de*  geometri  (  pag* 
309).  Supposta  l'equazione  più  generale  r*  —  A*"  =  qm  ,  e 
chiamata  à  una  radice  dell'equazione  a"  — 1  =  0,  l'illustre 
torinese  cerca  di  rendere  una  potenza  mtima  ogni  fattore 

n 

r  —  as\f  A  ; 
e  facendo  n 

r  —  a4/"A  =  jTì 

assegna  al  valore  di  p  la  forma 

p=zi  +  ua\fA  -+-  araVA*  -H  yaV A*  -+■ ...  4-  ^'VA"'1. 
Così  per  la  dimostrazione  dell'ultimo  teorema  di  Fermai  La- 
grange  ricorreva  a  quello  che  diconsi  oggidì  numeri  complessi 
o  polinomi  radicali,  e  preludeva  ai  recenti  lavori  di  Lamé  , 
Cauchy,  Kummer. 

Si  deve  ancora  a  Lagtange  la  soluzione  d'  un  problema , 
dichiarato  da  Fermai  difficilissimo,  quello  cioè  di  rendere 
i  +  y  un  quadrato  e  x1  -+■  y2  un  biquadrato  (M em.  Accad. 
di  Berlino  pel  1777,  pag.  140). 

Nel  medesimo  tempo  egli  diede  la  soluzione  compiuta  della 
equazioni  biquadratiche 

2*4  _  yh  =  z*  ;       a*  -H  8y4  =  *a  ,      x*  —  2y4  =  *% 

che  furono  trattate  nel  1853  dal  Signor  Lebesgne  (  Journal 
de  Mathem.;  tom:  XVIII,  pag.  73),  e  tanto  le  formule  della 
soluzione  quanto  parecchie  osservazioni  incidenti  concordano 
con  quelle  ,  che  trovò  dal  canto  suo  ed  espose  il  secondo  , 
non  avendo  certamente  avuta  notizia  delle  ricerche  di  La- 
grange. 

Nel  tom.  IX  degli  antichi  Comment.  Àcad.  Petfopol,  anno 
1737,  pag.  160  ,  Eulero  dimostrò  fra  le  altre  le  seguenti 
equazioni  : 

^j^TZi  =  *'     2.  (2m-2)"-l  =  ,0g  2' 


(  502  ) 

2*(2m-l)»-t  =  *  ~ ,0g  *  >.m--l=T  ~  T* 

ove  le  somme  2  devono  stendersi  a  tatti  i  valori  interi  di  m 
ed  n  maggiori  di  1,  e  di  cui  la  prima  e  Tal  lima  apparten- 
gono a  Goldbach.  Ora  quel  primo  teorema  negli  Annali  del 
Sig.  Terquem  (1849,  pag.  251)  è  attribuito  allo  Steiner ,  e 
se  ne  riferisce  una  dimostrazione  data  dal  Sig*  Stero. 

Indicherò  eziandio  un  problema  menzionato  da  Eulero  nel 
s  uo  carteggio  con  Lagrange  e  rammentalo  nella-  Teorici  dei 
numeri  di  Legendre  (lom.  II,  pag.  144),  pel  quale  si  doman- 
dano 16  numeri  da  dir  sparsi  in  un  quadralo  per  modo  che 
la  somma  dei  loro  quadrati  sia  la  slessa  in  ogni  linea  oriz- 
zontale, verticale  e  diagonale,  e  I»  somma  dei  loro  prodotti 
a  due  a  due  in  ogni  coppia  di  linee  orizzontali  e  verticali 
sia  nulla.  Eulero  affermava  di  possederne  la  soluzion  gene- 
rale, e  ne  dava  un  esempio  particolare  :  Legondre  vorrebbe 
che  quella  soluzione  venisse  pubblicata  se  potesse  trovarsi  nei 
manoscritti  delibatone,  caron  noit  quii  serait  fbrt  difficile  de  la 
restituir.  Or  bene  :  la  soluzione  d'Eulero  si  legge  nelle  Me- 
morie dell'Accad.  di  Pietroborgo  pel  1770  (  N.  Cmnm.  tom. 
15,  pag.  104),  il  che  ignoro  se  altri  abbia  avvertito,  e  l'e- 
sempio numerico  citato  da  Legendre  vi  è  dato  a  pag.  106. 
Eulero  scioglie  questo  problema  curiosum  deducendolo  da  un 
altro  più  generale,  di  cui  avea  trovala  la  soluzione  quasi  rft- 
vinando;  nondimeno  la  credeva  egli  veramente  universale.  \ix 
dubitare  licet,  qua  in  ista  solutio  sii  universalis  et  omnes  prorsus 
solutùmes  possibiles  in  se  complectatur  (p.  103). 

Nello  stesso  luogo  Eulero  considera  un  sistema  d'equazioni 
indeterminate,  di  cui  si  occuparono  il  Sig.  Catalan  (  Mém. 
eour.  par  VAcad.  de  Belgique,  tom.  XIV),  e  il  Sig.  Lebesgue 
(Terquem,  t.  IX,  pag.  46). 

Ponendo  fine  a  questa  digressione,  esporrò  un  modo  sem- 
plice di  sciogliere  una  questiono  d'Eulero  che  può  riferirsi 
alla  teorica  della  forma  quadratica  x2  ■+•  y2,  e  ricordata  non 
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guari  oegli  Amudi  del  Terquem  (novembre  1854,  p.  412) , 
dove  $i  ricorse  ad  ao  femmei  d' assai  difficile  dimostrazione. 
Dato  un  numero  intero  e  positivo  N  si  tratta  di  soddisfare 
all'equazione 

che  pud  mettersi  sotto  la  forma 

4N  -+■  2  —  [4xa  -f  (2y  +  l)2]  =(4m  ~  l)(4n  —  1). 

Si  prendano  ad  arbitrio  due  quadrali  l'uno  pari  e  l'altro  im- 
pari \x*  e  (2y  -*-  1)%  la  cut  somma  sia  inferiore  a  4N-f-2; 
la  differenza  sarà  un  Damerò  della  forma  Ap  -f- 1,  che  si  ri- 
solverà in  due  fattori,  e  questi  si  prenderanno  per  4m  —  1 
e  4n — 1,  intendendo  che  m  ed  n  siano  ambedue  positi  o  am- 
bedue negativi.  Si  otterranno  altre  soluzioni  determinando  i 
due  quadrati  hx%  e  (2y-t-l)2  in  guisa  che  la  loro  somma 
superi  4N  -4-  2  :  la  differenza  avrà  la  forma  àp  —  1 ,  e  si 
risolverà  in  due  fattori  4m — 1  e  4n — 1,  ove  m  en  saranno 
l'uno  positivo  e  l'altro  negativo. 

Veramente  in  questo  modo  non  é  dimostrato  che  I'  equa- 
zione proposta  sia  risolubile  con  valori  tutti  positivi  di  m  , 
n,  x,  y)  ma  lo  stesso  deve  dirsi  della  dimostrazione  data  nei 
Nuovi  Annali  da  cui  risulta  la  seguente  soluzione.  Preso  ad 
arbitrio  un  numero  positivo  a,  si  faccia  m  —  n  =  ztr  a  ,  il 
numero  4(N-H*a)  4-  2,  doppio  d'un  impari,  sarà  in  virtù  del 
lemma  la  somma  di  tre  quadrati 

hf  ■+-  (2tf  4-  l)a  -f-  (2A  +  l)a, 
e  si  prenderà 

Quest'ultima  dà  m-Ht^A-t-1,  oppure  ro-hn= — A,  da  combi- 
narsi con  la  m — n=zha  :  quindi  se  h  ed  a  siano  ambedue 
pari  o  ambedue  impari  bisognerà  fare  m-f-n=— -A  e  perciò 
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negativo  uno  almeno  dei  numeri  tn  ed  n  ;  nel    caso   poi  di 
m4-n=A-M,  se  À-M  si  trovi  <  a ,  seguendone  (m  -+-  ti)2 
<  (m  —  n)%  dovranno  m  ed  n  avere  con  tra  rj  segni. 

Allorché  si  ammettono  valori  nulli,  la  possibilità  dell'equa- 
zione proposta  é  un  corollario  naturale  del  teorema  da  me 
dimostrato,  nei  Nuovi  Annali,  1853,  pag.  235. 
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Avvertenza  per  la  pagina  296.  Alla  citata  pagina  posto 

J>°°  xa-ldx 
o       1  -+  •  X 

si  trova 


A  = 


-r- 


xa-l\o%x  dx 


x-1 

e  si  dice  «  Questo  integrale  trovasi  nella  citata  nota  del  Sig. 
»  D.r  Dedekindj  e  per  quanto  si  sappia  non  mi  parea  in  an- 
»  tecedenza  conosciuta  la  forma  di  un'integrale  definito,  eh' 
»  esprimesse  il  valore  del  quadrato  di  A.  » 

Mi  sono  in  appresso  avveduto  che  quest'  integrale  si  tro- 
vava già  calcolato  dal  Sig.  Ferd.  Minding  alla  pagina  148 
della  sua  Opera  Sammlung  Integraltafeln.  Berlin  1849. 


m  CORREZIONI 

Pag.  415  lin.  4  in  luogo  di  «  Ne  risulta,  che  se  l'invariante 
di  grado  emmesimo  dell'evettante  di  grado  erresime  etc.  si 
legga  :  Ne  risulta  che  l'invariante  di  grado  erresimo  dell9 
eyettante  dell'invariante  di  grado  erresimo  etc. 
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Pag.  417.  linea  S.  (-p^J   si  legga   (^-J 

Pag.  424.  linea  13.  Ecempio  «  si  legga  »  Esempio. 

Pag.  256  nel  (itolo  della  Memoria  di  A.  Secchi,.  DaUe  varia- 
zioni «  si  legga  »  Sulle  variazioni. 
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